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Pontuagao

Atencgao: Esta prova deve ser entregue ao fim de 1 Hora. Deve justificar detalhadamente todas as
suas respostas. Caso necessite de espaco adicional para responder a alguma pergunta, pode utilizar o

espaco disponivel na ultima pagina.
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1. Considere a matriz A= |2 a+1 1 , a€R.
0 1 a+1
(a) Sabendo que A = 2 é valor préprio de A, determine a constante « e a multiplicidade

geométrica desse valor proprio.

Solugao: Sendo A = 2 valor préprio da matriz A, sabemos que |A — 2| = 0. Ora,

0 2 0
A-21|=0&12 (a—1) 1 |=0&-220@-1)-0=0sa=1,
0 1 (a—1)

pelo que o valor da constante o deve ser 1. Relativamente a multiplicidade geométrica do
valor préprio A = 2, ela corresponde ao grau de indeterminacao do sistema (A — 2/ )u = 0.

Reduzindo A — 27 a uma matriz em escada obtemos

0 2 0 2 0 1 2 0 1

2 0 1f — (0 2 0 — 0 2 0f,
l1+l2 lg(—lg—%lQ

010 010 0 0 0

donde podemos concluir que r(A—21) = 2 e, consequentemente, a multiplicidade geométrica
de A =2 é1 (o grau de indeterminagao é a diferenca entre o niimero de colunas da matriz

e a sua caracteristica).



(b) Classifique a forma quadrética Q(x) = ' Az. Caso nao tenha resolvido a alinea ante-

rior, utilize o = 1.

Solugao: Como a matriz A é simétrica, podemos tentar classificar a forma quadratica

Q(x) através dos menores principais de A. Concretamente, como obtemos
A1:2, A2:O, A3:—27é0,

podemos concluir que a forma quadréatica é indefinida. Alternativamente, como ja con-
hecemos um dos valores préprios de A, poderiamos determinar os restantes e verificar que

existem valores proprios de sinais contrarios.

2. Seja f: Dy C R? — R? dada pela expressao

B a:2+y2
P~ (o Vi ).

Determine analitica e geometricamente o dominio de f, Dy, e indique o seu interior, fron-

teira e aderéncia. Mostre ainda que Dy ¢ limitado mas nao é compacto.

Solugao: A fungao f esta definida sempre que estiverem bem definidas as suas duas

fungoes coordenadas, isto €,

Di={(z,y) ER*:9—2* — > >0AIn(9— 2> —y?) Z0Ay + |z| > 0}
={(z,y) ER*: 2® + > <IN2* +y* #8 ANy > —|z|}

Observando a imagem a esquerda, notamos que nem

todos os pontos do conjunto sao interiores. Concreta-

mente, os pontos que estao sobre as circunferéncias ou

sobre a linha y = —|z| ndo sdo interiores porque em

v E qualquer vizinhanca destes pontos existem pontos que
nao pertencem ao conjunto. Como nessas vizinhangas

S N\ existem também sempre pontos do conjunto, eles sao

pontos fronteiros. Assim,

intDy ={(z,y) eR*: 2® + > <9A2* + > #8 Ay + |z] > 0}
frD; ={(z,y) e R*: 2 +y* =9 Ay > —|z|}U

U{(z,y) eR:2® +¢y* =8 Ay > —[z|} U{(z,y) eR® 1y = —|z| Az +¢* < 9}
adD; ={(z,y) e R* : 2* +y* <9 Ay > —|z|}.

Como Dy nao coincide com a sua aderéncia (por exemplo o ponto (3,0) pertence a



3. Considere a funcio g : R? — R definida por

lyl?
.7;2 + y2 Y (x’ y) # (07 0)

g(z,y) =
0 ,(z,y)=(0,0)

(a) Verifique que a fungao g ¢ continua em (0, 0).

(b) Determine g—z (0,0).

(c) Determine %(m, y), para y > 0.




4. Seja g(u,v) uma fungao diferencidvel em R? tal que %(3, 0)= %(3, 0)=1esejaG:R3—
R definida por G(z,y, z) = g(z* + y* + 22, 2% — yz). Calcule %(1, 1,1).

5. Em certas condigoes, o nivel de producao de determinada empresa pode ser determinado
pela expressao P(k, () = ck®?, onde ¢, a, 8 > 0 sdo constantes conhecidas e k, ¢ > 0 des-
ignam os inputs de capital e trabalho, respetivamente. Sem calcular as derivadas parciais,
verifique que

oP 0P

il el app
kak—l-f(% (a+ B)ck™l”.




