INSTITUTO SUPERIOR DE ECONOMIA E GESTAO, UTL
Matematica 11
Epoca de Recurso, 27 de Junho de 2011
Duracao: 2 horas

Nome: N° de Aluno:

Grupo I (Escolha miltipla)

Nota: Cada resposta certa vale 1.5 val.; cada resposta errada é penalizada em 0.5 val.; cada pergunta nao
respondida ou com resposta anulada vale 0 val.; um total negativo neste grupo corresponde a zero valores; as
respostas a este grupo devem ser dadas no final desta pagina, na zona assinalada para o efeito.

/0 — 12 — 42
1. Sendo f(;zs,y):M

e Dy o dominio da funcao f tem-se:

|z — [yl
(A) int(Dy) = {(z,y) € R? : 2® + y* < 9} (B) Dy nao é compacto.
(C) fr(Dy) = {(z,y) ER*: 2® +y*> =9} (D) Nenhuma das respostas anteriores.
2. Considere a funcao f(z,y,z) = ez, Entdo, sabendo que ||.|| representa a norma em R?, tem-se:
(A) [[Vf(2,0,4)]| = 4 (B) [[Vf(2,0,4)[ =16
(C) |I[V£(2,0,4)]| = 43 (D) Nenhuma das respostas anteriores.

3. Seja f uma funcdo definida em R?, com derivadas parciais g—g %@J; em (a,b). Entdo pode afirmar-se
que:

(A) f é continua em (a,bd) (B) f é diferencidvel em (a,b)

(C) (a,b) é ponto critico de f (D) Nenhuma das anteriores.

4. Sabe-se que o (1,2) é ponto critico de uma fungdo f e que o seu diferencial de segunda ordem em
(1,2) é dado por D*f(1,2)(h, k) = h? — k?. Entao:

(A) (1,2) é minimizante local (B) (1,2) é maximizante local
(C) (1,2) é ponto sela (D) Nenhuma das respostas anteriores.
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Grupo 11
(Cotagéo: 3.043.04+1.5+3.0+1.54+2.0)

Apresente os calculos que efectuar e justifique cuidadosamente a resolucao das questoes seguintes.
1. Considere a funcio f(z;y) = ya? + 2y* — 2xy.

a) Determine os pontos criticos de f.

b) Classifique o ponto critico (2, 2).

4z + x>
2. Considere a funcao f(z,y) = ————.

cdo f(z,y) = —3 Y
a) Determine os limites direccionais de f na origem.

b) A fungdo f serd prolongdvel por continuidade na origem? Justifique a resposta.

3. Seja z = ay, x = f(sinv) 4+ 4w, y = cosv — w. Calcule %, usando regras de derivacao da funcao

composta.

4. Resolva as seguintes equagtes diferenciais apresentando o resultado na forma explicita

a) y"” — 18y’ + 81y = 8lx

b) y/yZ _ y3x4 — 1‘4.

5. Calcule [ [(y — 2)dady sabendo que A = {(z,y): 2 <2, 0<z+y, (z—2)?+y<4}
A

6. Seja f uma funcgao diferencidvel em R?, homogénea de grau a. Sabendo que Vf(1,2,3) = (2,5,4) e
£(10,20,30) = 1000f(1, 2, 3), determine o valor de f(1,2,3).



1.

(a)

Tépicos de Resolucao

Os pontos criticos de f sao as solugoes do sistema V f = 0, isto é,

of _

3z~ ° 2z +y2 — 2y =0 y(2z +y—2)=0 y=0
= = = V
ﬂzo 22+ 2zy — 22 =0 z(zr+2y—2)=0 z(r+2y—2)=0
Ay
2e4+y—2=0 y=0 y=0 y=2 y=2/3
= V Vv V
x(r+2y—2)=0 x=0 x=2 x=0 x=2/3

Assim, os pontos criticos de f sao: (0,0),(0,2),(2,0), (%, %)

Vamos classificar o ponto critico (2/3,2/3) através do estudo da matriz hesseana.

2y 2x 42y — 2 3 2
Hy(z,y) = = H;(2/3,2/3) =
2+ 2y — 2 2z 2 2

Como para esta matriz se tem A; = % >0e Ay = % > 0, ela é definida positiva e por

isso o ponto critico (2, 2) é um minimizante local de f. Além disso, considerando y = 1 e
y = —1 e fazendo x tender para +o0o e —o0, respectivamente, concluimos que f nao é limitada

inferiormente nem superiormente, pelo que o ponto em causa néo pode ser extremante global.

i . At +x(ma)? . 2?4+ m?) . z(4+m?)
T £oo) = B ey~ S T m?) A Tz

A funcdo f é continua em R?\{(0,0)}, podendo ser prolongada por continuidade & origem se
e s6 se existir o limite quando (z,y) — (0,0). Ora, temos que

423 + xyy?

A(22 2\3/2 2 2\3/2
o i 0 ol e 0 ey N
2 +y

2 + 92 (2,y)—(0,0)

0<[f(z,y) = 0| = <

A majoracéo acima implica que ( %Hn( : f(z,y) existe e é zero. Assim, definindo f(0,0) = 0,
z,y)—(0,0
a funcdo pode ser prolongada por continuidade & origem.

0: _ 0200 0:0y
v Ox dv Oy Ov

= y-cosvf'(sinv) + x - (—sinv)
= (cosv —w)cosvf(sinv) + (f(sinv) + 4w)(— sinv)

O polinémio caracterfstico desta equagao diferencial linear de coeficientes constantes é P(D) =
D?—-18D+81, que tem D = 9 como raiz de multiplicidade 2. Assim, a solucdo geral da equacio
homogénea é y,(z) = (c1 + cow)e®®. Além disso, experimentando uma solucio particular do
tipo yp(x) = a+ bz, chegamos & conclusio que y,(x) = x4+ 2/9 é solugdo particular da equagao
diferencial. Finalmente, a solugao geral da equagao é dada por

y(z) = yp(z) + yp(x) = (1 + 0236)69“” +xz+2/9.



(b)
2 2
4 y#ECL Y dy:ﬂdx@/lf_ygdy:/xﬁldﬂc

dy , 3,.4
7 — — =
de? TV T 1493
1 3 :E5 3.5 1
& §1n|1+y\:€+0<:)y:(K651—1) K #0
Como a fungao constante y = —1 também é solucao da equacao diferencial, a solugao geral é

3,5 1/3
y:(Kes —1) ,KeR.

2 d—(2-2)2 21 9 y=4—(z—2)*
//(y—Q)dwdy = / / (y—2)dydx:/ [y—2y} dz
A 0 —x 0 2 Yy=—x
2 /.4 2 5 =2
= /0 (2—4:534-19; —10x>dm=ﬁo— 4—1-19636—5296_0
112
T

6. E dito que £(10,20,30) = 1000£(1,2,3), o que é equivalente a f(10-1,10-2,10-3) = 103£(1,2,3).
Como sabemos que f é homogénea, devera ser homogéna de grau 3. Além disso, sendo f homogénea

de grau 3, verifica a identidade de Euler
f _
(.’E, Y, Z) - 3f(£[’, Y, Z)

af af
x%(:ﬂ,y,z) +y67y(x7yvz) +Z§

em particular,
of of of

1-=(1,2 2—(1,2 —(1,2,3) = 1,2,3)
ax(7 73)+ ay(? 73)+3az(7 73) Sf(’ 73)

1-242-54+3-4=3f(1,2,3) < f(1,2,3) = 8.





