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1. a)  Temos 2 2( , ) 2f x y x y y= + −  sujeita à condição 2 2 1x y+ = , a qual define a equação de 
uma circunferência de centro em (0, 0) e de raio 1. Estamos nas condições do teorema de 
Weierstrass,  já que por um lado a função  f  é uma função contínua em  (aliás ) e 
por outro lado a restrição  define um conjunto compacto (limitado e fechado); e 
portanto,  f admite necessariamente um máximo e um mínimo absolutos. 

2R f C∞∈
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Construindo a função Lagrangeana, 
 

( )2 2 2 2( , , ) 2 1L x y x y y x yλ λ= + − + + − , 

 
obtém-se a partir dela o sistema: 
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cuja resolução se apresenta seguidamente: 
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• Se , temos  e portanto os pontos críticos são:  0x = 1y = ±
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• Se 2λ = − , temos 3
2x = ± ,  1

2y = − , e portanto os pontos críticos são:  
3 1
2 2( ,  C = − )  e 3 1

2 2( ,  )D = − − . 
Como, 
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conclui-se que  0  e 9

4
 são respectivamente o mínimo e o máximo absolutos de  f. 

 
1.b)  Verifica-se facilmente que: 
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Fazendo uma aproximação ao ponto (0, 0), através de caminhos curvos de equação , 
obtém-se: 
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Conclui-se que o limite não existe, já que depende dos valores particulares de k real. 
 
 

1.c)  Calculando, respectivamente  e  f f
u v

∂
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, obtém-se: 
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2.  A forma como está definido o conjunto A, permite-nos escrever de imediato, 
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Se optássemos por trocar a ordem de integração, o resultado seria o mesmo; com efeito, 
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3. a)  Determina-se a solução da equação homogénea associada: ( ) 8 ( ) 16 0y x x y′′ ′+ + = . 
      
Faz-se , obtendo-se: 2( ) 0 8 16 0P D D D= ⇔ + + = 4D = − (multiplicidade algébrica 2).  
A solução geral da equação homogénea é dada por ( ) 4( ) ,  , R.h

xy x A Bx A Be−= + ∀ ∈  
 
          Determina-se uma solução particular da equação não homogénea: . ( )py x k=

 
Substituindo em , vem: 16( ) 8 ( ) 16 32y x x y′′ ′+ + = 32 2,k k= ⇔ =  e portanto .  ( ) 2py x =

 
A solução geral da equação é:  ou seja:  ( ) ( ) ( )phy x y x y x= +

( ) 4( ) ,   , R2xy x A Bx A Be−= + ∀ ∈+ . 
 
Cálculo das constantes A e B: 
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Conclusão: A solução do problema de valores iniciais é: ( ) 4( ) 1 .2xy x x e−= − +  
 
 
3. b)  Procedendo à separação das variáveis, obtém-se: 
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Primitivando ambos os membros da igualdade, respectivamente em ordem a x e a y, obtém-se: 
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A solução geral da equação diferencial, na sua forma implícita, escreve-se: 
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4. a)  Pela definição, temos que: 
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4. b)  Temos que provar que 
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   Pelo  teorema  do  enquadramento, 
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   porque  o  produto  de  um  infinitésimo ( )k  por  uma  função  limitada ( , )h k
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