Grupo 11

1. a) Temos f(x,y)=2x"+y" —y sujeita a condicdo x>+ y* =1, a qual define a equacio de
uma circunferéncia de centro em (0, 0) e de raio 1. Estamos nas condi¢des do teorema de
Weierstrass, ja que por um lado a funcdo f ¢ uma funco continua em R’ (alids feC*)e

por outro lado a restricio x* + y* =1 define um conjunto compacto (limitado e fechado); e
portanto, fadmite necessariamente um maximo ¢ um minimo absolutos.

Construindo a fungdo Lagrangeana,
L(x,y,A)=2x"+ )" —y+/1(x2 +y’ —1) ,
obtém-se a partir dela o sistema:

L. =4x+2Ax=0
L, =2y-1422y=0
Ly=x"+y -1=0

cuja resolucdo se apresenta seguidamente:

2x(2+4)=0 x=0 A=-2
2y+24Ay=1 o <2y+2ily=1 ou qy=-1/2
xX+y' —-1=0 y' =1 xX+y =1

e Sex=0,temos y==1 e portanto os pontos criticos sdo:
A=(0, l)ﬂz_% e B=(0, —l)ﬂ}%
B3
2 b

C=(%, -DeD=(-%, -D.

e Se A=-2,temos x=1% y= —%, e portanto os pontos criticos sdo:

Como,
£(0,H)=0
f£(0,-1)=2

FE D =r$-h=2

. 9 . . , . .
conclui-se que 0 e — sdo respectivamente o minimo e 0 maximo absolutos de f.
4

1.b) Verifica-se facilmente que:

2 2
lim g(x, ) = lim fz(x,yz PP e it

0 . -
s———— =— (indeterminagdo).
0
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Fazendo uma aproximagdo ao ponto (0, 0), através de caminhos curvos de equagdo y
obtém-se:

2 2 2x2 + ]cxzz_k,f 2,724 7.2
i 2x"+y Y lim 2x" +k'xT -kt
;j)(()) 2 +y2 x—=0 e +(kx2 )2 x—0 x>+ kXt
y=he?
X (2+k°Xx" —k 2,2
- lim ( )zli leim(Z—k):
x—0 x2(1+k2x2) -0 14 k2P x—0

=2k

Conclui-se que o limite ndo existe, ja que depende dos valores particulares de £ real.

1.¢) Calculando, respectivamente g e o

——, obtém-se:
u ov
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oP(u,v)
=4 +(2y-1)—/——==
xcosu +(2y—1) =
:4sinucosu+(2¢5(u,v)—1)M
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2. A forma como esta definido o conjunto 4, permite-nos escrever de imediato

00

f 2 i’ ) —
”xy e dxdy I(Ixy e de dy= Illm(oxy e “dx|dy
b 4
y* lim L[xexz dx} dy= '([



Se optassemos por trocar a ordem de integracdo, o resultado seria 0 mesmo; com efeito,

H xyze"”2 dxdy = T [jt e ™ dyJ dx = T xe™ ﬁyzdyJ dx =
A 0 0

0

3. a) Determina-se a solug¢do da equagdo homogénea associada: y"(x)+8'(x)+16y=0.

Faz-se P(D)=0< D’ +8D+16=0, obtendo-se: D =—4 (multiplicidade algébrica 2).
A solu¢do geral da equacdo homogénea ¢ dada por y, (x)= (A + Bx)e_4x , VA,BeR.

Determina-se uma soluc@o particular da equacdo ndo homogénea: y,(x)=k .

Substituindo em y"(x)+8'(x) +16y =32, vem: 16k =32 <> k =2, e portanto y,(x)=2.

A solugdo geral da equagdo €: y(x) =y, (x)+y,(x) ou seja:

y(x)=(A4+Bx)e™™ +2, VA,BeR.

Calculo das constantes 4 € B:
y(0)=3 A+2=3 A=1
IS 4 =
y)=2 ~ |(4+B)e"+2=2 |B=-1

Conclusdo: A solugdo do problema de valores iniciais é: y(x) = (1 - x)e_4x +2.

3. b) Procedendo a separagao das variaveis, obtém-se:

2
, y +1 dy y 1 y 1
= = = dy = dx
TGy Ty Al (xel) AT (1)

Primitivando ambos os membros da igualdade, respectivamente em ordem a x e a y, obtém-se:

y _ 1 1 [ 2y _ 2 1 2 -1
d —I d <:>—I d —j +1) dx <51 +1)=—(x+1) +c.
J‘y2+1 g (x+1) RS BT (1) de e 3in(y" 1) ==(x+1) e

A solugdo geral da equagdo diferencial, na sua forma implicita, escreve-se:

2
2 [ —
ln(y (x)+1)— x+1+c



4. a) Pela definicdo, temos que:

of (0 0
(0.0 _ . f.O-f©0.0_ . 14(t.0)-040,0) . 0-0_.
ox t—0 t t—0 t =0 ¢ t—0

ay =0 t -0 t =0 ¢ t—0

4.b) Temos que provar que }lin(l) &E(h,k)y=0,com
-

k—0
Sy~ 10,00~ T 2D TO0
ox o

e(hk) = N -
_ h(h,k) = 0% $(0,0) = 0x =~ 0xk _
N/
_ hg(h,k)

NI -

Pelo teorema do enquadramento,

|hl|g(h k)| NK|g(h)| N+ K B.0)  (iros00)
0<|e(h,k)| = = < ) =\d(h, k)| =k = > 50
e v e vl A L R

porque o produto de um infinitésimo ( |k|) por uma fun¢do limitada [%J ¢ um

infinitésimo.



