TOPICOS DE RESOLUCAO

1. a) Fazendo |A -l | =0, obtém-se os valores proprios da matriz A da forma quadratica:

2-4 0 0
0 1-2 Kk [=0&(2-2)(1-2) -# |=0= (2-2)(1-2-k)(1-2+k)=0<
0 kK 1-2

SA=2 v A=1-k vi=1+k

b) Utilizando os resultados da alinea anterior, a classificagdo da forma quadratica em funcao
de £, € a seguinte:

o seke]-wo, —1[U]l, +oof, Q¢ indefinida;
e seke ]—1, 1[ , O é definida positiva;

e se k=-1 ou k=1, Q ¢ semi definida positiva.

2.a) sz{(x,y)eR2:x2+y2>1 AYy>X A y¢x2+1}.

v

b) Temos,

)UFr(D,)=D, UFr(D,), ji que:
x.y)

V)eR* x>+ >1 Ay>x" A y¢x2+1}.

Ad(Df)z{(x,y)eRz: 4y 21 A nyz}.
3.a) Df:{(x,y)eRz: xyZO}

e No ponto (0, 0), estudemos os limites direccionais segunda as rectas de equacdo

y=mx.



- xy+\/7 s 2 4 Jmx? ’ mx2+|x|x/a_limmxi\/a_ oo, m >0
e x% +y? T 2 i =i X (1+m2) _x—>°x(1+m2)_

y=mx

Como os limites direccionais dependem do declive da recta, ndo existe limite de f na
origem, pelo que a fungdo nao ¢ continua em (0, 0).

Xy e x:+ y2 sdo continuas em R? porque sio fungdes polinomiais.
Xy € continua em D, porque composi¢do de fungdes continuas.

EmD, \{(0,0)} , [ ¢é soma e depois quociente de fun¢des continuas em pontos onde o

denominador ndo se anula, pelo que € continua. Portanto a fungdo f ¢é continua em todo o
seu dominio excepto em (0, 0).

b) Calculo da derivadas parciais em (0, 0):

h3 hX0+ \/hX
08(0,0) .. &(h,0)-g(0,0) . h +0

Ox >0 h h—0 h h—0 h3
0 xh++0xh ~0
_ 2
2(0,0) _,. g(0.m)-g(0,0) _,. 0+ h = lim—=0
h—>0 h h—>0 h h—0 }
Logo,
62(0,0) . 0g(0,0)
h,k)—g(0,0) - h— k
. g(hk)=g(0,0) ==~ Ry ) S o S

(hJ)—(0,0) W 00 (h2 +k° )m
s mh* +~mh*

= limh =
Fee o (B +mP R NR 4w
.y mht+mh?
=lim#h
30 i13(1+m2)\/1+m2

2 2
_lim mh” +~mh _0

(e Wi

Conclui-se que caso o limite exista, ele sera nulo. Temos entdo que fazer a prova:

hk +Jhk |

<Jif |k + [k |k + [k
(R + W+ k|

S A TN e
Ul 4 i ||+ hk [k + ik _ 5 k] + Nk _
) e <M e =V e e Y

Como lim 0= lim hk+~/hk =0, concluimos que lim &’ Ik +k =0
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) (hz + kz) /hz N kz

e portanto, a fun¢do g ¢ uma fungao diferenciavel em (0, 0).

o< |k’




4. Determinacdo dos pontos criticos:

{fx'=2x+2xy=0 {2x(1+y)=0 {sz {=—1
P = ou

fy’=2y+x2=0 2y+x2=0 y=0

Os pontos criticos sdo: (0, 0), (\/5, —1) e (—\/5, —1).

Classificacdo dos pontos criticos:

. . 2(y+1) 2x
A matriz hessiana é: Hf (x,y) = .

2x 2

2 0
e No ponto (O, 0) , a matriz hessiana Hf (0,0) = {0 2} ¢ definida positiva (valor proprio

positivo, de multiplicidade algébrica 2), logo o ponto (O, O) ¢ um ponto de minimo
local de f.

0 242

e No ponto (\/5, —1), a matriz hessiana Hf(\/i,—l)z{ 5
V2 2

] ¢ indefinida

(A, =0eA,<0),logo o ponto (\/E, —1) ¢ ponto de sela.

0 -2
22 2

(A, =0eA,<0),logo o ponto (—JE, - l) ¢ também ponto de sela.

2
e No ponto (—\/E, —1), a matriz hessiana Hf (—ﬁ,—l):[ }é indefinida

2
5. Temos f(x,y)=y" —x" sujeita a condigdo %erz =1, a qual define a equacdo de uma

elipse. Estamos nas condigdes do teorema de Weierstrass, ja que por um lado a fungdo f ¢

uma func¢io continua em R’ (alids f € C™) e por outro lado a restri¢do define um conjunto

compacto (limitado e fechado); e portanto, f admite necessariamente um maximo e um
minimo absolutos, ou seja, existe solugdo do problema proposto.
2

Construindo a fun¢io Lagrangeana, L(x,y,A) =y —x + l[%Jr V- lj , obtém-se a partir

dela o sistema

%L:o@ L, =2y+24y=0
2

A _o |Ly="+y"-1=0

oA 4

cuja resolucdo se apresenta seguidamente:



e Os pontos criticos so:

A0, 1),__,, B(O, — 1)/1=—1, C2,0),_4 ¢ D=2,0),_,.
Conclui-se que 1 e —4 sdo respectivamente o0 maximo e o minimo absolutos de f, ja que:

f(Oa 1)=f(0, _1):1
S 0)=f(-2, 0)=—4

6. a) Separando as variaveis em ay’ +b—x"yy' =0, obtém-se:

dy y 1
e’ +b=x'y— dy =—dx
4 ydx ay’ +b 4 x’

Primitivando, ambos os membros da igualdade respectivamente em ordema y e a x, vem:

1 . .
I ayzy oy dy= j.x—zdx , obtendo-se a solugdo geral da equacdo dada, na sua forma implicita,

. 1 1
ou seja, —1n‘ay2 +b‘ =——+c.
2a X

b) y"+2y=e"
y,(x): P(D)=0&D*+2=0< D=2 i.
A solugdo da equagdo homogénea €: y, (x)=c, cos(\/zx) +c, sin(\/zx) .

y,(x): y,(x)=ke" =y (x)=ke";

. 1 ~ , - .
substituindo, vem: ke* +2ke* =e¢* = k= 3 ; asolucdo particular da equacdo ndo homogénea

. 1.
é: yp(x):§e .

. 1
A solugdo geral da equacdo dada é: y(x)=c, cos(\/ax) +c, sm(\/zx) + Ee" ,com ¢, ¢, €R.
7. D= {(x,y) eR*: y <4x, 0<y<3-x,x>0,y> O} tem como representacdo geométrica:

2 (1.2




O calculo da area a sombreado ¢ dado pelo integral duplo:

3=y

O Ly 1O

de I[XSydy—f(3 y——)dy [3)} yT_y_z} _10

y 4

ou alternativamente.

12)( 33-—x

J. J. dydx+.|. I dydx = I[y} dx+j.[y]z_x dx :j.2\/;dx+j(3—x)dx:

= [%x% :|0 + [3x —%I =

8. Calculo das derivadas parciais a_g e 8_g :

x Oy

X+
Fazendo u =
Xy

, temos:

f(u):f[xw} Ou_xy—(x+y)y_ 1 ou_xy—(x+yx_ 1

Ox xy? x? oy x*y?
Logo,

Ox ou Ox ou
()2 L
- f(u) X Ou
og _ . 9 ou O (w—(x+p)x)_ o
é“y_x f( )+x " ay—x f( )+xy E» ( x2y2 J—x f(u)+xy ”
()2
- f(u) y Ou
. og Og . .
Substituindo == e —= na equagdo dada, obtém-se:
ox Oy
208 208 _ a0 r(yow- D2 9
by Ew y ay—xy f(u) Xy F» yx f(u)+xy F
=(x=y)xy-f(u)=
o A{2)-
=(x-») &)

6_g:y.f(u)ﬂy.@.a_”:y.f(u)ﬂcy.@.(WJ Ve f () +xy- 9 -



