Capitulo 3

Sistemas de equacoes

1. Considere o espago vetorial V' = R". Demonstre que as seguintes aplicagoes definem
normas em V.

() x> Y |l
i=1

n 1/2
(b) x — (Z%F)
i=1

(¢) x— max |z
i=1,--,n

Observagao: as aplicagoes acima definidas, costumam ser designadas respectiva-

mente por [|x[|1, ||x]|2 e ||x||co-

2. Seja x € R™. Mostre que

(@) fIx[loo < [Ix[lr <7 flx]loo
(b) fIx[l2 < [lx[lx < nlx]l2

(©) [lloo < lIxll2 < 7 l[x[|og

3. Considere o espaco vetorial das funcoes (reais de varidvel real) continuas no inter-
valo [0, 1], habitualmente designado por C[0,1]. Mostre que as seguintes aplicacoes
definem normas em C|0, 1].

(a) f > max [f(t)].

te(0,1]

1
(b) f s /0 o
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. Sejam || - ||y, e || - ||[v, normas vectoriais em R™ tais que

Ix[lvi < erllxllvas Xl < eallxflvy,  Vx € R™.

Prove que as normas matriciais || - ||ar, € || - ||z, induzidas por estas normas vetoriais
verificam

1Al < creallAllar, 1Al < ercallAllan,  Va e L™

Como interpreta este resultado em termos de equivaléncia de normas?

. Seja L™ o conjunto das matrizes invertiveis de ordem n. Mostre que se A € L™ for
tal que ||A]| < 1, entdo a matriz I — A é nao singular e verifica
1

I =AY < -
1— Al

. Sejam A e B matrizes reais, com DetA # 0. Mostre que se a matriz B for singular

entao
1 _la-B|

cond(A) — ||A]|
(sugestao: Existe um vector x, de norma 1, tal que Bz = 0. Recorde também que

1Az]| > [l=[I /] A7)

. Sabe-se que uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas (ou colunas)
¢é invertivel. Demonstre a seguinte majoracao para a norma da inversa

1A oo <

n

min | faal = D agl
=1, n

=1,

. Seja A € L™ uma matriz simétrica e suponha que todos os menores principais sao
nao singulares. Neste caso A admite uma tnica fatorizardio A = L D LT, onde L é
uma matriz triangular inferior com diagonal unitaria e D é uma matriz diagonal.

(a) Mostre que a fatorizacio LDLT de A pode ser obtida pelas férmulas:

( i—1
2 .
dii:aii_zlikdkka i=1,---,n
k=1
- .

lu_aij_ ?g:1likljkdkk j=1,---,n

ZJ_ M . .
\ dyj i=j7+1,---,n
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(b) Mostre que A é definida positiva se e s6 se dj; >0, i=1,---,n.
(c) Calcule a fatorizacio LDL” da matriz de Hilbert (de ordem 3)

Hs =

W DN =t
[ Qo= N =
GUH s = o=

(d) Obtenha também a fatorizagao de Cholesky de Hsj.

9. Considere os dois sistemas lineares (equivalentes)

(1) 0.00005z +y = 0.5 (2) x + 20000y = 10000
r+y = 1 T+ y = 1

Supondo que os cdlculos sao efetuados num sistema de ponto flutuante (base 10)
com 4 digitos na mantissa, analise as vantagens da pesquisa de pivot em cada um
dos sistemas. Qual o tipo de pesquisa mais adequado em cada caso?

10. Seja A a matriz

1 0 1
A=11 -1 0
a 0 3

onde a é um parametro real. Suponha que, ao resolver o sistema Ax = b, com certo
valor de a, se obteve a solugao T = (1,1,1). Supondo que o valor de a esta afetado
de um certo erro, de valor absoluto nao superior a e, determine um majorante para

o erro absoluto ||Z — || cc-

11. Seja A uma matriz quadrada, de dimensao n, definida da forma seguinte

aij=Q 1 ,li—=jl=0

(a) Calcule A7

(b) Determine os ntimeros de condigao condy(A) e condso(A).
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(c) Sejam by e by dois vectores de R" tais que

b1 — bal| oo
101l

Sejam x1 e xg, respetivamente, as solugbes dos sistemas Az = by e Ax = bs.
Determine um majorante de
71 — 22l
121l 00

no caso de n = 20. Comente.

12. Designemos por x1 uma aproximagao da solucao do sistema linear Ax = b e por
Axq a corregao a adicionar a x1 de forma a obter a solucao exacta do sistema dado.

(a) Mostre que Az é solucao de um sistema linear com a mesma matriz de coefi-
cientes A.

(b) Construa um método iterativo que lhe permita calcular Axy, Axo,--- (se Az
pudesse ser calculado de forma exacta, a solucdo do sistema seria z; + Axq,
como Azx; também s6 pode ser calculado de forma aproximada, zo = 1 + Axq
apenas pode ser tomado como nova aproximagao de x). Este tipo de métodos
designam-se habitualmente por corregao residual ou refinamento iterativo.

(c) Dado o sistema

5 7 9 10
6 8 10 9
7 10 8 7
5 7 6 5

Efetue a fatorizagao LU da matriz A. Tomando =1 = (—0.052,0.2,0.004,0.184)
e usando a factorizacdo mencionada, efetue uma iteragao pelo método de refi-
namento iterativo. verifique que x9 é a solucao do sistema dado.

13. 2. Considere o sistema de equacgoes lineares

1+ 10x0 + 23 = 12
1+ x2 + 1023 = 12
10x1 + 29 +x3 =12

(a) Reordene as linhas de modo a que matriz do novo sistema tenha a diagonal
estritamente dominante.

(b) Aplique o método de Jacobi ao novo sistema e efetue 4 iteragdes. Calcule um
majorante para o erro na 4 iterada. Considere z(©) = (4,4,4)T.
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¢) Aplique o método de Gauss-Seidel até que [|z*) — z(*—1) ~ < 1072. Conclua
(c) Aplig q

sobre o erro da iterada z(*).

14. Considere um sistema de duas equacoes lineares na forma geral:

7y J anz +aipre = by
a2171 + agx2 = ba

onde aj1a92 — ai2a91 # 0.

(a) Mostre que os método de Jacobi converge, qualquer que seja a aproximacao
inicial (9, se e s6 se |m| < 1, onde m = a2mt (Nota: como a matriz é
nao singular, existe sempre uma permutacao das linhas que faz com que os

elementos da diagonal sejam nao nulos).

(b) Mostre que se a matriz do sistema tiver a diagonal estritamente dominante por
linhas, se verifica

«
284D — g < T2l - 2o,

onde z é a solucio do sistema, z(*) é a k-ésima iterada e @ = max(|¢12[, [£21]).

(c) Considere o sistema

3z +y=28
r+2y=4

Efetue a primeira iteracao do método de Jacobi, partindo da aproximacao inicial
2 = (2,1)7. Com base na alinea anterior, determine um majorante do erro
para o resultado obtido.

(d) Nas condigoes da alinea anterior, quantas iteragdes do método de Jacobi sdo

necessarias para garantir que seja satisfeita a condicao ||z¥) — /|, < 0.001 ?

15. Considere o sistema linear

1 10 8 1 28
2 =7 =10 T2 —23
106 2 6 3 34

(a) E possivel reordenar as linhas do sistema de modo que os métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel sejam convergentes? Justifique.

(b) Escreva o sistema na forma iterativa e determine 4 iteradas do método de
Gauss-Seidel com z( = (1,1,1)7.
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16. Considere o sistema nao linear

Tz — yczsz - 0
1-2y+z—1 = 0
(a) Mostre que existe uma tnica solugao deste sistema no conjunto [0, 1] x [1,2].

(b) Utilizando o método do ponto fixo, determine uma aproximagao 2" da solucio

que verifique ||z — (™| < 0.05

17. Pretende-se resolver pelo método de Newton generalizado o seguinte sistema de

equacoes nao lineares

21 + 332(:63 -+ 1) = 10
3w+ 1)+22 = 11
3r1 + :E% = 9
tomando como aproximacéio inicial z(®) = (3,2,1). Mostre que o sistema linear

Av = b a ser resolvido para se obter z(1) é tal que

A=

w O N
o W N
N o o

obtenha ainda o vector b.

18. Considere o seguinte sistema de equagoes nao lineares

22 +5y—2z = 0
eV —22 = 1
—a:2+y+z = u

onde p é¢ um ntimero real conhecido, préximo de zero. Para aproximar a solugao deste
sistema, pretende-se utilizar o método de Newton. Tomando como aproximacao ini-
cial o vector z(0) = (¢,0,0), onde ¢ é um certo nimero real, para obter a aproximacao

1:(1), somos levados a resolver o sistema linear com a matriz

3¢2 5 —2
A=]1 0 1 0
2 1 1

(a) Mostre como se obteve esta matriz e calcule o segundo membro do sistema.

(b) Para que valores de ¢ o sistema linear considerado tem solugao tnica?
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(¢) No caso de ¢ = 1, resolva o sistema pelo método de Doolitle e calcule z(!)
(primeira iterada do método de Newton).

19. Considere as linhas de R? definidas pelas equacoes
x+ 3logpz —42 =0
22% — xy — br = —1

Suponha que Py = (3.4, 2.2) é uma aproximagao do ponto P onde as duas linhas se
intersetam. utilize o método de newton para determinar uma aproximacao 2+l
(de P) que verifique

2" — 20| < 0.005
20. Considere o sistema de equagoes nao lineares

x1 + cos(zixowy) =
(1 —21)"* 4 0.0523 — 0.1523
—22 — 0123 +0.0lzs + 23 =

(a) Escreva o sistema de equacoes lineares que lhe permite calcular a primeira
iterada () por aplicacdo do método de Newton generalizado.

(b) Poder4 escolher z(?) = (000)? Calcule (1) a partir do vector inicial (073).

(c) Reescreva o sistema dado na forma z = F(z) e defina o correspondente método
iterativo z,4+1 = F(x,). Usando como ponto inicial o zW obtido na alinea
anterior, efetua duas iteracao deste método.

21. Considere a matriz

1 3 0 0
A 3 10 3 0
0 3 10 3
0 0 3 10

) Obtenha a fatorizagao desta matriz pelo método de Crout.
) Com base no resultado anterior, calcule DetA.
(c) Calcule A~L.
) Determine o nimero de condi¢ao de A, na norma 1.
)

Ao resolver um sistema com a matriz A, sabe-se que o segundo membro é
afetado por um erro cuja norma, em termos relativos, satisfaz ||0b||; < e. De-
termine um majorante para o erro relativo da solucao.
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22. Considere a matriz

S O N~
O N Ut N
N Ot N O
g N O O

(a) Verifique que a matriz B pode ser fatorizada pelo método de Cholesky e efetue
a fatorizagao.

(b) Com o minimo de cédlculos, obtenha a fatorizacao de Crout para B.
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