: ESTATISTICA I — 2.° Ano/Gestdo — 2.° Semestre — Epoca Normal — Duragio: 2 horas

1.2 Parte — Teérica N.° de Exame: 14231 05.06.2014

Nome: N.c:

Espaco reservado a classificagoes

TEORICA PRATICA

EM 1.a) 2.a) 3.a) 4.a)

6 1.b) 2.b) 3.b) 4.b)

7. Total
Total TOTAL

Cada um dos cinco grupos de perguntas de escolha multipla vale 10 pontos (1 valor). Cada resposta
certa vale 2,5; cada resposta errada vale -2,5. A classificacao de cada grupo variara entre um minimo
de zero e um maximo de 10 pontos.

Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras (V) ou falsas (F).
1. Sejam A e B acontecimentos de um espacgo de resultados 2.

a) Se A e B constituem uma partigdo de 2, entdo P(A) =1 — P(B). (V)

b) Se A e B sdo independentes, entdo P(A | B) = P(A)/P(B). (F)

c) Se B C Aentdo P(A| B)=0. (V)

d) Se P(B) = 0.5 entdao P(A) é igual & média aritmética de P(A | B) e P(A| B). (V)

2. Considere uma v.a. X e a respectiva funcao de distribuicdo F'(z).

a) Se X é continua, entdo F(x) = P(X < z) para todo o z € R. (V)

b) Seja Y = ¢(X) uma funcdo de X. Se X é discreta, Y pode ser continua. (F)

c) Se existirem z € R e h > 0 tais que F(x 4+ h) — F(z) = 0, entdo X é discreta. (F)
d) Para qualquer z € R tem-se que P(X > z) — P(X =z)=1— F(x). (V)

3. Seja (X,Y) um vetor aleatorio bidimensional com fung¢ao de distribui¢do conjunta F(z,y) = P(X < z,Y < y).

a) Se (X,Y) é continuo, entdo a funcao de densidade conjunta é dada por f(z,y) = %[F(w,y)] para
todo o (z,y). (V)
b) Se px,y =0entdo E(XY)=E(X)E(Y). (V)
c) Se X e Y ndo sdo independentes entao tem-se sempre Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y). (F)
d) Se X e Y sdo independentes, entio E[eXtY] = E[eX] x E[e¥]. (V)
4. Seja X uma variavel aleatoria.
a) Se X ~ Bi(n,0) entdo Var(X) = E[(X —n#)?]. (V)
b) Se X ~ Po()) entdao P(X >1)=1—e"*. (V)
c) Se X ~t(n)
d) Se X ~ N(u,0?) entdo P(|X — u| < k) = ®(k/o) para todo o k € R. (F)

entdo E(X) # o5, onde §, é o quantil de ordem p da variavel aleatéoria X. (F)
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5. Seja Xi,..., X, uma amostra casual de tamanho n > 2 proveniente de uma populagdo X possuindo média
1 e variancia o2 finitas.

a) P(X;1+Xs <z+y)=P(X; <z)x P(Xy <y) para todo o (z,y). (F)
b) Se P(X(1) > z) =1 entdo P(X(,) > x) = 1. (V)

c) B[ (Xi— X)?] =02 (F)
d) T= [ &) +X(n)] é uma estatistica. (V)

Responda as perguntas que se seguem no espago disponibilizado para o efeito. Justifique cuidadosa-
mente todos os passos. Cotagao de cada pergunta: 15 pontos.

6. Sendo A, B, C uma partigao do espago dos resultados {2 em que todos os elementos tém probabilidade posi-
tiva, prove que P(A) = P(B) + P(C).

RESPOSTA:

Pelas propriedades de uma particao, tem-se

e AUBUC =0
e ANB=ANC =BnNC ={ (dois a dois incompativeis)

- Da primeira propriedade segue que P(AUBUC) = P(Q2) = 1.
- Da segunda propriedade segue que P(AU BUC) = P(A) + P(B) + P(C).

- Juntando os dois resultados, obtém-se P(A)+P(B)+P(C) = 1, e portanto P(A) = 1—P(A) = P(B)+P(C).

7. Sejam X e Y varidveis aleatoria, e a,b € R constantes. Assumindo a existéncia de todos os momentos en-
volvidos, mostre que Cov(aX +b,Y) =a - Cov(X,Y).

RESPOSTA:

Cov(aX +0,Y)=FE[(aX +b)- Y] - E(aX +b)E(Y) (por defini¢do)
E(aXY 4+bY)— E(aX +b)E(Y)
aE(XY)+bE(Y)— (aE(X)+b)(E
aE(XY)+bE(Y)—aE(X)E(Y) —

alE(XY) — E(X)E(Y)]
=a-Cov(X,Y).

(Y))
bE(Y)

FIM DA 1* PARTE VSFF



2.2 Parte — Pratica N.° de Exame: 14231 05.06.2014

Este exame é composto por duas partes. Esta é a 2.* Parte — Pratica (Cotag¢ao: 12 valores). Esta parte
é composta por 4 questoes, cada uma na sua folha. As questoes devem ser respondidas no espago

disponibilizado para o efeito. No decorrer da prova ndo serdo prestados quaisquer esclarecimentos. BOA
SORTE!

Atencgao: Nas perguntas com alternativas, uma resposta certa vale 10 pontos, uma resposta errada
vale -2.5 pontos.

1. No ambito de uma campanha de prevencao da diabetes, todos os utentes de um determinado centro de satde
foram sujeitos a uma medicdo do nivel de glicose no sangue, e os utentes com um nivel de glicose superior
a 200mg/dl sdo identificados como potenciais diabéticos. De acordo com os ensaios clinicos, o resultado da
medicao é superior a 200mg/dl em 92% dos individuos com diabetes, e é igual ou inferior a 200mg/dl em
74% dos individuos saudéaveis.

Assuma que, de entre os utentes desse centro de satde, 15% sofrem de diabetes.
a) Encontram-se neste momento 20 utentes na sala de espera do centro de satide. Qual a probabilidade de
pelo menos 5 serem diabéticos? (Assinale com uma cruz no quadrado adequado.)
i) 0.0673 01 ii) 0.1028 X iii) 0.1702 0 iv) 0.9327

b) Escolheu-se ao acaso um utente do centro de satde. Sabendo que o resultado da medi¢do do nivel de
glicose foi superior a 200mg/dl, qual a probabilidade de o utente ser diabético?

RESPOSTA:

Definam-se os acontecimentos D = “utente é diabético"; M = “resultado da medicao do nivel de glicose do
utente ¢ >200mg/dl".

Queremos calcular P(D|M).
Sabemos que: P(D) = 0.15; P(M|D) = 0.92; P(M|D) = 0.74.

Pelo teorema de Bayes,

P(D)P(M|D)
P(D)P(M|D) + P(D)P(M|D)
- 0.15 x 0.92
~0.15 % 0.92 + (1 — 0.15) x (1 —0.74)
138
7359
=0.3844.

P(D|M) =
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2. Considere a variavel aleatéria bidimensional (X,Y) com fun¢io densidade conjunta dada por
fxy(zy) =k(z+y), 0<z<l, 0<y<?2

a) O valor da constante &k é dado por: (Assinale com uma cruz no quadrado adequado.)
0i) 1/2 Oii) 4 O iii) 3 Xiv) 1/3

b) Calcule as densidades marginais e estude a independéncia das variaveis X e Y.

RESPOSTA:

Tem-se que

fx(a) = /0 Py (@.y) dy

2
:/ x+ydy
0 3
1 217 2
= Il =Z(@+1 1
3[:}51/—&-2]0 3(w+ ), O<z<
1
fy(y):/ Ixy(z,y) dx
0
1
:/ Ty,
0 3
1 [22 g
= - |— =—(1+2 0 2
3[2+xy}0 6(+y)7 <y<

Sendo que fx,y(z,y) # fx(z) X fy(y), as variaveis X e Y ndo sdo independentes.
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3. O valor de um reembolso pago por uma determinada companhia de seguros de saide segue uma distribuicao
exponencial com média 150 euros. Considere um dia em que a companhia de seguros procedeu ao pagamento
de 5 reembolsos.

a) Qual a probabilidade de nenhum dos reembolsos pagos nesse dia ser inferior a 60 euros? (Assinale com
uma cruz no quadrado adequado.)

O i) 0.0498 X ii) 0.1353 O iii) 0.1889 O iv) 0.2636

b) Qual a probabilidade de, nesse dia, o valor médio dos reembolsos ser inferior a 240 euros?

RESPOSTA:

Seja X; = Valor do i-ésimo reembolso, i = 1, ..., 10.

Assumindo que as v.a. sao independentes, e dado que X; NEx(ﬁ), segue-se que

> 1
Xi ~ Y T EN
3%~ 66 1

e portanto

5
2
— X; ~ x2(2 x 5).
150><; X% (2 x 5)

Assim,

5
P(X <240) =P (in <5x 240)

i=1

5
2 2
=1-P[— X; 24 —
(150x; > 5 x 240 x 150)

=1- P(x*(10) > 16)
= 0.90,

utilizando as tabelas ou a calculadora.
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4. Todas as manhas, um gestor escolhe um de dois itinerarios para se deslocar diariamente para o trabalho:
utilizar a auto-estrada, ou atravessar o centro da cidade. O tempo de viagem médio é de 32 minutos pela
auto-estrada e de 36 minutos no trajeto urbano. Os desvios-padrao dos dois trajetos sao de 6.5 e 8 minutos,
respetivamente. Assuma que os tempos de viagem, em ambos os itinerarios, seguem uma distribui¢do normal,
e que os tempos em dias distintos sejam independentes.

a) Esta manha o gestor tem uma reunido marcada para as 9h, mas apenas conseguiu iniciar a sua viagem
as 8h31. Se o gestor utilizar a auto-estrada, qual é a probabilidade de nao chegar atrasado a reunido?
(Assinale com uma cruz no quadrado adequado.)

01i) 0.14 0 ii) 0.19 X iii) 0.32 Oiv) 0.35

b) Nos 20 dias tuteis do més de Maio, o gestor escolheu a auto-estrada em 13 desloca¢oes matinais e o
percurso pelo centro da cidade nas restantes 7. Qual é a probabilidade de a média dos tempos de viagem
pela auto-estrada ser superior & média dos tempos de viagem através da cidade?

RESPOSTA:

Seja X, a média dos tempos das n = 13 viagens pela auto-estrada e X, a média dos tempos das m = 7
viagens pela cidade. Assumindo que os tempos das diferentes viagens sao independentes, tendo em conta que
as populacoes sao normais, segue-se que

- = o? o3
X1—X2NN<M1—M2,1+2)
n m

onde p1 = 32, 07 = 6.5%, s = 36 e 05 = 8%, Assim, a probabilidade que pretendemos calcular é

P(X:1>Xs)=P(X;-X>>0)=1-3 (0(“1“2)> = 0.1279.

Voi/n+o3/m

FIM



