1 Complementos de Algebra Linear

Exercicio 1.1. Para cada uma das matrizes sequintes, calcule os valores proprios
e, se forem reais, determine os vetores proprios correspondentes, identificando
em cada caso as multiplicidades algébrica e geométrica

(2 —7 2 4 (2 1
9| 3 —8] b)[—2 6} 11 0
"o 1 [2 0 0] I )
9|, 0] e)| 0 3 0 )l o 3 o
L 10 0 4| 2 5 1
(1 1 1 1 1 17 1 1 0
g1 11 B o1 1 )11 0
111 (0 0 1] 00 2
Solugao: a) \; = =5, m.a. = 1; vetores proprios u = (c,c), com ¢ # 0, m.g. =
1;
A2 = —1, m.a. = 1; vetores préprios u = (7/3c,c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

b) O polinémio caracteristico nao tem raizes reais (A =4+ 2i, Ao =4 — 2i);
¢) A\ = 14+v/2; m.a. = 1; vetores préprios u = ((1+v/2)c, c), com ¢ # 0, m.g. =
1;

A2 = 1—/2; m.a. = 1; vetores préprios u = ((1—v/2)c, ), comc # 0, m.g. = 1;
d) A\ =0, m.a. = 2; vetores préprios u = (¢,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

e) \1 =2, m.a. = 1; vetores prdprios u = (¢, 0,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

A2 = 3, m.a. = 1; vetores préprios u = (0,¢,0), com ¢ #0, m.g. = 1;

A3 = 4, m.a. = 1; vetores préprios u = (0,0,c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

f) A\ =3, m.a. = 2; vetores prdprios u = (—c¢,0,¢c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

A2 = —1, m.a. = 1; vetores préprios u = (¢, 0,¢), com ¢ # 0, m.g. = 1;

g) A1 = 0, m.a. = 2; vetores proprios u = (—c1 — ¢a,¢1,C2), COM €1 € C2 NGO
simultaneamente nulos, m.g. = 2;

A2 = 3, m.a. = 1; vetores proprios u = (¢, ¢, c), com ¢ # 0, m.g. = 1;

h) X =1, m.a. = 3; vetores préprios u = (¢, 0,0), com ¢ # 0, m.g. = 1;

i) A1 = 2, m.a. = 2; vetores proprios u = (¢1,c¢1,¢2), com ¢ € ca ndo simulta-
neamente nulos, m.g. = 2;

A2 =0, m.a. = 1; vetores préprios u = (—¢,¢,0), com ¢ # 0, m.g. = 1.

Exercicio 1.2. Prove que
a) X € um valor proprio de A sse for valor préprio de AT;
b) se X for valor prdprio de A e |A| # 0, entao X # 0 e % ¢ valor proprio da
matriz inversa A”!;
c) se X for valor proprio de A entio \F € valor préprio da matriz A¥, k € N.
d) se u e v forem vetores préoprios de A associados a um mesmo valor préprio

A, entdo u+ v e tu também sdo vetores proprios de A associados ao mesmo A,
vt € R\{0}.



Exercicio 1.3. Sejo A = [ é :11 }

a) Calcule os valores proprios de A e os respetivos vetores proprios;
b) Determine os valores préprios e vetores proprios de A0 (sugestdo: use
um dos resultados enunciados no exercicio anterior).

Solugao: a) \y = —5, wetores proprios u = (—2/3c¢,¢), com ¢ # 0, ;

A2 =5, wetores proprios u = (c,c), com ¢ # 0, ;

b) A = 5190 wetores préprios u = (—2/3ci,c1) + (co,c2), com ci,ca  ndo
simultaneamente nulos;

Exercicio 1.4. Considere a matriz A e o vetor x definidos por
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, associado a matriz A;

g

a) Identifique o polindmio caracteristico, P(\

b) Determine os valores préprios de A;

c) Calcule xT Ax;

d) Sejam a,b > 0. Sem efetuar qualquer cdlculo, mostre que existe um vetor
x ndo nulo, para o qual x¥ Ax = 0;

e) Classifique xT Ax para todos os possiveis valores de a,b € R.

Solugao: a) P(A) = (b— A)(=A)(2a — A); b) A1 = b, Ay = 0,A3 = 2a; ¢)
xT Ax = ax? + 2axy + ay?® + bz>;

e) SDP se (a>0eb>0); SDN se (a<0eb<0);

Ind. nos restantes casos, isto €, (a >0e b<0) ou (a<0eb>0).

Exercicio 1.5. Classiﬁque as sequintes formas quadrdticas
a) q(z,y) —w + 2zy + ¢
b) q(x,y) = z° —2wy+y
¢)q(z,y) = 2* —y°
d) q(:r7 2) = 2% +day — 222 + Ty? — 322
e) q(z,y )—x — doy + dzz — 22
f) q(z, y) = 6x +4:vy+3y
9) q(z,y) = 2 +4wy+y
h) q(z,y) = 222 + 62y + 4>
i) q(x,y,2) = 3y? + dxz
j) q(z,y) = 2% + 4oy + ay® (onde a € R).

Solucao: a)SDP b)SDP «c¢)Ind. d)Ind. e)Ind. f)DP g)Ind. h)Ind.
i)Ind. j)Ind se a <4, SDP sea =4 e DP se a > 4.

Exercicio 1.6. Classifique as sequintes matrizes simétricas (quanto a serem
definidas positivas, semi-definidas positivas, negativas, semi-definidas negativas



ou indefinidas)

31 -5 1 -5 1
a)_1 4} b){ 15] C)[ 1—5}
L 9 1 2 -1 1 2 -1
d) 2@},@61@ e) 2 7 0 f) 2 7 -5
-1 0 -3 -1 -5 4
[0 0 o0 3228 — 1 1
910 4 0 h)OaZO,aeRi)l—?)O
00 —4 1 0 -2
L 000 7
1 =1 0
Dl - 1 0
| 0 0 -1

Solugao: a)DP b)Ind. ¢)DN d)Ind. sea <4, SDP sea=4 e DP se a > 4

e)Ind. f)SDP g)Ind. h)Ind. sea < —/2 V a>+/2, DP se —/2 < a <2
e SDP se a =+v2 i)DN j) Ind.

2 Generalidades sobre Fungoes de Varias Variaveis

Exercicio 2.1. Determine os dominios das sequintes funcdes de R2 em R e
represente-os graficamente

e s
a)f(cc,y) = w b)f(as,y) - m
O f (@) =In (- y)? 4)f(z,y) ety

e)f(xz,y) =In(z —y)\/(y —x)(@® +y% - 1)

Solugao: a) {(z,y) ER?:z>0Ax #eAx?+4> <9} b){(z,y) eR?: 2 <
InZ?+y? <dnz?+y? #3} o) {(z,y) eR?:x#y} d) {(z,y) €R*:
TA£0ANTz#3ANTc#3/2} e){(z,y) eR?:z2—y>0A22+y%>—1<0}

Exercicio 2.2. Determine os dominios das sequintes funcoes de R? em R3

:

a)(:z:,y)( v ,x2y,1n(x2y)>

b)) = (lnxx_y;, ereanSCET)

2z +y)’



Solugdo: a) D = {(z,y) €R? : 2 +y > 0,2 # y,2°> —y > 0}
b) D={(z,y) ER2:2#0,y #0,22+y > 0,22 +y # 1,z +y >0}

3 Limites e Continuidade

Exercicio 3.1. Determine o interior, exterior e fronteira de cada um dos se-
guintes subconjuntos de R%. Classifique-os relativamente a serem abertos, fe-
chados e limitados.

A={(z,y) eR?: (x —1)>+ (y +2)? < 4}

B ={(v,y) €R?: 2 +y> > 9}
C={(x,y) eR?: 2 +%§1}

D={(z,y) eR2: — =1 4 =1}

Solugao: int(A) = A, fr(A) ={(z,y) € R?: (x—1)?+(y+2)? = 4}, ext(A) =
{(z,y) € R : (z —1)%2 + (y +2)2 > 4}, A € aberto e limitado.  int(B)
{(z,y) € R?: 2? + ¢ > 9}, fr(B) = {(z,y) € R?: 2? + 3 = 9}, ewt(B)
{(z,y) € R? : 22 +y*> < 9}, B € fechado e nao é limitado. int(C) = {(x,y)
2 2 2 2

Rj : %2"'% <1}, fr(C) ={(z,y) eR?: L + % =1}, eaxt(C) = {(x,y) € R*:
& + 4% > 1}, C € fechado e limitado. int(D) =0, fr(D) = D, ext(D) =
{(z,y) € R?: % + % # 1}, D ¢é fechado e limitado.

m |

Exercicio 3.2. Represente graficamente o dominio D¢, indique analiticamente
int(Dy), fr(Dy), ad(Dy) e D} e diga, justificando, se Dy é aberto ou fechado,
se € limitado e se é compacto, para cada uma das sequintes funcées de R? em
R:

a)f(z,y) = m

B — In(z? — y)

of(z,y)=vy+z—1LIn4—(z+1)2—(y—1)?
A)f(z,y) =+ -y +/2—y2 -z

e)f(z,y) = x/y2 — 4+ /16 — 22 — 2

Solugao: a) Dy = {(z,y) € R? : 4 —2? —y? > 0AIn(4 — 2% — y?) # 0} =
{(z,y) e R?* : 2® + y? <4 Nnz?+y?) # 3}, int(Dy) =Dy, fr(Ds)={(z,y) €



R?:2? +y* =4Va® +y® =3}, ad(Dy) = D} = {(z,y) € R? : 2® +y* < 4}.
Dy € aberto, ndo € fechado, é limitado mas nao é compacto.

b) Dy = {(z,y) € R? : z(1—z) > 0A2?—y > 0Ay+z > 0} = {(z,y) e R? :
0<z<1IA—z<y<z?},int(Dy)={(z,y) ER? : 0 <z <1A—z <y <a?}
fr(Dg) ={(z,y) eR? : (y=2> AN 0<z2<1)V(y=-2 A0<z<1)V(r=
1 A —x<y<az®)},ad(Ds)=D; ={(z,y) eR® : 0<z<)A(-z<y<
z?)}. Dy ndo € aberto nem fechado, € limitado mas ndo é compacto.

¢) Dy ={(z,y) eRZ:y+x—-1>0A4—(x+1)2—(y—1)? >0} =
{(z,y) e R? 1y 2 1 -2 A(z+1)°+ (y—1)* < 4}, int(Dy) = {(:r,y) S
R2:y>1—aA(@+1)2+@y—1)2 <4}, fr(Dy) = {(z,y) € R? : y =
I—zA(z+1)2+(y—1)2 <4 u{(z,y) eR? 1y > 1—aA(z+1)2+(y—1)2 = 4},
ad(Dy) = D} = {(z,y) eR* 1y > 1 —x A(z+1)> + (y — 1)*> < 4}. Dy ndo ¢é
aberto nem fechado, € limitado mas nao € compacto.

d)Dsy ={(z,y) eR? 1z —|y| > 0AN2—y? —x > 0}, int(Ds) = {(z,y) € R?:
o=yl >0A2-y?—a >0}, fr(Dy) ={(z,y) ER?*ra—|y| =0N2-y* —a >
0}U{(z,y) eR*:x—y| >0A2—y* —x =0}, ad(Dy) = D = Dy. Dy nio é
aberto, € fechado, € limitado e portanto é compacto.

e)Df = {(z,y) e R? : y2 —4 > 0A16 — 2? — y? > 0} = {(=,
(yz2Vy§—%Ax“wﬂSl@»mﬂDﬁz{@w)eRQ(y> Vy<
“2) Aa® +y* < 16}, fr(Dy) = {(z,y) eR*: (y =2Vy = ~-2)A
16} U{(z,y) eR?: (y>2Vy < -2)Az?+y? =16}, ad(Dy) = D} = Dy. Df
ndo € aberto, € fechado, € limitado e portanto € compacto.

Exercicio 3.3. Determine o dominio da funcdo f de R? em R definida por

In(z? + y? — 4)
|| —

f(x,y) =

Faga a sua representacdo grdfica e mostre que Dy é um conjunto aberto e ili-
mitado. Averigue se ext(Dy) também € aberto e ilimitado.

Solugao: Dy = {(z,y) € R? : 2?2 + y?> —4 > 0 A |z| — 4 # 0}. Ext(Dy) =
{(z,y) € R? : 2% +y? < 4} e portanto é um conjunto aberto e limitado.

Exercicio 3.4. Determine o interior, a fronteira, a aderéncia e os pontos de
acumulacdo dos sequintes subconjuntos de R?

a)A = {(Oa O>7 (0, 1)7 (170)7 (17 1>}’
BB ={(z.4) €®*: (r,) = (o, 2).n € N}

)C={(z,y) eR*: x>0, y= (—1)”%,71 € N}.

Solugao: a) int(A) = 0, fr(A) = A,ad(A) = A,A" = 0. b) int(B) = 0,
fr(B) = BU{(0,0)}, ad(B) = fr(B), B' = {(0,0)}. ¢) int(C) =0, fr(C) =
CU{(z,y) €R?:2 >0, y=0}, ad(C) = fr(C), C" = fr(C).



Exercicio 3.5. Calcule os sequintes limites de sucessoes de pontos em R? (caso

existam,):
a) lim M ' In 2 _\"
1+ 2n? ’ 2n+1
b) lim <n3 +n—n?-1), \/ﬁ\/m>

(Va+1)*
¢) lim (n (6711 — 1) ,sin %)

Solugao: a) (e,—3); b) ndo existe c) ndo existe.

Exercicio 3.6. Calcule, caso exista, im T, com.:

@) = |52, (14 2)" n (1+ 1)

1 1
D@ = [V - V=L 007 - 1), nn 2, (1- ) ()]
Solugao: a) (1/2,€¢2,1); b) (0,1,2,0).

Exercicio 3.7. Estude a existéncia dos sequintes limites

1
a lim =z b llm —m————
) (z,)—(0,0) 4 ) (zy)—(1,2) (x — 1)(y — 2)
(z,y)—(1,2) 2 + Y (z,y)—(0,0)

e) lim ™
(z,y)—(0,1)

Solugao: a) 0 b) nao existe «¢) 1/5 d) —oco e) 1

Exercicio 3.8. Estude a existéncia de limite no ponto (0,0) para as sequintes



funcades

szyz :1:37y3
a) f(d?,y):m b) f(x’y):x2+y2
224y 22— y?
C) f(xay): \/m d) f(xvy):xy$2_|_y2
2
Ty 7y
e) f(%l/):m f) f(x,y)=x4+y2
2?(z +y z? —y? + 223
g) f(:v,y)zxg+y2) h) f(z,y) = 22 + 42
g\/a:2+y2, sex>0,y>0
D) flay) =9 "
0, sex <0 ouy<O0.

Solugao: a) Ndo existe  b)0 ¢) Nao existe d)0 e) Nao exviste  f)
Nao eziste  g) 0 k) Nao existe i) Nao existe.

Exercicio 3.9. Determine, caso exista, o prolongamento por continuidade a
origem de cada uma das funcgoes do exercicio anterior.

Solugao: Relativamente as alineas em que o limite nao existe, nao é possivel
obter o referido prolongamento. Relativamente as outras, basta definir o valor
da fung¢ao na origem como sendo o respetivo limite. Por exemplo, na alinea b)

o prolongamento é
f(z,y), (z,y) #(0,0)
0 r=y=0 "

Exercicio 3.10. Estude a existéncia dos sequintes limites

o lim (x—2)(y—1) b) ., sin (x—1)(y +3)
(@y)—(2,1) (T —2)? + (y — 1)2 (@) =(1,-3) \/(x —1)(y + 3)

¢) lim B — 2%y — 1) d lim vty
(zy)=(2,1) (x —2)2 + (y — 1)2 (x,y)—(0,0)

o lim So¥ ol £ lm  Byrety
(@y)—(1,00 x—1 (z,y)—(0,0) 2+ 12

) i Iy -1 h li __ Tty

9 X 1111 2 -1 2 ) . 1111 2 2 2

(zy)—(0,1) 22+ (y — 1) (z,y,2)—(0,0,0) 2 + Y% + 2



Solugao: a) nao existe b)) 1 ¢)0 d) nao existe  e) ndo existe  f)
1 g)0 h)o.

Exercicio 3.11. Considere a funcio f de R? para R definida por

flay) = —L.

a) Indique o dominio de f.
b) Mostre que x® — y3 é mailtiplo de x — y.
¢) Pode a funcgdo f ser prolongada por continuidade d reta y = x?

Solugao: a) Dy = R?\ {(z,z) : x € R}. ¢) Sim, basta definir o valor de f em
pontos da reta como sendo f(z,z) = 3z2.

Exercicio 3.12. Considere a funcao f(x,y) = ffyf
a) Calcule lim  f(z,y). O que pode concluir sobre  lim  f(x,y)?

(o) (0,0, (2,y)—(0,0)
b) Calcule (x,y}ii?o,o% f(z,y), Im| # 1. O que pode concluir sobre (m’y%i_>rn(070) f(z,y)
prampe
¢
Solucao:
a) —%. Se eistir (@y%i_)m(oyo)f(x,y), é —1. b) 0. Nao existe
(m’y%igl(o’o)f(w,y) (0# —3).

Exercicio 3.13. Seja f : R? — R® wma fungdo definida por

22y 4+ 2% + ¢ 2, sin(z? + y?) .
x2 + y2 1.2 + y2

f(%y):(

Estude a existéncia de  lim  f(z,y).
(z,y)—(0,0)

Solugao: lim f(z,y)=(1,2,1).
Gio: lm  f(s.y) = (1,21)



4 (Calculo Diferencial

Exercicio 4.1. Determine as derivadas parciais de primeira ordem de cada
uma das sequintes funcoes e defina os respetivos dominios:

©?—yr, yF#a

a)f(x,y,z) = 3y + 2% — 2y + 2% b) f(z,y) =
x, T

Solugéo: a) f;, =3y+2z; fy =3x—z; fl = —y+2z; Df, =Df, =Df, =R?
b) fr=2r—-ysexFyef,=0sex=y=0;f =-zser#yef,=0se
r=9y=0

Df, = Df) = R:\{(a,a) : a 0}

— 1
Exercicio 4.2. Mostre que f(x,y) = % € solugdo da equagdo
rTy
of of 2

or Oy z+y
em qualquer dos semiplanos abertos x +y >0 ou x +y < 0.
Exercicio 4.3. Considere a fun¢do
eV —(x—y+1)
fla,y) = Ty

0, =y

, TFEY

a) Estude a continuidade de f(x,y) no ponto (1,1).
b) Verifique que f;(a,a) + f,(a,a) =0, Va € R.

Solucgao:
a) f € continua no ponto (1,1).

Exercicio 4.4. Dada a funcdo
2 2
r -y
A U Ty #O
fla,y) = Y ,

0 , e =1y=0

indique seqgundo que vetores existe derivada na origem e calcule o seu valor.

Solugao: A f(0,0) eziste para ¥ = (o, a) e ¥ = (a, —a), a € R\ {0}. Nesse
caso, 0 £(0,0) = 0.



Exercicio 4.5. Considere a funcdo f : R? — R definida por

.’Eyz

2 4
flay =4 © Y
0 ,x =20

,x#0

a) Mostre que a fungao admite derivada na origem sequndo qualquer vetor
e calcule-a.

b) Mostre também que f nao € continua em (0,0).

¢) Sem fazer qualquer cdleulo, indique o valor de g—i(ﬂ, 0) e de %(O 0).
2
— sea#0
Solugao: a) 0(a,p)f(0,0) = @ , (@,8) € R®\{(0,0)}. ¢)
0 sea=0
of of _
9,00 =500 =0.

Exercicio 4.6. Estude a diferenciabilidade das sequintes fungoes nos pontos
indicados e escreva as expressoes dos respetivos diferenciais de primeira ordem
(no caso das fungoes diferencidveis):

a) f(z,y) = 2% + 42, no ponto (0,0);

ety rFy
b) f(z,y) = ,em (1,1);

ry—2y+3r, TFY
) fz,y) = ; em (0,0);
?y?+3r -2y, x=y

d) y(z) = (22 + 1,2), em x = 1;

Solucgao:
a) f é diferenciavel em (0,0); Df(0,0)
m (1,1); «¢) f € diferencidvel em (0,0

(h) = 0; b) f ndo € diferencidvel
);
diferencidvel em x = 1; Dy(1)(h) = (2h, h).

Df(0,0)(h) = 3hy — 2hy; d) y é

Exercicio 4.7. FEscreva as expressoes do diferencial de primeira ordem das
sequintes funcoes nos pontos indicados:

a) f(x,y) =y®, num ponto genérico (a,b), com b > 0;

T — T2+ T3
\/1‘3—1

Nota: Admita a partida que as funcdes sao diferencidveis.

b) f(z1,z2,23) = , no ponto (1,-3,2).

10



Solugao: a) Df(a,b)(h) = b*Inb.hy + ab® L.hy b) Df(1,-3,2)(h) = hy —
ho — 2hs.

Exercicio 4.8. Mostre que sao continuas e que nao sao diferencidveis nos pon-
tos indicados, as fungoes

—3z(y —2)? + a3
ST s wn) £ 0.2
a) fz,y) = » em (0,2);
0, se (z,y) = (0,2)
2
Y sex? 442 £0
_ ) a2 +y? .
b) g(l',y) - , €M (070)7
0, sex =1y =0,
¢) hia,y) = \/Telcosy, em (0,0).

Exercicio 4.9. Utilize a regra da derivagao da fun¢ao composta para calcular

dj
a) d—J;, onde f = x2y3, sendo x =te! ey =12 +1;

g 1
b) di;’ onde f =u*+v3, sendou:g,U=(~”U+2y)3 er=p Y=gl

)dz d 2y . int
¢) —, supondo que z = ——— € T = COS =sint.
5 Sup q 2 Y
d) Vf(1,1), onde f(x,y) = sin(2u — v3 + w), sendo u = eV, v = zy? e
w = 232
Yy,
0 5 oy
e) a—f(O, 1,1), onde f(z,y,2) = (u? —30)%, comu=re> ev=In(y?23);
Y

f) Vf(1,2,3), onde f(x,y,z) = g(u,v,w), com u =5z + 3z, v = 8z + 2y,
w = —y+ z e sabendo que Vg(14,12,1) = (4,5, 6).

Solucgao:
a) & =2te? (t + 1)(t2 + 1) + 6t3e2 (2 + 1)?;
2 .
b) & = —2% i 25 2L +9(— h+2sec?t) (34269 1)%; ¢) & = 2—4sin’t; d)

Vf(l,1) = (4cos2,—6¢cos2); e) 2—5(0, 1,1) = —=30; f) Vf(1,2,3) = (60,4,18).

Exercicio 4.10. Se a funcdo f(u,v,w) € diferencidvel no ponto v = x — vy,
v=y—zew=z—ux, prove que, com F(x,y,z) = f(x —y,y — 2,2z — x),

oF OF OF

o toy e =Y
Exercicio 4.11. Dada a fungdo
(z —1)%°
m’ (z,y) # (1,0)
g(z,y) =
0, (z,y) = (1,0)

11



a) Determine as fungoes derivadas g,(z,y) e g,(x,y), indicando onde sio
definidas.

b) Mostre que g, (v,y) e g,(z,y) sdo fungdes continuas em R2.

¢) Estude a diferenciabilidade da fung¢ao no ponto (1,0).

d) Estude a continuidade da fungdo no ponto (1,0).

2(z —1)y*
@1 @y 710
Solugao: a) g.(x,y) = (z —1)2 +y2)2 (z,y) # (1,0)
= (z,y) = (1,0)
ey
g ey = (@1 (z,9) # (1,0)
X (z,y) = (1,0)

Assim, Dy, = Dy = R2. ¢) g € diferencidvel em (1,0). d) g é continua em

(1,0).
Exercicio 4.12. Seja f : R?2 — R a fun¢do definida por

(2% + y?) sin

1
fla,y) = Vit
0, se (z,y) = (0,0).

of of
a) Calcule pe (0,0) e 9y (0,0).

b) Determine ?(x, y) e mostre que é descontinua em (0,0).

se (z,y) # (0,0)

¢) Verifiqgue que f € diferencidvel na origem.
d) Calcule Oz ) f(0,0).

e) Estude a continuidade de f na origem.

Solucgao:
a) f2(0,0) = f,(0,0) = 0;
2y sin —— = L_ cos ——, (z, 0,0
R e S I
0, (z,y) = (0,0)

e) f é continua em (0,0).

Exercicio 4.13. Utilize a fun¢ao

sin x

e o ponto (0,0) para mostrar que o facto de uma fungao ter derivadas parciais
finitas num ponto ndao significa que seja continua nesse ponto. A funcdo dada
serd diferencidvel no ponto (0,0)? Justifique.

12



Solucgao:
A fungao nao é continua em (0,0), e portanto também nao é diferencidvel nesse
ponto.

Exercicio 4.14. Considere a funcdo definida em R? por

Ty
‘l‘| + |y‘7 se (Iﬂy) ?é (070)
flzy) =
0, se (z,y) = (0,0).
a) Prove que [ é continua em (0,0).
b) Determine g(o 0) e g(o 0)
Ox "’ oy
¢) Verifique que f ndao € diferencidvel em (0,0). Sem fazer cdlculos, o que

of of

pode concluir sobre a continuidade de 32 © e em (0,0)?

Solucgao:
b) £:(0,0) = £,(0,0) =0 ¢) Como f ndo é diferencidvel em (0,0), pelo menos
uma das funcoes f, ou f, (ou ambas) ndo é continua em (0,0).

Exercicio 4.15. Seja f : R? — R a funcdo definida por
z(z —y)

fla,y) = vy
0 sex+y=0

sex+y#0

a) Estude a continuidade de f no ponto (0,0) (sugestao: calcule o limite
sequndo a pardbola de equacdo y = —x + z2).

0
b) Calcule a fungio derivada parcial a—i e estude a sua continuidade em
(0,0).
¢) Estude a diferenciabilidade de f em (0

,0).
d) Mostre que (gf (0,0), 6f(070)> . (%, g) # 6(@

3z By %f(o, 0). Comente

)

esse resultado.

Solucgao:

a) f ndo é continua em (0,0).

b) fi(z,y) = %y)_zd sex+y#0efi(z,y) =1se(z,y) =(0,0) (ndio existe
fi(a,—a),a #0); a fungdo f.(x,y) ndo é continua em (0,0).

¢) f ndo é diferencidvel em (0,0).

d) Os dois valores sd teriam de ser iguais se a funcao f fosse diferencidvel em
(0,0).

0 f o'f

2,.2 z
e ara f(x,y,z2) = 2°x —+ xye~.
9.1:2 9$29 ay)p ( Y ) Y Yy

Exercicio 4.16. Calcule

13



_ O%*f 9 ot f
Solugao. @ = 2y2 5 Wzay =

1" "
Exercicio 4.17. Calcule !, vy € foys Para cada uma das sequintes fungoes,

indicando os respetivos dominios:

ysinz, y#0
a) f(z,y) = xsin(z + y); b) flz,y) =
2, y=20

Solugao:
a) fro = 2cos(z +y) — zsin(z +y), fi, = cos(x +y) —zsin(z +y) e fi}, =
-2 sm(x +y) —xcos(z+y).

1

b) fly = —ysinz, fil, =cosx e fl) = —sinz;

Exercicio 4.18. Calcule a sequnda, terceira e quarta diferenciais de f(x,y) =
VxY no ponto (1,1).

Solucao:

DEF(L1)(0%) = ~2hi 4 dhho —3h3,
D°f(1,1)(h’) = ghy — ghihs — ghihs + §h2

D*f(1,1)(h*) = -3kt + 42 h3ho + 655h3hS + 42 hih3 — 12h3.

Exercicio 4.19. Escreva a expressao geral da n-ésima diferencial da func¢ao
f(z,y) = sin(xz +y) no ponto (0,0).

Solugao: D" f(0,0)(h) = sin(nm/2) Z YR R
i=0

Exercicio 4.20. Mostre que f(x,y) = In(e® +eY) satisfaz a equagio diferencial

Prf (25
0x? Oy? Oxdy

em todos os pontos de R2.

Exercicio 4.21. Seja f € C%(R?) uma funcdo real tal que g—f((), 0) =
u

1. Seja g : R? — R definida por g(z,y) = f(ysinz,y?).
0 1
1 2

of

Mostre que a matriz hessiana de g em (0,0) é

Exercicio 4.22. Considere a funcdo f : R?> — R definida por
f(z,y) = zy® + g(u,v,w), comu=seny?, v=Inz ew=ye".

*f
yox

Sabendo que a funcdo g € de classe C*(R3), calcule

(1,0).

14



Solugdo: 24 (1,0) = (%(0,0, 0) + 3—5(0,0,0)>.

Exercicio 4.23. Mostre que as fungoes sequintes sao homogéneas ou positiva-
mente homogéneas. Determine o grau de homogeneidade e verifique a identidade
de Euler:

T 2

o) foy) =t LY
2 2
b) S,y 2) = L

s (25) . @) £ 00)

¢) f(z,y) = vty

0, (x,y) = (070)

Solucgao:

a) f € homogénea de grau 0;

b) [ € positivamente homogénea de grau —1;
¢) f € homogénea de grau 1.

Exercicio 4.24. Estudeﬁa homogeneidade de g(z,y,z) = x? + x%yP~3 — 23248
3,0 -1
7y~ +x
e de h(l‘,y) = T
e B reais:

a) Recorrendo diretamente a definicao.
b) Utilizando a identidade de Euler.

, fazendo a discussao em fungdo dos parametros o

Solucgao:
g € homogénea de grau 2 para o = —% el===;
h € homogénea de grau o+ 8 para f = a+4,a € R.

1

wlg

Exercicio 4.25. Sendo g(u,v) diferencidvel em <$, Z), com x,y # 0, prove
y x

f(x,y,z) = $2'g (x Z) ,

y'x
verifica a identidade x.f] + y.f; + z.fL = 2.f. Interprete este resultado em
termos de homogeneidade.

que a fun¢do

Solugao:
f € positivamente homogénea de grau 2.

Exercicio 4.26. Sendo f(x) uma fun¢io de R™\ {0} em R, homogénea de grau
zero e nao constante, prove que nao existe o lin}) f(x).
X—
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Exercicio 4.27. Considere a funcio f : R?2 — R definida por

f(x,y)=1n< Y )

r+y

Escreva a férmula de Taylor de ordem 2, em torno do ponto (1,1).

Solucao:
(1+h)(1+k) 1 1 1 ERP &5
ST hTh ln2+2h+2k+2 4h +2hk 4k + ro(h, k).

Exercicio 4.28. Seja f(z,y) = sin(z +4?). Usando a férmula de Taylor, apro-
xime [ por wm polindmio de grau 3, para (x,y) prézimo de (0,0).

Solugao: sin(x + y?) ~ z +y% — f,}—?, V(x,y) € B:(0,0).

16



5 Problemas de Otimizacgao

Exercicio 5.1. Determine e classifique 0s pontos criticos das sequintes fungoes
de R? em R

a)z? + y? b)x? — y? c)xd +y3
d)z® — 33 )t + gt Flat -yt
g)3zy — a3 — 33 hzlnz+ylny i)x3 + ye¥

)22% + xy? + 522 + 92 B)at 4yt —day+1 0 D)zPy?
m)(z? + y?)e Y n)xt +yt —2(x —y)? 0)2y® — 322 — 62y

p)(@* —y)(y—1)

Solugao: a) (0,0) é minimizante; b) c) d) (0,0) € ponto de sela; e) (0,0)
é minimizante;  f) (0,0) € ponto de sela; g) (0,0) é ponto de sela e (1,1)
¢ mazimizante; h) (1/e,1/e) é minimizante i) (0,—1) € ponto de sela; j)
(0,0) é minimizante, (—5/3,0) € mazimizante, (—1,2) e (=1, —2) sdo pontos de
sela; k) (0,0) € ponto de sela, (1,1) e (—1,—1) sdo minimizantes; 1) (0,b) e
(a,0) Ya,b € R, sao minimizantes; m) (0,0) é minimizante e (0,2) € ponto de
sela; n) (0,0) € ponto de sela, (—v/2,v/2) e (v/2,—V/2) sdo minimizantes; o)
(0,0) € ponto de sela, (1,—1) é mazimizante; p) (—1,1) e (1,1) sao pontos de
sela, (0,1/2) é mazimizante.

Exercicio 5.2. Determine e classifique os pontos criticos das fungdes sequintes,
em fun¢do do pardmetro a € R\ {0}

a)f(z,y) = e " b)f(z,y) = az® — y°

O f(x,y) =2 —az® = 3y>  d)f(z,y) = Pa° +ay’ — 2

Solugao: a) Ponto critico: (0,0). Se a < 0, minimizante; se a > 0, ponto
de sela. b) Ponto critico: (0,0). Se a > 0, (0,0) é ponto de sela; se a < 0,
(0,0) € mazimizante.  c) Pontos criticos: (0,0) e (%,0). Se a > 0, (0,0)
é maximizante e (%‘1,0) € ponto de sela; se a < 0, (0 0) é ponto de sela e
(2%,0) ¢ mazimizante. d) Pontos criticos: (— e (3,0). Sea<0, (—3,0)
magzimizante e (%,0) € ponto de sela; se a >0, (—3,0) € ponto de sela e (; 0)
é minimizante.

Exercicio 5.3. Considere a funcio f(xz,y) = (y — «) xe”.

a) Sabendo que (0,1) € ponto critico de f, determine « e classifique o ponto
critico (0,1).

b) Mostre que f nao € limitada.
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Solugao: a) a =1. O ponto critico é ponto de sela.

Exercicio 5.4. Seja a funcdo f: R? — R definida por f(x,y) = da(y — 2)* +
(B2 —1)(22—2)%, onde a # 0, B # 1, B # —1. Mostre que (1,2) é o 1inico ponto
critico de f e classifique-o em funcdao dos possiveis valores de o e .

Solugao: Se |5] <1 e a < 0 entdo (1,2) é mdzimo local; se |f| > 1 ea >0
entao (1,2) é minimo local; nos restantes casos é ponto de sela.

Exercicio 5.5. Considere a fung¢io f : R?> — R definida por f(z,y) =
22ev’ =3y,
a) Determine os pontos criticos da fungao f.
b) Mostre que a fung¢ao f assume nos pontos da forma (0,b) o seu minimo
absoluto.
¢) Justifique que
(i) f mdo € limitada em R?;
(i1) f tem mdzimo e minimo em B = {(z,y) € R? : 2? + y* < 9}.

Solugao: a) Pontos criticos: (0,b) com b € R.

Exercicio 5.6. Determine os extremos absolutos da func¢do f no conjunto M,
com

a)f(x,y,z) =x — 2y + 2z, M = {(x,y,z) ER3 122442 + 22 = 1}
b)f(x,y) = 422 + 12, M= {(z,y) eR?: 22 +y* =1}

o) f(z,y) = zy, M:{(x7y)€R2:%2+§:1}

A f(z,y,2) =22 +2y—22, M= {(x,y,z) ER3: 2% +y? + 22 :8}
e)f(x,y) = 22 + 2zy + 2, M= {(z,y) eR*: (z —3)2 +y? =2}
Ni(@,y,2) =2z +2y* + 22, M= {(z,y,2) e R®: 2 +y> + 22 = 2}
9)f(z,y,2) :e_””2_y2, M = {(x,y,z) ER?: 2?2+ 92+ 22 = 1}
h)f(x,y) = 4oy — 20% — 2¢y%, M = {(x,y) ER?: 2?2 +92 = 1}

i) flx,y) = 22 + 22y + 2, M ={(z,y) e R*: 2? + y*> =8}

Solugao: a) O wvalor mdzimo da fung¢ao na superficie esférica é 3 e o minimo
é —3; b) O wvalor mdzimo da funcao na elipse € 2 e o minimo € 1; ¢) O wvalor
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mazimo da fungao na elipse € 2 e o minimo é —2; d) O valor mdzimo da fungdo
na superficie esférica é 10 e o minimo é —8; e) O wvalor mdzimo da funcdo na
circunferéncia € 25 e o minimo é 1; f) O valor mdzimo da fungdo na superficie
esférica € 9/2 e o minimo é —2+/2. g) O walor mdzimo da fun¢do na superficie
esférica é 1 e o minimo é 1/e; h) O valor mdzimo da fun¢do na circunferéncia
€0 e o minimo é —4; i) O valor mdzimo da fun¢do na circunferéncia € 16 e o
minimo € 0

Exercicio 5.7. Determine os extremos absolutos da funcao f no conjunto A,
com

a)f(z,y,2) =2 —2y+2z, A={(z,y,2) eR®:2? +y*+2° <1}
(sugestao: compare com a alinea a) do exercicio anterior)

b)f(x,y) =42 +y?, A= {(Sﬂ,y) eR?: 222 442 < 1}
(sugestdao: compare com a alinea b) do exercicio anterior)

of(wy) =2+ 2y +y®, A={(x,y) €R?: (2 -3)>+y> <2}
(sugestao: compare com a alinea e) do exercicio anterior)

Solugao: a) O walor mdzimo da fun¢do na esfera é 3 e o minimo é —3; b) O
valor mdzimo da funcao na regiago limitada pela elipse é 2 e o minimo € 0; c)
O wvalor mdzximo da fungao no circulo € 25 e o minimo € 1.

Exercicio 5.8. Determine as distancias mdzima e minima da origem a elipse
522 + 6zy + 5y® = 8.

Solucao: A distancia mdzima € 2 e a distancia minima € 1.

Exercicio 5.9. Resolva o problema min (x + 4y + 32) sujeito a condi¢io x° +
2y + 322 =b, (b>0).

Solucgao: O walor minimo da fun¢io €é —6vb, obtido no ponto

(_ﬁ _ Vb _M)
6 3 2 :

Exercicio 5.10. Determine o ponto da elipse de equacdo x> + 2xy + 2y% = 2
que tem menor abcissa.

Solugao: (—2,1).

Exercicio 5.11. Determine os extremos absolutos da fun¢ao f(z,y,z) = e Y+
no conjunto {(z,y,z) ER3: 22 +y?> =1, 2 =2 —y}.
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Solugao: O mdzimo da fungdo é e'°, obtido no ponto (0,—1,3); o minimo é
e?, obtido em (0,1,1).

Exercicio 5.12. Semanalmente, um individuo trabalha L horas e consome dois
bens em quantidades X e Y, respetivamente, sendo o seu mivel de satisfacdo
dado por

1 1 1
S(X,Y,L)= ;X + 7Y + 5 n(0 ~ L), (X,Y,L>0,L <40),

O seu or¢camento é determinado pelo nimero de horas que trabalha, de cordo
com a restricao or¢amental 2X + 4Y = 8L.

a) Mostre que S(X,Y,L) ndo tem extremos absolutos no conjunto Q =
{(X,)Y,L) eR®: X >0,Y >0,L>0,L <40}

b) Sabendo que existe (X*,Y™* L*) que é mazimizante local de S(X,Y, L)
sujeita a restricao orgamental, determine-o.

Solugao: (X*,Y*, L*) = (40, 20, 20).
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6 Integrais Miltiplos

Exercicio 6.1. Calcule os sequintes integrais

1 1 g2 1,1
a)/ / /  dxdydz b)/ / yeYdxdy
0o J-1J1 -1J0
+oo  pdoo  ptoo 5 ptoo 2
c)/ / / e "V 2 dxdydz d)/ / (x2e™ 2" 4 3ye Y )dydx
0 0 0 0o Jo
2 2 y 1,1 2
e)/ / (1+ 2+ 2)dady f)/ / / y cos x drdydz.
1 1 2 o Jo Jo

Solugdo: a)3 ble—1-2 )1 d)B B gl

Exercicio 6.2. Calcule [[, f(z,y)dzdy, onde

a)f(z,y) = %, A={(z,y) eR?: 1<y <3, 0<z <y}
b)f(z,y) =e*, A={(z,y) eR?:1<2<2 z<y<ad)
o) f(x,y) = 2>, A={(z,y) eR?:0<z <1, 22 <y<1}

d)f(z,y) =ye* + 2%y, A={(x,y) eR?:0<y<1, 0<z<y?}

e)f(z,y) =ze ™, A={(z,y) eR?2:1<2<2, L <y<+too}

1
x
Hf(z,y) =2 + 4y, A € a regidgo limitada por y = 2% e y = 2.

Solugao: a) 2 b) % -2 oE dE-2B Ll

Exercicio 6.3. SendoA:{x yYeER  y<l—z,y<1+ua, y>0} calcule
a) [[,(x—1)ydzedy b) [,y —2y%)e™ dxdy ¢) [[4(x+y) dedy.

Solugéo: a) -3 b)) 0 «¢)3

Exercicio 6.4. Calcule

Ty z>0ey>0

1 1
/_ 1 /_ S y)dady. com f(z.y) =

l—x—vy, outros (z,y)

.. 17
Solugao: -
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Exercicio 6.5. Calcule com um integral duplo a drea da figura plana que é

imagem do conjunto A, sendo
a)A:{(x,y)ERQ:—lgmgl A xQSygl};

b) A={(z,y) eR?:1-2<y<1 A z<1};
c)A:{(x,y)ERQ:xQSySZ—xQ};

d) A={(z,y) ER®:x+y+2>0 A 2+y><0};

e) A={(z,y) eR?:y<a? Ny—xz>0 A 2y—x<3 A z>0};
flA={(zy) eR?:z2>0 A 2> +y> <1};

9) A={(z.y) eER* P+ o <2 A o —y>0}

h)AZ{(w7y)€R2:y2§:vAx§%+3};
Solugdo: @) 5 b)5 )5 45 &F i 93 WS

4 8
Exercicio 6.6. Calcule / / sin(y?)dydx (sugestio: comece por fazer o esboco
0 2z

grdfico da regigo integranda, invertendo depois a ordem de integragdo).

=~~. l—cos64
Solugao: —7—~

Exercicio 6.7. Calcule // g(x,y)dxdy, sendo A =1[0,2] x [0,4] e
A
r—Yy, T S Yy S 2z

0, caso contrdrio

= . 4
Solugao: —3
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7 Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Exercicio 7.1. Determine a solug¢ao geral das sequintes equacgoes diferenciais
de varidveis separdveis

) P+ it =0 d) VI -2ty — /1 yPde =0

€) ey = a? 9+y") flet(d+2?)y =z (2+¢€Y)

Solugao: a) y(z) =1+¢e2°C  b)In (e¥@ +1) —y(z)+In(z+1)=C «¢)
tln[l1+ 43 +Injz| — $In(1 +2%) = C d) arcsin (y (z)) — arcsinz = C ¢)
1 1,2 1o—at _ y(@)) _ 1 2) _

t arctan (332 (2)) + 1e C f)ln(2+e¥®)—1ln(4d+2%)=C

Exercicio 7.2. Determine a solu¢do geral das sequintes equacgoes diferenciais
lineares de 1* ordem

0)y —y=2uwe” + b) dzy’ + 8zy = —12sin(3z)

¢) 2%y + 3xy = 4€** d) zy = 2x + 2y

Solugao: a) y(z) = e” (C +e” ) b) y(z) = (cos(3z) + C) /z* ¢)y(x) =
(e (22 -1)+C) /z® d)y(z) = —2m+Cx

Exercicio 7.3. Mostre que qualquer equacdo diferencial ordindria linear de
primeira ordem que seja homogénea, pode ser escrita como uma equacdo de
variaveis separdveis.

Exercicio 7.4. Resolva os sequintes problemas de valor inicial

d
a)y +4y=0, y(0)=6 b)£+ySint:0, y(m/3) =3/2

) y' cosz +2ysinz =sinz, y(0) =0 d) (1+2%)y = —-2zy+2, y(0)=1
e) (1+2%)y +y=0, y(1)=1 f) 2y’ + 4oy = 4z, y(0) = -2
g) ¥ +ysinz =sinzcosz, y(5) =0 h) (1+2?)y =4z(1+y), y(0)=1

Solugao: a) y(z) = 6e=**  b) y(t) = %eCOSt_% ¢) y(z) = (cos®>z —1) /2

d) y(z) = B ¢) y(a) = eF@ @ f)y(z) = 1-3e7" g y(v)
cost +1—e%  h)y(z)=2(1+2%)%-1.
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Exercicio 7.5. Determine a solucdo geral das equacdes sequintes

a)yy” — Ty +12y =0 by +4y=0 oy —4y +4y=0

d)y" +2y +10y =0 ey’ +y — 6y =28 Y’ +3y +2y =e®
9)y" —y =sinz hy'—y=e* i)y" — 6y = 36(z — 1)
Ny — 9y = 922 Ky +3y +2y=sinz )y +3y +2y=e"

m)y" — 4y’ + 4y = 6e**

Solugao: a) y(z) = C1e3* +Cse®  b) y(x) = Cycos2x+Cysin2x  ¢) y(x) =
(C1 + Caz)e*®  d) y(x) = (Cicos3z + Cysindz)e ™  e) y(x) = Cle 3z 4
CgeQw—é fly(z) = Cle_2$+026_“+412e5x g) y(x) = Cre"4+Coe” ——smx
h) y(z) = Cre® + Coe™ — 2ze™® i) y(z) = CreV®e 4 Cre=Vor _ 6y —|— 6 j)
y(z) = C1€3% + Ce=3% — 22 —% k) y(z) = Cre 2 +Cre " — 2 cosz+ 10 sin x

10
) y(z) = Cre72® + Coe™® + e  m) y(z) = C1€2® + Coxe®® + 3z2e%*.

Exercicio 7.6. Resolva os sequintes problemas de valor inicial

y(0) = —1,'(0) = 1 y(0) =0,y'(0) =1

y”+2y +y—x

d) y' +4y=4x+1
)=0, ¥ (0)=1

y(3) =0, y(5) =0

{9y”+y—0 f){Qy”4y’+2yO

=2,y (37) =0 y(0)=-1,4'(0) =1
y+10y—10x
0)=0,y'(0) =3

Solugao: a)y(z) = —2e 2" —1e* b)y(x ) 1sin(2z)e™® ¢)y(z) = —(6+
z)e " +a?—4a+6 d)y(z) = Zt cos 2w+ sm2x+x+4 e) y( ) = 2sin(3)
fy@) =(-142z)e” g)y(z)=e" (= cos3x+ S2sin3z) + 22 + 2z — £.

Exercicio 7.7. Resolva os sequintes problemas de valores na fronteira

y”—6y’+9y:e?’z y//+4y:0
“>{y<0>—o,y<1>—o b){ym)—o,y(w)—o

C){ y" — 10y + 25y = 50 d){ Yy — 8y + 16y =0
y(0)=0, y(2) =2 y(0) =1, y(1) =€

Solugao: a) y(x) = ( 2x+ 1x2)e3  b) y(z) = Csin2z  ¢) y(x) = (-2 +
2)e® +2  d) y(z) =
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Exercicio 7.8. Resolva o seguinte problema com condi¢des periddicas

{ y' +4y =4,
y(0)=y(5).4'0) =y (3)

Solugao: y(z) =1.

2z

Exercicio 7.9. Sabendo que y = e € solucao da equagdo diferencial

/.

y' —ay +10y =0, aeR,

determine o e a solugao geral da equacdo dada.

Solugao: a = 7; y(x) = C1e2® + Cye’®.

Exercicio 7.10. Sabendo que y(x) = xe** € solu¢io da equagdo diferencial

2y —ay + 8y = 0, com a € R, resolva o problema de valores na fronteira
{ 2y —ay' +8y =16
y(0) =1 y(1)=2

Solugao: y(z) = —e?® + re?* + 2.

Exercicio 7.11. Determine a solugao geral das sequintes equacoes diferenciais:

a)y' +y?sinz =0 blyy +x =0

)y’ =2y =0 d)y'y — x(2y* + 1)6362 =0
€)4 cosy = —aw Y Ny +6yx® —2° =0
9)e**dy+ (4+y*)dz =0 h)dzeVdz + (2" +4) dy =0

Solugao: a) y~'(z) = —cosz+C b))y (x) = —22+C ) y(x) = C1 +Cre?®
d) %ln(2y2+1)—%e’”2 =C e¢)In|siny/+3In(1+2?)=C f)y(z) = %—i—Ce"”G
g) 3arctan (3y (z)) —3e™3*=C h) —e ¥®@ tarctan 12?2 = C .

2x 2z

Exercicio 7.12. Determine os valores de a e b para os quais e e e” = sao
solugdo da equagao diferencial y" + ay’ + by = 0 e, para esses valores de a e b,
indique a solugao geral da equacdo dada.

Solugao: a =0 e b= —4; y,(x) = Ae®** + Be=?* A, B € R.

Exercicio 7.13. Considere um modelo econdmico onde Qs e Qp designam,
respetivamente, a oferta e a procura de um bem, sendo as relagdes entre estas
quantidades e o pre¢o de mercado, P(t), definidas por

Qs = ag+ alP(t) + agP’(t) + a3P”(t)
Qp = by +b1P(t)+baP'(t) + b3P"(t),

25



onde ag, ay, as,as,by,b1,ba,bs € R com ag # bs e a; # by.
a) Assumindo que Qp = Qs para qualguer t > 0, mostre que o nivel de
preco satisfaz a equagdo diferencial

P"(t) + aP'(t)+ BP(t) =, t>0 (1)

b) Determine a solugdo da equagao anterior que satisfaz as condigdes iniciais
P(0) =10, P'(0) = 0, para os valores de o = 1,3 =1 ey =1.

¢) Proponha valores para «,f de modo a que o nivel de preco P(t) seja
periddico ao longo do tempo (sasonal).

Solucgao:
0) Qs = Qp & P(t)+ (2222 priy + (220 prgy = (2o =0
as — bs as — bs as — bs
—— - -7
=@ =3 7

b) P(t) = 8e 2 (cosi +sini)+2. ¢)Sea=0eB>0, P(t)=Ccos(vBt) +

Cy sin(y/Bt) + 2, € periddica de periodo %”

Aplicagoes de equacoes diferenciais

Exercicio 7.14 (Lei do crescimento da populagao segundo Verhulst). a) Deduza
a trajetéria da populagao, y(t), sabendo que: i) em cada instante t, a taza de

, . dyly , )
crescimento da populagao, T é igual a v menos ay (r: taza de crescimento

natural; a: “taxa de emigragcdo” ou “morte”; com r > 0 e a > 0); i) no
momento t = 0 registam-se yo (milhoes de individuos).

b) Estime o valor da populag¢ao portuguesa no ano 2025 supondo que no ano
de 2015 (por hipdtese t = 0) se regista y = 10.358 (milhdes de individuos) e que
r = —0.00229 e a = 0.00033.

¢) Estude lim y(t).

t— o0

Exercicio 7.15 (Modelo de Crescimento de Domar). Considere um modelo

econémico onde: i) a procura agregada da economia, Y4, varia ao longo do

d dI'1
tempo de acordo com a equacdo Wd _ — =, sendo I = I(t) o investimento

e s a propensdo marginal a poupar (1/s é o multiplicador keynesiano); ii) a
capacidade produtiva (y. = pK - note: a capacidade produtiva depende apenas do
d dK
stock de capital) varia ao longo do tempo de acordo com a equagdo % = pE,
dK
sendo K = K(t) o stock de capital da economia (naturalmente e 1(t)).
Deduza a trajetdria do investimento, I(t), que satisfaz a condi¢do de equilibrio
no modelo de Domar: variacdo da procura agregada = variacdo da capacidade
produtiva.

Exercicio 7.16. Considere as sequintes funcgoes, procura e oferta de um bem:
Qq=a—bP; Qs =—c+dP.
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a) Determine a trajetdria temporal do nivel de precos P(t) sabendo que,
em cada instante t, a tara de varia¢do de P(t) é proporcional ao excesso de

dpP
procura, i.e., T a(Qq—Qs) e que P(0) =Py # P. = (a+c¢)/(b+d) (prego
de equilibrio).
b) Verifiqgue em que condigdes tlim P(t) = P..
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