1 Complementos de Algebra Linear

Exercicio 1.1 Para cada uma das matrizes sequintes, calcule os valores proprios e, se
forem reais, determine os vetores proprios correspondentes, identificando em cada caso
as multiplicidades algébrica e geométrica

il el ol

01 2 0 0 1 -1 -2
d){o] e) | 0 30 ) 3 0
00 4 -2 5 1
111 111 110
g |1 11 h) 011 i) 110
111 00 1 00 2

Exercicio 1.2 Prove que

a) X é um valor préprio de A sse for valor proprio de AT;

b) se X for valor proprio de A e |A| # 0, entdo A # 0 e % ¢ valor proprio da matriz
inversa A7Y;

¢) se X for valor préprio de A entdo ¥ é valor préprio da matriz A*, k € N.

d) se w e v forem vetores proprios de A associados a um mesmo valor préprio A,
entdo u+ v e tu também sao vetores proprios de A associados ao mesmo X\, Vt € R\{0}.

Exercicio 1.3 Seja A = [ (13 _41 }

a) Calcule os valores préprios de A e os respetivos vetores proprios;
b) Determine os valores préprios e vetores préprios de A'™ (sugestao: use um dos
resultados enunciados no exercicio anterior).

Exercicio 1.4 Considere a matriz A e o vetor x definidos por

a a 0 x
A=|a a 0 e x= 1|y (a,b € R)
0 0 b z

a) Identifique o polinémio caracteristico, P()), associado a matriz A;

b) Determine os valores proprios de A;

c¢) Calcule xT Ax;

d) Sejam a,b > 0. Sem efetuar qualquer cdlculo, mostre que existe um vetor X nao
nulo, para o qual xT Ax = 0;

e) Classifique xT Ax para todos o0s possiveis valores de a,b € R.



Exercicio 1.5 C’lassz'ﬁque as sequintes formas quadrdticas
a) q(x,y) = 2 + 2xy + y*

b) q(z, y)—:v —2xy +y°

c) q(z,y) = x> —y°

d) q(z,y )—x + 4oy — 2wz + Ty* — 322
e) q(z,y,2) = v* — 4oy + 4wz — 22

f) q(z, )—6x + dzy + 3y?

9) q(x,y) = 2* + dzy + y?

h) q(x,y) = 22° + 62y + 4y?

i) q(z,y,2) = 3y* + 4wz
7) q(z,y) = 2* + dzy + ay?® (onde a € R).

Exercicio 1.6 Classifique as sequintes matrizes simétricas (quanto a serem definidas
positivas, semi-definidas positivas, negativas, semi-definidas negativas ou indefinidas)

3 1 -5 1 -5 1

a)_14_ b){ 15} C){ 1—5}
1 9 1 2 —1] 1 2 -1

d) 5 ac€R ) 2 7 0 f) 2 7 -5
L= 4 -1 0 -3 | -1 -5 4
[0 0 0 3(1)28 -1 1 1

g)| 0 4 0 h) 0 9 0 aceR i) 1 -3 0
00 —4 @ 1 0 -2
L 000 7]

[ 1 -1 0

Nl -1 1 0

0 0 -1

2 Generalidades sobre Funcoes de Varias Variaveis

Exercicio 2.1 Determine os dominios das sequintes funcoes de R? em R e represente-os
graficamente

BV Erer: e
a)f(z,y) = RS b)f(x,y) TE -
f(r,y) =In (2 — y) Df(y) =

e)f(z,y) =In(z —y)/(y — z)(?

+y?—1)
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Exercicio 2.2 Determine os dominios das sequintes funcoes de R? em R3

a)(z,y) = (m,ﬁy,ln (2% — y))

r—y
i)

b)(z,y) = (hl(il?y)Qa 2z +9)

3 Limites e Continuidade

Exercicio 3.1 Determine o interior, exterior e fronteira de cada um dos sequintes sub-
conjuntos de R?. Classifique-os relativamente a serem abertos, fechados e limitados.

A={(z,y) eR*: (z — 1)+ (y +2)* < 4}

B ={(z,y) € R? : 22 +¢* > 9}

2

<

2
C:{(x,y)€R2z%+ <1}

1

(=}

_ 2‘(*77_2)2 (y+1>2_
D ={(z,y) e R*: 1 + 9 =1}

Exercicio 3.2 Represente graficamente o dominio Dy, indique analiticamente int(Dy),
fr(Dy), ad(Dy) e D} e diga, justificando, se Dy € aberto ou fechado, se € limitado e se
é compacto, para cada uma das sequintes funcoes de R? em R:

|z — 4
In(4 — 22 — y?)

a)f(x,y) =

_ In(z* —y)
b f(z,y) = ax(l—z)+ N

o) f(z,y) =vVy+r—TInM4—(z+1)>=(y—1)?)
d)f(z,y) = —lyl+V2—y*—=x

e)f(z,y) = x\/y2 — 4+ /16 — 22 — 32

Exercicio 3.3 Determine o dominio da funcdo f de R?> em R definida por

In(z? + y? — 4)
] — 4

[, y) =

Faca a sua representacdo grdfica e mostre que Dy é um conjunto aberto e ilimitado.
Averigue se ext(Dy) também € aberto e ilimitado.
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Exercicio 3.4 Determine o interior, a fronteira, a aderéncia e os pontos de acumulagao
dos sequintes subconjuntos de R>

a’)A = {(07 0)7 (07 1)? (1’ O)? (17 1)}
BB ={(x,9) €B: (r.5) = (-, -).n € N)

1
)C={(z,y) eR*: x>0, y= (—1)”5,71 e N}.

Exercicio 3.5 Calcule os sequintes limites de sucessoes de pontos em R? (caso existam):
(22 43\ 2n \"t2
a) lim ,In
1+ 2n? 2n+1

: 3 2 Vv +3
b) lim | n”+n—-n"—1),Vn————
) ( + )\/_(\/ﬁ+1)>

c) lim (n (e% — 1) ,sin %)

Exercicio 3.6 Calcule, caso exista, limx, com:

)2 = [ (14 3)" In (14 3)"]

b) T = {\/ﬁ_ vVn—1,n(e—1), nln”T“, (1 — nﬁl)é (n;rj;)é}

Exercicio 3.7 Estude a existéncia dos sequintes limites

1
a lim =z b lim
) (z,1)—(0,0) 4 ) (@y)—12) (x — 1)(y — 2)
¢) lim L d) lim In(z? +¢?)
(wy)—(1,2) 22 + Y2 (2,9)—(0,0)

e) lim %
(z,y)—(0,1)
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Exercicio 3.8 Estude a existéncia de limite no ponto (0,0) para as sequintes fun¢oes

22 — o2 23— P
a) f(xay):m b) f<x7y):m
2% +y 2?2 — y?
) flz,y) = \/ﬁ d) f(z,y) :$Z/I2+y2
2
Ty 7Y
e) f(ﬂ%y):m £) f(xay):m
22(x +y) 2?2 —y? + 223
g) f(ifay):m h) f(x7y):x2—_i_y2
g\/xQ—i-yQ, sex>0,y>0
i) fry) =< "
0, sex <0 ouy<0.

Exercicio 3.9 Determine, caso exista, o prolongamento por continuidade a origem de
cada uma das fungoes do exercicio anterior.

Exercicio 3.10 FEstude a existéncia dos sequintes limites

) lim (r—2)(y—1) b lim sin (z — 1)(y +3)
(@y)—21) (T —2)? + (y — 1)? (29)=1,-3) \/(x — 1)(y + 3)
¢) lim 3@ -2y - 1) d) lim vy
(@y)—=21) (x —2)2 + (y — 1)2 (xy)—(0,0)
(zy)—(1,00 x—1 (zy)—=(0,0)  x2+y?
lim xZ— V0y =1 h lim .ty
(zy)—~0,1) 2+ (y — 1)2 (z,y,2)—(0,0,0) T2 + Y2 + 22

Exercicio 3.11 Considere a funcdo f de R? para R definida por

3 3

fla,y) = xx:z :

a) Indique o dominio de f.
b) Mostre que x® — 3> € muiltiplo de x — y.
c) Pode a fungdo f ser prolongada por continuidade a reta y = x?
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Exercicio 3.12 Considere a func¢do f(x,y) = mfiZQ

a) Calcule  lim (z,y). O que pode concluir sobre  lim  f(x,y)?

(z,wi(oéox (z,y)—(0,0)

y=x+x

b) Calcule  lim  f(x,y), I[m| # 1. O que pode concluir sobre lim f(z,y) ¢
(@) >(0.0) (,y)—(0,0)

Exercicio 3.13 Seja f : R? — R? uma funcao definida por

22y + 22 + 9P sin(z? + y?)
fz,y) = (Tyg?xy + 2, W) -

Estude a existéncia de  lim  f(x,y).
(z,y)—(0,0)
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4 Calculo Diferencial

Exercicio 4.1 Determine as derivadas parciais de primeira ordem de cada uma das se-
guintes funcoes e defina os respetivos dominios:

?—yr, yF#u

a)f(z,y, 2) = 3zy +2° — zy + 2% b) f(z,y) =
x, y=x.
. r—y+1 . N
Exercicio 4.2 Mostre que f(x,y) = oy ¢ solucdo da equagao
rTy
of of 2
or Jdy ax+vy
em qualquer dos semiplanos abertos x +vy > 0 ou x + 1y < 0.
Exercicio 4.3 Considere a fungdo
e’V —(r—y+1
;_y >,x#y
fla,y) =
0, T=1y

a) Estude a continuidade de f(x,y) no ponto (1,1).
b) Verifique que f,(a,a) + f,(a,a) =0, Va € R.

Exercicio 4.4 Dada a funcao

2 _ .2
TV Ry 40
_ ] vty
f(l',y)— )
0 ,e=y=0

indique sequndo que vetores existe derivada na origem e calcule o seu valor.

Exercicio 4.5 Considere a funcio f : R> — R definida por

2
Ty
f(x y): x2+y4 7I§£O

0 , =20

a) Mostre que a fun¢ao admite derivada na origem sequndo qualquer vetor e calcule-a.
b) Mostre também que f nao é continua em (0,0).
of

c) Sem fazer qualquer cdlculo, indique o valor de ==(0,0) e de =(0,0).

ox dy
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Exercicio 4.6 Estude a diferenciabilidade das sequintes fungoes nos pontos indicados e
escreva as expressoes dos respetivos diferenciais de primeira ordem (no caso das fung¢des
diferencidveis):

a) f(z,y) = 2%+ y*, no ponto (0,0);

rty, rFY
b) f(z,y) = ,em (1,1);

xy —2y+3xr, TH#Yy
c) flz,y) = , em (0,0);

2?2+ 32 -2y, =y
d) y(z) = (2*+1,2), emz=1;
Exercicio 4.7 Escreva as expressoes do diferencial de primeira ordem das sequintes
funcoes nos pontos indicados:
a) f(x,y) = y*, num ponto genérico (a,b), com b > 0;

T1— T2+ T3
\/.’153—1

Nota: Admita a partida que as funcoes sao diferencidveis.

b) f(x1,z9,x3) = , no ponto (1,-3,2).

Exercicio 4.8 Mostre que sao continuas e que nao sao diferencidveis nos pontos indica-
dos, as funcoes

( —3x(y —2)* + 23
S e ) £(02)
a) flz,y) = , em (0,2);
L O, se (z,y) = (0,2)
( 2
i, sex® +y? #0
_ ) vty .
b) g(‘ray>_ 7€m (070)7
[ 0, sex =1y =20,
c) h(z,y) = /|z|cosy, em (0,0).

Exercicio 4.9 Utilize a regra da derivagao da fung¢ao composta para calcular

d
a) d_]z:’ onde f = x%y3, sendo x = te! ey =t> + 1;

d, 1
b) d—];, onde f =u®+v3, sendou:gv:(x—i-Qy)?’ e =, y=1gt;
Yy
2y

332—4‘?/2 e x =cost, y =sint.

d
c) d—j, supondo que z =
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d) Vf(1,1), onde f(x,y) =sin(2u —v* +w), sendo u = =¥, v = xy® e w = 2%y?;
e) ?(07 1,1), onde f(z,y,2) = (u* — 3v)°, comu=e= ev=In(y>2%);
Y

f)Vf(1,2,3), onde f(x,y,2) = g(u,v,w), comu =>5r+3z,v=8r+2y, w=—y+z
e sabendo que Vg(14,12,1) = (4,5, 6).

Exercicio 4.10 Se a fun¢ao f(u,v,w) é diferencidvel no pontou =x —y, v =y —z e
w =z —x, prove que, com F(x,y,2) = f(r —y,y — 2,2 — x),

oF n oF n or
oxr Oy 0z
Exercicio 4.11 Dada a fungao
r—1 2y2
m, (z,y) # (1,0)
g9(z,y) =
0, (z,y) = (1,0)

a) Determine as fungoes derivadas g,(v,y) e g,(x,y), indicando onde sao definidas.
b) Mostre que gl,(x,y) e g, (x,y) sio fungdes continuas em R*,

c¢) Estude a diferenciabilidade da fungdo no ponto (1,0).

d) Estude a continuidade da fun¢do no ponto (1,0).

Exercicio 4.12 Seja f : R? — R a funcdo definida por

(z° + y*) sin se (z,y) # (0,0)

1
flz,y) = /2

0, se (z,y) = (0,0).
af of
a) Calcule 8_:18(0’()) e a—y(0,0).
b) Determine g—f(x,y) e mostre que € descontinua em (0,0).
Y

c) Verifique que f € diferencidvel na origem.
d) Calcule 93 1) f(0,0).
e) Estude a continuidade de f na origem.

Exercicio 4.13 Utilize a fungao

sinx

e o ponto (0,0) para mostrar que o facto de uma fungao ter derivadas parciais finitas num
ponto ndao significa que seja continua nesse ponto. A funcdo dada serd diferencidvel no
ponto (0,0)? Justifique.
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Exercicio 4.14 Considere a funcao definida em R? por

Ty
|:L_‘ + ‘y|7 se (.%',y) # <O7O)
f(a,y) =

0 se (2,9) = (0,0).
a) Prove que f € continua em (0,0).
b) Determine g(() 0) e ﬁ(0 0)

or "’ oy
c) Verifique que f nao € diferencidvel em (0,0). Sem fazer cdlculos, o que pode concluir
sobre a continuidade de 91 g—lyc em (0,0)?

Exercicio 4.15 Seja f : R? — R a funcdo definida por

z(z —y)
flayy =4 “TY
0 sex+y=0

sex+y#0

a) Estude a continuidade de f no ponto (0,0) (sugestao: calcule o limite sequndo a
pardbola de equacio y = —x + x2).

0
b) Calcule a fung¢dao derivada parcial of e estude a sua continuidade em (0,0).

x
¢) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).
d) Mostre que (%(0,0), 2—5(0,0)) : <§, ‘/75) # 8(§,§)f(0,0). Comente esse resul-
tado.
0*f o'f

Exercicio 4.16 Calcule flx,y, 2) = 2222y + zye?.

e ara
0x? ~ 022020y’ b

Exercicio 4.17 Calcule f, ;’y

0s respetivos dominios:

e frye para cada uma das sequintes fungoes, indicando

ysinz, y #0
a) fz,y) = wsin(z +y); b) flz,y) =
2, y=20

Exercicio 4.18 Calcule a sequnda, terceira e quarta diferenciais de f(x,y) = /Ty no
ponto (1,1).

Exercicio 4.19 FEscreva a expressao geral da n-ésima diferencial da funcdao f(x,y) =
sin(x + y) no ponto (0,0).
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Exercicio 4.20 Mostre que f(x,y) = In(e® + €¥) satisfaz a equagao diferencial

*frf ([ O°f 2_0
0x? Jy? oxdy)

em todos os pontos de R2.
. . . 9 9 . of of .
Exercicio 4.21 Seja f € C*(R*) uma fun¢ao real tal que (9_<O’O) = (9_<O’O) =1. Seja
u v
g :R* — R definida por g(z,y) = f(ysinz,y?).
01 }

Mostre que a matriz hessiana de g em (0,0) € 1 9

Exercicio 4.22 Considere a funcio f : R?> — R definida por

f(z,y) = 2y* + g(u,v,w), comu = seny*, v=Inz ew = ye.
2

Sabendo que a fungio g € de classe C*(R?), calcule %(1,0).
yox

Exercicio 4.23 Mostre que as funcoes sequintes sao homogéneas ou positivamente ho-
mogéneas. Determine o grau de homogeneidade e verifique a identidade de Euler:

) Sy =m0
b) f(xayaz) = y

(x+y)Sin % ) (x’y)%([)?())
) fla,y) = ( +y>

0, (z,y) = (0,0)

Exercicio 4.24 Estude a homogeneidade de g(x,y, 2) = 2?41y’ 3 —23%y% e de h(x,y) =

By + 2P . 5 3 ) .
— s fazendo a discussdo em funcdo dos parametros o e 3 reais:
Yy
a) Recorrendo diretamente a defini¢ao.
b) Utilizando a identidade de Euler.

T z
Exercicio 4.25 Sendo g(u,v) diferencidvel em (—,—), com x,y # 0, prove que a
y x

funcao
Tz
f($7y7z) = $2.g <_? _) )
y' x
verifica a identidade x.f, +y.f, + 2.f. = 2.f. Interprete este resultado em termos de

homogeneidade.
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Exercicio 4.26 Sendo f(x) uma func¢ao de R™\ {0} em R, homogénea de grau zero e
nao constante, prove que nao existe o lin% f(x).
X—

Exercicio 4.27 Considere a funcio f : R* — R definida por

f(x,y)Zln( e )

r+vy

FEscreva a formula de Taylor de ordem 2, em torno do ponto (1,1).

Exercicio 4.28 Seja f(x,y) = sin(x +y?). Usando a férmula de Taylor, aprozime f por
um polindmio de grau 3, para (x,y) prdzimo de (0,0).
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5 Problemas de Otimizacao

Exercicio 5.1 Determine e classifique 0s pontos criticos das sequintes funcoes de R? em

R
a)z? +y? b)z? — y? o)z + P
d)z® —y? ezt +y fat =yt
g)3zy — a3 — 33 R)xInz +ylny i) + ye?

22 +ay? + 522 + 97 k)t +yt —day+ 1 1)a?y?
m)(x? + y?)e ¥ n)zt +yt —2(x —y)? 0)2y> — 32?2 — 6y

p)(* —y)(y—1)

Exercicio 5.2 Determine e classifique os pontos criticos das fungoes sequintes, em fungao
do parametro a € R\ {0}

a)f(z,y) = e” ¥ b)f(z,y) = ax® — y?

o)f(x,y) =a* —ax® = 3y*  d)f(x,y) = F2° +ay® —

Exercicio 5.3 Considere a funcio f(x,y) = (y — o) ze®.

a) Sabendo que (0,1) é ponto critico de f, determine « e classifique o ponto critico
(0,1).

b) Mostre que f nao € limitada.

Exercicio 5.4 Seja a funcao f : R* — R definida por f(z,y) = da(y — 2)? + (8% —
1)(2z —2)?, onde a # 0, B8 # 1, B # —1. Mostre que (1,2) € o tinico ponto critico de [ e
classifique-o em funcgao dos possiveis valores de o e [3.

Exercicio 5.5 Considere a fun¢io f : R?2 — R definida por f(x,y) = x2e¥’ =3V,
a) Determine os pontos criticos da fungao f.
b) Mostre que a func¢ao f assume nos pontos da forma (0,b) o seu minimo absoluto.
c) Justifique que
(i) f ndo € limitada em R?;
(i1) f tem mdzimo e minimo em B = {(x,y) € R?* : 2* +y* < 9}.

Exercicio 5.6 Determine os extremos absolutos da funcao f no conjunto M, com
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a)f(r,y,2) =2 —2y+22, M={(r,y,2) eR3: 22 +y*>+ 22 =1}

b) f(z,y) = 4a® + 4, M = {(z,y) e R? : 22> + y* = 1}

o) f(z,y) = zy, M:{(x,y)€R2:%+%:1}

A f(r,y,2) =2 +2y -2z, M={(z,y,2) eR3: 2% +9*+ 22 =8}
e)f(vy) ="+ 2y +y*,  M={(z,y) eR*: (x-3)"+1* =2}
Nf(x,y,2) =20+2y*+2%, M={(z,y,2) e R : 2% +y? + 22 =2}
O f(x,y,z)=e ™V M= {(z,y,2) e R :2®> + 2 + 22 =1}
h)f(z,y) = 4oy — 222 — 2y%, M = {(z,y) € R?: 22 + 9> =1}

Of(xy) =2+ 2ey+y*, M={(z,y) e R?: 2> +y*> =8}

Exercicio 5.7 Determine os extremos absolutos da funcao f no conjunto A, com

a)f(r,y,2) =0 —2y+2z, A={(z,y,2) e R3: 2?2 +¢y* + 22 <1}
(sugestdo: compare com a alinea a) do exercicio anterior)

b) f(x,y) =4z* +y?, A={(z,y) e R*: 222 + 4> < 1}
(sugestao: compare com a alinea b) do exercicio anterior)

Of(@y) =2+ 2y +y?, A={(z,y) eR*: (z-3)*+y* <2}
(sugestdo: compare com a alinea e) do exercicio anterior)

Exercicio 5.8 Determine as distancias mdzima e minima da origem a elipse 5x%+6xy-+
5y% = 8.

Exercicio 5.9 Resolva o problema min (x + 4y + 3z) sujeito a condigdao x°+ 2y* + %22 =
b, (b>0).

Exercicio 5.10 Determine o ponto da elipse de equagdio x° + 2xy + 2y* = 2 que tem
menor abcissa.

Exercicio 5.11 Determine os extremos absolutos da fun¢io f(x,y,z) = et o
conjunto {(x,y,2) e R®: 22 + 9> =1, 2 =2 —y}.
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Exercicio 5.12 Semanalmente, um individuo trabalha L horas e consome dois bens em
quantidades X eY, respetivamente, sendo o seu nivel de satisfacao dado por

1 1 1
S(X.Y.L)= X + Y + (40— L), (X,Y.L>0,L < 40).

O seu orcamento é determinado pelo nimero de horas que trabalha, de cordo com a

restricao orcamental 2X + 4Y = 8L.

a) Mostre que S(X,Y, L) ndo tem extremos absolutos no conjunto Q = {(X,Y,L) €
R3: X >0,Y>0,L>0,L <40}

b) Sabendo que existe (X*,Y*, L*) que é mazimizante local de S(X,Y, L) sujeita a
restricao or¢camental, determine-o.
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6 Integrais Multiplos

Exercicio 6.1 Cualcule os sequintes integrais

1,1 2 1 1
a) / / / x drdydz b) / / ye™dxdy
o J-1J1 -1Jo
+o00 400 400 5 400 )
c)/ / / e TV P drdydz d)/ / (22" 4 3ye V" )dydx
0 0 0 0o Jo
2 2 y 1 1 pZ
e)/ / (14 2+ =)dxdy f)/ / / y cos x drdydz.
1 J1 2 o Jo Jo

Exercicio 6.2 Calcule [[, f(x,y)dxdy, onde

a)f(z,y) =5, A={(z,y) eR*:1<y<3, 0<z<y'}
b)f(z,y) = e*, A={(z,y) eR?:1<2<2 z<y<a’}
o) f(z,y) = 2%y°, A={(z,y) eR2:0<z<1, 22<y<1}

d)f(z,y) =ye" + 2%y, A={(z,y) eR*:0<y<1, 0<z<y?)
e)f(x,y) = ze ™, A={(z,y) eR*:1 <2 <2, ; <y < +oo}

Nf(z,y) =23 +4y, A € a regido limitada por y = 2° e y = 2x.

Exercicio 6.3 Sendo A= {(z,y) e R*:y<1—x, y<1+z, y>0}, calcule
a) ffA(a:—l)ydxdy b) ffA — 2y?)e™ dxdy c) ffA(:E—I—y) dxdy.

Exercicio 6.4 Calcule

xy r>0ey>0

1 1
/_1/_1f(fﬂ,y)d:vdy, com f(z,y) =

1—xz—vy, outros (x,y)

Exercicio 6.5 Calcule com um integral duplo a drea da figura plana que é imagem do

conjunto A, sendo
a) A={(z,y) eR?: -1 <2 <1 A 22<y<1};

b) A={(z,y) eR*:1—2<y<1 A x<1};
c)A={(z,y) eR?:2? <y <2-—2?}

d)A={(z,y) eR*:24+y+2>0 A z+y*> <0};

e) A={(z,y) ER*:y<a> ANy—xz>0 A 2y—x<3 A x>0}
f)A={(z,y) eR*:2>0 A 2?2 +y* < 1};
g)A:{(x,y)eRQ'y2+x<2 A x—y>0}

h)A:{(a:,y)eRQ P<z Ar<i +3}
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4 18
Exercicio 6.6 Calcule / / sin(y?)dydz (sugestdo: comece por fazer o esbogo grifico
0 2x

da regiao integranda, invertendo depois a ordem de integragao).

Exercicio 6.7 Calcule // g(x,y)dzdy, sendo A =10,2] x [0,4] e
A

0, caso contrdrio
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7 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Exercicio 7.1 Determine a solugao geral das sequintes equacoes diferenciais de varidveis
separdveis

a)y’:xy—x b)dl’ey:dy(:c—i-l)—dq;
3
O My A0 ) VT -y — /T yPda =0

e)e”yy =2 (9+y") f)e'd+aP)y =z (2+¢)

Exercicio 7.2 Determine a solucdo geral das sequintes equacoes diferenciais lineares de
1* ordem

)y —y=2we” b) 422y + 8ry = —12sin(3x)

c) 2%y + 3zy = 4e** d) zy' =2z + 2y

Exercicio 7.3 Mostre que qualquer equacgao diferencial ordindria linear de primeira or-
dem que seja homogénea, pode ser escrita como uma equagao de varidveis SEPardvens.

Exercicio 7.4 Resolva os sequintes problemas de valor inicial

d
a)y +4y =0, y(0) =6 b) d—‘g—i—ysintzo, y(m/3) =3/2
c) y cosx +2ysinx =sinz, y(0) =0 d) (1+2%)y = -2zy+2, y(0)=1
e) (1+2%)y +y=0, y(1) =1 f) 2y + 4oy = 4z, y(0) = -2

g) ¥ +ysinz =sinzcosz, y(3) =0 h) (1+2%)y =4z(1+y), y(0)=1

Exercicio 7.5 Determine a solucao geral das equagoes sequintes

ay" =Ty +12y =0 b)y" +4y =0 Ay —4y +4y =0

d)y" +2y + 10y =0 e)y' +y —6y =38 Y+ 3y + 2y = e
9)y" —y=sinz hy' —y=e* i)y" — 6y = 36(x — 1)
7y — 9y = 92* k)y'+3y +2y=sinz )y'+3y +2y=e"

m)y// _ 4y/ + 4y — 6621
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Exercicio 7.6 Resolva os sequintes problemas de valor inicial

a>{y”+y’—2y:0 b){y”+2y’+5y:0
y(0) = —-1,4/(0) =1 y(0) =0,y'(0) =1

C){y”+2y’+y—x2 d){y”+4y—4x—|—1
y(0)=0, y(0)=1 y(3)=0, ¥ (3)=0

e){Qy"+y:0 f){2y”—4y’—|—2y:0
y (%7?) =2,y (%7‘(‘) =0 y(0)=—-1,4(0) =1

) { y" — 2y + 10y = 1022
y(0) = 0,y'(0) = 3

Exercicio 7.7 Resolva os sequintes problemas de valores na fronteira

y//_6y/+9y:e3x y,,+4y:0
a>{y<o>:0,y(1):0 b){y<o>=o,y<w>=o

C){ y" — 10y + 25y = 50 d){ Yy’ — 8y + 16y =0
y(0)=0, y(2) =2 y(0)=1, y(1) ="

Exercicio 7.8 Resolva o sequinte problema com condicoes periodicas
{ y' +4y =4,
y(0) =y (3).v0) =y (5)
Exercicio 7.9 Sabendo que y = €** € solucao da equacio diferencial
y' — oy +10y =0, «a€R,
determine a e a solugao geral da equacao dada.
Exercicio 7.10 Sabendo que y (x) = xe* € solugdo da equagao diferencial 2y" — oy +

2y" — oy + 8y = 16
y(0)=1; y(1) =2

8y =0, com a € R, resolva o problema de valores na fronteira {

Exercicio 7.11 Determine a solucdo geral das sequintes equacgoes diferenciais:

a)y +y*sinz =0 byy +x =0

o)y’ —2y =0 d)y'y — (22 +1)e”” =0
e)% cosy = —xffxy? Y + 6yx® —2° =0
g)e*dy + (4 + y2) dr =0 h)dze?dx + (x4 + 4) dy =0
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Exercicio 7.12 Determine os valores de a e b para os quais e** e e=2* sdo solucdo da

equacao diferencial y' 4+ ay’ + by = 0 e, para esses valores de a e b, indique a solugao
geral da equacgao dada.

Exercicio 7.13 Considere um modelo economico onde Qs e Qp designam, respetiva-
mente, a oferta e a procura de um bem, sendo as relagoes entre estas quantidades e o
preco de mercado, P(t), definidas por

Qs = ap+ a1 P(t) + ayP'(t) + azP"(t)
Qp = bo+ b1 P(t) + by P'(t) + b3P"(t),

onde ag, ay, as, as, by, by, by, b3 € R com as # bz e a; # by.
a) Assumindo que Qp = Qs para qualquer t > 0, mostre que o nivel de prego satisfaz
a equacao diferencial
P"(t)+ aP'(t)+ pP(t)=~, t>0 (1)

b) Determine a solu¢do da equagdo anterior que satisfaz as condigoes iniciais P(0) =
10, P'(0) = 0, para os valores de o« = 1,5 = % evy=1.

c) Proponha valores para o, B de modo a que o nivel de prego P(t) seja periédico ao
longo do tempo (sasonal).

Aplicacoes de equacgoes diferenciais

Exercicio 7.14 (Lei do crescimento da populagao segundo Verhulst) a) Deduza
a trajetoria da populagao, y(t), sabendo que: i) em cada instante t, a taxa de crescimento

s .

d
da populacao, Z—gy, ¢ igual a r menos ay (r: taxa de crescimento natural; a: ‘“taza

de emigracio” ou “morte”; com r > 0 e a > 0); ii) no momento t = 0 registam-se yo
(milhées de individuos).

b) Estime o valor da populagdo portuguesa no ano 2025 supondo que no ano de 2015
(por hipdtese t = 0) se regista y = 10.358 (milhoes de individuos) e que r = —0.00229 e
a = 0.00033.

¢) Estude tlgglo y(t).

Exercicio 7.15 (Modelo de Crescimento de Domar) Considere um modelo econémico
onde: i) a procura agregada da economia, yq, varia ao longo do tempo de acordo com a

d dl'1
equacao % = ——, sendo I = I(t) o investimento e s a propensao marginal a poupar
(1/s € o multiplicador keynesiano); ii) a capacidade produtiva (y. = pK - note: a capa-

cidade produtiva depende apenas do stock de capital) varia ao longo do tempo de acordo

. dy. dK
com a equacao = 00—
quacao g = Par

mente — = I(t)). Deduza a trajetoria do investimento, I(t), que satisfaz a condi¢ao de

sendo K = K(t) o stock de capital da economia (natural-

equilibrio no modelo de Domar: varia¢ao da procura agregada = variacao da capacidade
produtiva.
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Exercicio 7.16 Considere as sequintes fungoes, procura e oferta de um bem: Qg =
a—bP; Qs =—c+dP.
a) Determine a trajetoria temporal do nivel de pregos P(t) sabendo que, em cada

dP
instante t, a taza de variacao de P(t) é proporcional ao excesso de procura, i.e., — =

dt
a(Qq— Qs) e que P(0) = Py # P. = (a+c¢)/(b+d) (preco de equilibrio).
b) Verifique em que condigoes tlim P(t) = P..
—00
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