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Teste Final
Atencao: Esta prova deve ser entregue ao fim de 1 Hora. Deve justificar detalhadamente

todas as suas respostas.

1. Considere a fungio f(x,y) = 2% — 2zy — 2y* — 4 + 2y
(a) Determine e classifique todos os pontos criticos de f. (20)

Solucao:

Os pontos criticos de f sao as solucoes do sistema

of
%:0 - 2r —2y—4=0 - ng
8_f:0 -2z —4y+2=0 y:—%
Ay

Assim, o tinico ponto critico de f é o ponto (g, —%) Por outro lado temos

que a matriz Hessiana de f é dada por

Hy(zy) = (_22 j) = Hy(5/3,-1/3) = (_22 jj) ,

sendo os seus menores principais A; =2 > 0e Ay = —12 < 0. Assim,
_1 5 _ 1

concluimos que H (g, 3) € indefinida e que (3, —3) ¢ um ponto de sela.
(b) Sabendo que f tem um minimizante global no conjunto M = {(z,y) € R? : (20)
x +y = 1}, determine-o.

Solucgao:

Como f é de classe C' em R? e a matriz Jacobiana do conjunto das re-
strigoes de igualdade é J = [1 1], que tem caracteristica méxima, sabemos
que qualquer extremante local de f em M serd ponto critico da funcao La-
grangiana L(z,y; \) = f(z,y) — A(x +y — 1). Ora, os pontos criticos de £

sao as solucoes do sistema



(¢) Mostre que a fungao g(z,y) = zy(f(z,y) — 2y + 4x) é homogénea e indique (10)
o seu grau de homogeneidade.

2. Considere Q = {(z,y) e R? : 2 >0, y >z, y < 2—2%} e calcule // (ry—1)dzdy.  (20)
Q

3. Considere um modelo econémico em que o nivel de preco de um dado bem segue
uma trajetéria temporal, P(t), determinada pela equagao diferencial

P"(t) + aP'(t) + bP(t) = c, (1

~—



em que a,c > 0 e b > 0 sao constantes obtidas a partir de certas hipdteses sobre
o comportamento da oferta agregada e o modo de ajustamento de precos e de

expetativas de inflagao.

(a) Determine todas as fungoes constantes que sdo solugao da equagao (1) e (10)
estabeleca uma condicao sobre os parametros a,b de modo que todas as

solugoes da equacgao sejam periddicas.

Solugao:

As solugbes constantes da equagao sao da forma P,(t) = K. Substituindo
na equagao diferencial, uma vez que P/(t) = P.(t) = 0 e P.(t) = K,
obtemos bK = ¢ < K = 7, pelo que a tnica solugao constante da equagao
é dada por Pi(t) = {.
Usando o principio de sobreposi¢ao, observamos que a solucao geral da
equacdo se pode escrever como P(t) = £ + P,(t), em que Py (t) é a solugao
geral da equacdo homogénea. Ora, P(t) serd periddica se e s6 se Py (t) for
peridédica. Considerando as possiveis solugoes de uma equacao diferencial
linear de segunda ordem, homogénea e com coeficientes constantes, vemos
que P,(t) serd periddica se e sé se as raizes do polinémio caracteristico
D? + aD + b forem niimeros imagindrios puros. Como

et VEZ—1
D*+aD+b=0oD=_2 2a :

basta exigir que a? —4b < 0 e que a = 0, o que se reduz a a = 0, j& que

por hipétese b > 0.

(b) Considere a = 2,b =5 e ¢ = 10 e determine a solugao da equagao (1) que (20)
verifica P(0) = 1, P'(0) = 0. O que pode dizer sobre o comportamento de

longo prazo do nivel de preco, tal como previsto por este modelo?

Solucao:

Como ja foi referido na alinea anterior, a solucao geral desta equacao sera
da forma P(t) = % + Pu(t), em que Py, é solugao da equagao homogénea
P!+ 2P/ + 5P, = 0. As raizes do polindmio caracteristico, D* + 2D + 5,
sao D = —1 % 2i, pelo que

P(t) =2+ Py(t) = 2+ e "(c1 cos(2t) + cysin(2t))
P'(t) = — e (1 cos(2t) + cosin(2t)) + e *(—2c; sin(2t) + 2¢; cos(2t))
=e "((2cy — c1) cos(2t) — (2¢; + ¢3) sin(2t))
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Repeticao do Teste Intercalar

Atencao: Deve justificar detalhadamente todas as suas respostas.

0 6 5

(a) Calcule todos os valores préprios da matriz A e determine os vetores préprios (15)

5 20
1. Considere amatriz A=1[2 &8 6.

associados ao valor préprio A = 0.

Solugao:

O polinémio caracteristico de A é p(A) = |A — M| = A(5b — \)(A — 13).
Os valores préprios de A, sdo as raizes de p(A) , isto é, Ay = 0,y =5 e
A3 = 13 . Os vetores proprios associados a A = 0 sao as solugoes nao nulas

do sistema homogéneo Av = 0

5’01 aF 2’02 =0 V1 = —%’Ug V1 = 2’02
201 + 8vg + 6v3 =0 & 0=0 &< v3=—209 |,
6U2+5'U3:0 113:—%112 0=

isto é, os vetores da forma t(—%, 1, —g), t 0.

(b) Classifique a forma quadratica Q(x,y, z) representada pela matriz A e iden- (10)
tifique vetores (a, b, c) # (0,0,0) para os quais se tem Q(a,b,c) = 0.

Solugao:

De acordo com a alinea anterior, os valores préprios da matriz A, que representa
Q na base canénica de R?, sdo todos nao negativos, sendo que A = 0 é valor
proprio. Isto permite concluir que a matriz A, bem como a forma quadratica
@, sao semi-definidas positivas. Se considerarmos qualquer vetor v # 0 que seja
vetor préprio associado a A = 0 temos que Q(v) = vT Av = vT(Av) =0T -0 =0,
pelo que qualquer vetor da forma t(—2,1, —2),¢ # 0 verifica a condi¢do pedida.

Vyin(z —y?)

2. Considere a fungao f: Dy C R* — R definida por f(z,y) = —



(a) Determine analiticamente Dy, o dominio da func@o f, e represente-o grafi- (20)

camente. Determine analiticamente o interior e a fronteira de Dy

(b) Decida, justificando, se o conjunto Dy é aberto, se é fechado e se é limitado. (10)

3. Considere a funcao f : R*? — R definida por

(x -1y

, 4y’ <1
flay) =9 VE—12+y ’
0, 24+ >1

(a) Mostre que f é continua em (1,0). (20)



(b) Verifique que a funcao g(z,y) = f(x,y) - /(x — 1)2 4+ y? é diferencidvel no  (15)
ponto (0,0) e calcule Dg(0,0)(h), em que h = (hy, hs).




4. Seja f : R — R uma fungao diferenciavel e F(z,y) = zy + xf(y/x). Verifique (10)

que para x # 0 se tem
oF

T + 8F—x + F
Ox y(‘)y_ gy




