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RESUMO

A Teoria de Controlo Optimo permite encontrar o controlo 6timo para sistemas dindmi-
cos. Isto é, permite encontrar as entradas de controlo que resultem em um comportamento
desejado para o sistema, tais como minimizar o consumo de energia, maximizar a pro-
duc¢do ou manter o sistema dentro de certos limites. Este trabalho final de mestrado apre-

senta esta teoria e ilustra as potencialidades da sua utilizacao.

Numa primeira fase, sdo apresentados os conceitos elementares da Matemadtica que
ajudam a compreender melhor os teoremas cldssicos e as equagdes que deram origem
a Teoria de Controlo Otimo. Esta teoria é descrita posteriormente, sendo demonstrados
dois dos principais teoremas importantes para a sua compreensao: o caso particular do

Teorema de Pontryagin e o Teorema de Mangasarian.

No final, sdo apresentados exemplos cldssicos e praticos que ilustram possiveis formas

de aplicagdo desta teoria.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria de Controlo; Principio do Maximo de Pontryagin; Teo-

rema Mangasarian; Célculo de Variacdes
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1 INTRODUCAO

A Matematica, cuja terminologia grega remete para o conhecimento e a aprendiza-
gem (Pianigiani, 1907), € a ciéncia do raciocinio légico e abstrato que estuda a teoria dos
nimeros (quantidades), a geometria (espagco e medidas) (Oxford, 2012), o cdlculo (vari-
acoes, crescimento e decréscimo) (Ramana, 2007), a combinagdo de estruturas (padroes
formais de conetividade) (Kneebone, 1963) e a estatistica. Socorrendo-se de notacdo
simbdlica alusiva a aritmética, a dlgebra e a andlise, ndo possui uma definicao consensual
no seio da comunidade cientifica (Tobies, 2012), na medida em que multiplos autores di-
vergem acerca da sua condi¢ao enquanto ciéncia natural, ramo das humanidades ou forma
de arte (Tobies, 2012).

Em 2017, Yadav, D. K. procurou encontrar uma definicdo exata e simples para a
"Matematica", concluindo tratar-se do "estudo dos pressupostos, das suas propriedades
e aplicacdes" (Yadav, 2017 pag. 35)). Atualmente, estes diferentes principios sdo apli-
cados de forma transversal no quotidiano. Desde a Economia, a Contabilidade e as Fi-
nangas, a Fisica e Quimica, a Biologia, a Geologia, a Programacao e até a Comunicagao,
sem esquecer a Computacdo, a Logistica, a Automatizacdo e a Otimizacdo de sistemas,

processos e dados.

Muitas destas areas estdo associadas a sistemas que evoluem com o tempo, conhecidos
por Sistemas Dindmicos. De acordo com Ross (2015), o seu controlo é estudado pela
Teoria de Controlo Otimo, durante um periodo de tempo, tendo como intuito otimizar

uma fung¢do objetivo.

Esta Teoria constitui uma extensdo do Célculo de Variagdes (assente no contributo de
McShane) e deve-se essencialmente ao trabalho desenvolvido por Pontryagin e Bellman
na década de 1950 (Bryson, 1996). Os autores propdoem um método geral cujo problema
de controlo abrange uma funcao custo, dependente do estado e das varidveis de controlo.
O controlo 6timo é dado por um conjunto de equagdes diferenciais representativas dos

caminhos das varidveis que minimizam a funcao custo.

Para tal, o controlo pode ser obtido através do principio méximo de Pontryagin (uma
condicdo necessdria também conhecida como principio minimo de Pontryagin ou simples-
mente principio de Pontryagin), ou resolvendo a equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman

(uma condicao suficiente) (Ross, 2009).

O presente trabalho procura compreender algumas das aplicagdes da Teoria do Con-
trolo Otimo, aprofundando o conhecimento sobre a mesma e sobre o impacto que possui
no processo de tomada de decisdo. Em virtude de permitir resolver diversos problemas

de otimiza¢cdo num intervalo de tempo, esta Teoria apoia os diversos setores da sociedade
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a identificar as acdes que devem ser levadas a cabo para alcangar objetivos pretendidos
(Luenberger, 1979).

A Teoria de Controlo e o Célculo de Variacdes estdo relacionados, na medida em
que ambos envolvem a otimizacdo de sistemas dindmicos. No contexto da Teoria de
Controlo, o objetivo passa por encontrar as melhores condi¢des para controlar a evolugdo
de um sistema ao longo do tempo, geralmente com o intuito de maximizar o desempenho
ou minimizar o erro. Por sua vez, o Célculo de Varia¢des procura obter a curva que
minimiza ou maximiza um integral determinado, através da identificacdo das fung¢des que

melhor descrevem o comportamento de uma varidvel dependente de tempo ou espaco.

A Teoria de Controlo recorre ao Calculo de Varia¢des para resolver problemas que
pretendem encontrar a melhor forma de controlar um sistema dindmico - por exemplo, a
melhor entrada de um sistema que maximize a saida desejada. De modo a compreender
com maior profundidade o Calculo de Variacdes, dever-se-a conhecer o enquadramento

histérico que norteia o resultado da equacdo de Euler Lagrange.

Leonhard Euler (1707-1783) foi um famoso matemaético sui¢o do século XVIII, aluno
de Johann Bernoulli, cujos ensinamentos desenvolveu como base do Célculo de Vari-
acoes, para resolver problemas isoperimétricos de minimiza¢do e maximizagdo. Este tipo
de questdes atraiu e desafiou outros autores como Newton ou Leibniz. Euler foi o primeiro
a solucionar o problema da rotacao de um corpo rigido usando as trés componentes da ve-
locidade angular e varidveis cinéticas. O seu contributo para a Matemadtica foi marcante,

tanto a nivel qualitativo como quantitativo (Cline 2017).

Ja Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matemadtico italiano, foi aluno de Euler e
desenvolveu o seu trabalho paralelamente. Em 1788, publicou a conceituada tese sobre
mecanica analitica intitulada "Mécanique Analytique", cuja técnica permite resolver o
problema mecanico sem recorrer a consideracdes geométricas, tendo apenas por base o

vetor de quantidade cinética e potencial de energia.

Lagrange também introduziu o conceito dos multiplicadores indeterminados para re-
solverem as condicdes auxiliares, que tem um papel vital na teoria mecanica. William
Hamilton, uma figura relevante na formulacdo analitica da mecanica cldssica, apelidou
Lagrange de "Shakespeare da Matemadtica", tendo em conta a "extraordindria beleza,
elegancia e profundeza dos métodos Lagrangianos". Lagrange foi também o pioneiro
de outras indmeras contribui¢des para a Matematica. A titulo ilustrativo, juntamente com
Euler e d’Alembert, desenvolveu grande parte das equagdes diferenciais parciais.(Cline
2017).

A primeira aplica¢do conhecida do Célculo de Varia¢des decorreu sobre o problema
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de brachistochrone. Dados dois pontos A = (ty, o) ¢ B = (t1,x;) num plano vertical,
o tempo necessario para uma particula se deslocar ao longo de uma curva de A para B,
apenas sob a influéncia da gravidade, dependera da forma da curva. O problema passa por
encontrar a forma da curva através da qual a particula se move o mais depressa possivel

como ilustrado na figura[I] (Sydsaeter et al 2005)).

Fig. 1: Problema de Brachistochrone

Uma reacgdo inicial ao problema pode consideré-lo facil, na medida em que perceciona
que uma reta unindo A e B € a solucdo. No entanto, este pressuposto ndo esta correto. Em
1696, o matemadtico suico John Bernoulli provou que a solu¢do pertence a parte de uma
curva conhecida como cicléide, na qual a particula pode acelerar rapidamente, seguindo
uma direcdo quer vertical como horizontal, antes da curva se achatar ao se aproximar do
ponto B, (Sydsaeter et al 2005). Recorrendo a fisica elementar, é possivel demonstrar que

o problema de brachistochrone se reduz a uma minimizacao pela seguinte expressao

t1
min/ F(t,z,&)dt sujeitoa  x(ty) = xg, x(t1) = 1.
t

0

A Teoria de Controlo e o Calculo de Variagdes sdo disciplinas matematicas que t€m
aplicacdes em varios campos, incluindo a economia. Na economia, a Teoria de Controlo
€ usada para modelar e controlar sistemas econémicos, enquanto o Calculo de Variacdes

€ usado para resolver problemas relacionados a otimizagao.

O principal modelo apresentado neste estudo recorre a metodologia e a linguagem
neocldssica, nomeadamente a conceitos como stock de capital agregado, funcdes de pro-
ducgdo agregadas e funcdes de utilidade para consumidores representativos (muitas vezes
com horizontes infinitos), elementos fundamentais das teorias modernas de crescimento

econdmico.

Baseado na obra de Frank Ramsey (1928), inspirado em economistas cldssicos como
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Adam Smith (1776), David Ricardo (1817) e Thomas Malthus (1798), e contemporaneo
de autores como Allyn Young (1928), Frank Knight (1944) e Joseph Schumpeter (1934),

este modelo procurou introduzir novas ideias a teoria do crescimento.

De entre elas, destacam-se as abordagens bdsicas ao comportamento competitivo e
a dindmica de equilibrio, o papel dos rendimentos decrescentes e a sua relacdo com a
acumulacdo de capital fisico e humano, a interacdao entre o PIB per capita e a taxa de
crescimento da populacdo. De igual modo, abrange os efeitos do progresso tecnolégico
na especializac¢do do trabalho e descobertas de novos bens e métodos de producdo, a par

do papel do poder monopolista como incentivo ao avanco tecnoldgico.

Nesta tese, utilizam-se métodos matemédticos modernos de otimiza¢do dindmica e
equacdes diferenciais para discutir o modelo apresentado por Ramsey (1928). Este mo-
delo constitui uma ilustragdo adequada da aplicac¢ao da teoria do controlo na economia,
pois o tratamento de Ramsey da otimizacdo doméstica ao longo do tempo ultrapassa la-
grmanete a sua aplicacdo a teoria do crescimento. Atualmente, assume-se enquanto base
das discussoes da teoria do consumo, da defini¢do de precos dos ativos ou mesmo da
teoria dos ciclos econémicos. As condi¢des de otimizacdo que Ramsey (e Fisher, 1930)
introduziram aos economistas ainda hoje sao a pedra angular da anélise econdmica mod-
erna em muitas dreas e a funcdo de utilidade intertemporalmente separdvel de Ramsey €

tao amplamente usada quanto a fung¢do de producao de Cobb-Douglas.
2 NOCOES ELEMENTARES DE MATEMATICA

Nesta sec¢do, vamos cobrir 0s conceitos basicos de matematica que sdo essenciais
para uma compreensao mais aprofundada da Teoria de Controlo. Vamos revisar conceitos
como as funcdes de classe C'!, a regra da cadeia, maximos e minimos de fungdes, além
de introduzir novos conceitos, como as formas quadrétricas e a concavidade de fung¢des.
Além disso, abordaremos exemplos, a fim de garantir que os conceitos sejam facilmente
compreendidos e aplicaveis. Ao final desta sec¢do, os leitores terdo uma base sélida de

conhecimento matematico para seguir em frente na compreensao do restante documento.

As fungdes de classe C! sdo fungdes matemadticas que possuem uma primeira derivada
continua. Em outras palavras, uma func¢do € da classe C' se sua derivada existe e é
continua em todo o seu dominio. A continuidade da primeira derivada é importante em
muitas aplicagdes matemadticas, incluindo o cdlculo de minimos e maximos, a resolucao

de equagdes diferenciais e a andlise de estabilidade.

Para uma melhor compreensao dos resultados futuramente demonstrados, comecemos

por introduzir a regra da derivagdo composta, nos termos do elencado em (Sund, 2014).
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Teorema 2.1 - Regra da Cadeia

Seja D C R™ um conjunto aberto e f : D — R uma funcdo real de classe C*. Supon-
hamos que 7: I C R — D diferencidvel. A fung¢do composta f o7 = fo (ry,...,r,):
I — R fica assim bem definida. Seja g(t) = f(7(t)). Entdo, g € diferencidvel e

dg _ Of dny Of drn
dt — Oxy dt o, dt

2.1)

Em (Sund, 2014)), procede-se ainda a definicdo de médximo e minimo global, maximo e

minimo local e ponto estacionério, como de seguida se descreve.

Definicdo 2.1 Seja f : D C R™ — Re seja & = (x7,...,2%) € D.

O vetor ¥* é dito maximizante global de f se f(Z*) é mdximo global de f, ou seja, se

Vi € D, f(7) > f(@).

O vetor ©* ¢ dito minimizante global de f se f(¥*) é minimo global de f, isto é, se
VZ e D, f(&*) < f(Z).

O vetor ¥* ¢é dito maximizante local de f se 3r > 0: f(Z*) > f(&) para todo o ¥ tal que

& — || <.

O vetor T* ¢ dito minimizante local de f se Ar > 0 : f(*) < f(Z) para todo o T tal que

& — & < r.

Finalmente, um ponto estaciondrio (ou critico) de f é um ponto ©* tal que V f(z*) = 0,

isto é, todas as derivadas parciais de f em ¥ sdo nulas:

of

o, (@) =0.

Vie{l,2,...,n},

Propriedade 2.1 Seja f: D C R" — R uma funcdo de classe C* e & € int(D) um

extremo local de f. Entdo ¥* é um ponto estaciondrio de f.

Prova: Seja (ey, ..., e,) abase candnica de R™ (isto é, a iésima coordenada de e; é 1 e as
restantes sdo nulas). Por exemplo, se x* for um minimizante local, f(Z*+he;)— f(2*) > 0

para h suficientemente pequeno, pois f(x*) é minimo local da fungdo.
1
* Quando h — 07, 7 > 0, pelo que

of (") = lim

ox; h—0+ h -
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1
e Caso h — 07, tem-se 7 < 0, e assim temos

Of oy _ qo (@ 4 hé) — f(77)]
8_952(3; )= hlgglf h =0

Concluindo,

2.1 Formas Quadrdticas

Segundo a defini¢do de (Sydsaeter et al 2005)), uma forma quadratica de n varidveis é

uma fun¢do () da forma

n o n
2 2
Q(ZEl, e ,.In) = E E Qi TiT; = Q1127 +a19x129+ - - - +6Lijl’il’j +- - +6Lnnl’n (22)
i=1 j=1

onde a;; sdo constantes. Supondo que & = (z1,...,%,) e A = (a;;) entdo, pela definicao
do produto matricial,
Q(x1,...,7,) = Q) = 7T AT

Note-se que substituindo a;; € aj; por %(aij + aji) nao se alteram os valores da forma

quadrétia (), pelo que vamos considerar que a matriz A é simétrica.

Definicao 2.2 - Classificacao das Formas Quadraticas

Uma forma quadrdtica () é
i) definida positiva se Q(z) > 0 para todo o T # 0;
ii) semidefinida positiva se V%, Q(Z) > 0, e se existir j # 0 tal que Q(y) = 0;
iii) definida negativa se Q)(&) < 0 para todo o T # 0;
iv) semidefinida negativa se V%, Q(Z) < 0, e se existir j # 0 tal que Q(y) = 0;
v) indeterminada se existirem vetores T e i tais que Q(Z) > 0 e Q(y) < 0.
Observa-se que uma forma quadrdtica indeterminada assume valores negativos e pos-

Itvos.

O seguinte teorema, de que omitimos a demonstragcdo, permite na pratica classificar facil-

mente, em muitas situacdes, formas quadréticas.
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Teorema 2.2 (Sydsaeter et al 2005) (Teorema 1.8.2), considere-se a forma quadrdtica
Qx) =D > ayma; (ai; = aj),
i=1 j=1

com a matriz simétrica A = (a;;)nxn associada. Seja Ay, ..., \, os valores proprios
(reais) de Aﬂ Tem-se entdo que:

(a) Q) é definida positiva < \y > 0,..., )\, > 0.

(b) Q) é semidefinida positiva < \y > 0,..., )\, > 0, sendo 0 valor proprio.

(c) Q é definida negativa < \; < 0,..., A\, <0.

(d) Q) é semidefinida negativa < A\ < 0,...,\, <0, sendo 0 valor préprio.

(e) Q € indefinida < A tem os valores préprios com sinais opostos.

Apo6s a apresentacdo destes conceitos elementares, abordar-se-d4 brevemente a concavi-

dade de fung¢des, tépico particularmente relevante na teoria de controlo 6timo.

2.2 Concavidade de Fungoes

Definicao 2.3 Seja D um subconjunto convexo de R" e seja f uma funcdo de valores

reais definida em D. Diz-se que f é cOncava se satisfizer a seguinte inequacdo

T+ (1= 1)y) = tf(Z) + (1 =) f (), (2.3)

paratodo o T,y € D e paratodo ot € [0,1]. A funcdo é dita convexa se — f for concava,

isto ¢, se a inequagdo (2.3) se verificar para a desigualdade contrdria (<).

A fungdo f serd extritamente concava se
iz + (1 =07 > tf(@) + (1 =) f(9), (2.4)

para todo o T,y € D e todo ot €]0,1], sendo estritamente convexa se se alterar a

orientagdo da desigualdade (<) na inequagdo (2.4).

Nota: Se D C R? e se f for de classe C'!, de um ponto de vista geométrico, pode
provar-se que f é concava se a superficie de equacdo z = f(z,y) estiver "por baixo" dos

planos tangentes a essa superficie, como se pode observar na figura 2]

'Note-se que as matrizes simétricas sdo diagonalisdveis. Possuem portanto n valores préprios contados
com a ordem de multiplicidade
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Fig. 2: Paraboloide e Plano Tangente
A equagio para o plano tangente ao grafico de f no ponto (¥, f (%)) é
2=V (T=9)+f7)
Logo f € concava se para todo o &,/ € D se tiver a desigualdade

f(@) <z2=V[@) (&-9)+ f©).

Para uma melhor compreensdo deste conceito seguem-se algumas caracterizacdes das

fungdes concavas em casos particulares, bem como alguns exemplos.

Caso de funcoes de uma variavel

Seja f : D C R — R e suponhamos que dados quaisquer dois pontos P e () do gréfico
de f,onde P = (x,,y,) e Q = (z,4,Y,), a corda [PQ)] situa-se "abaixo" do grafico de f.

Dado,
w=tr,+ (1—-t)z, te[0,1].

A equagio da ordenada do ponto de [P(Q)] de abcissa w é descrita por
tf(zp) + (1 =) f(xq).

Logo, vt € [0, 1], f(w) = f(twy + (1 = t)zg) 2 tf(xp) + (1 = 1) f(2,),

como se observa da figura[3] Reencontra-se assim a desigualdade (2.3)) da Defini¢do[2.3]

Se f for diferencidvel, pode provar-se, sendo h = = — x, que f é concava se

Vxg € D, Vh, f(l?o + h) < hf/<.270) + f(.Z’Q), (2.5)
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A

Fig. 3: Concavidade - Caso de fun¢des de uma varidvel real

o que corresponde a ideia do grifico de f se situar "abaixo" das tangentes, principio ja

ilustrado acima no caso de func¢des de duas varidveis.

Caso de funcoes de varias variaveis

De forma andloga a desigualdade (2.5)) correspondente ao caso de uma varidvel, pode

provar-se que

Propriedade 2.2 Seja f : D C R" — Re & = (z1,...,2,) — f(z1,...,2,) diferen-
cidvel.
féconcava < f(xg+ h) < hV f(x0) + f(xo),

comh = (hy, ..., hy).

Caso de funcdes de uma variavel de classe C*

Propriedade 2.3 Seja f : D C R — Re f € C?(D). A fungdo f é concava se e sé se os

declives das retas tangentes ao seu grdfico ndo crescerem, isto é, se [’ for ndo crescente:

f é concava = f" <0.

Caso de funcoes de varias variaveis de classe C?

Para fungdes de vdrias vardveis de classe C?, apresenta-se o teorema 2.3.1 de (Sydsaeter
et al 2005)

Teorema 2.3 Seja f € C*(D), D C R? aberto e convexo. Entdo:

" ” ” "o "2
(a) | éconvexa < f1; 20, fog > 0e f11fo— f127 20,

9
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. A " " "o "2
(b) | éconcava <= f1; <0, foe <0e€ f11f20 — f12 20,

2 P
(c)fiy > 0e fi1foo — f1a > 0= f éestritamente convexa,

7 "o "2 . ”
(d)fi, <0e fi1fo0 — fia > 0= f éestritamente concava.

Além da influéncia exercida sobre as fun¢des quadraticas, a concavidade tem implicagdes

no ambito dos maximos e minimos locais. Atente-se a proposi¢ao 10 de (Sund, 2014)).

Proposicio 2.1 Seja f uma funcdo real de classe C* definida num conjunto aberto e

convexo D de R™ e seja ¥* € D, valem as seguites propriedades:
Se [ é concava, entdo &* é um mdximo local para f se e s6 se V f(z*) = 0.

Se f é convexa, entdo T* é um minimo local para f se e s6 se V f(&*) = 0.

De modo a expressar melhor o conjunto de propriedades apresentadas para o estudo de

concavidade de fun¢des, apresenta-se os seguintes exemplos.

Exemplo 2.1 - Fungoes Afins
Considere-se f(x,y) = ax + by, onde a e b sdo constantes reais.
of _ 0*f of 0*f o*f _ 0*f

=0, 2-=b, 5 =0

or " 9r2 " Oy Oy? Oxdy - OyOx B

A matriz Hessiana de f ¢ definida por

9%f 9% f
H, = Erel o0zxdy — 00
T 2L oy 0 0

Oyox oy?

A matriz Hessiana deste tipo de funcéoes é nula, logo f é simultaneamente coéncava e
convexa. Este resultado também decorre trivialmente da Defini¢ao ([2.3).

Exemplo 2.2 - Funcdes de tipo y*> + ay + bx
Considere-se f(x,y) = y* + ay + bz, onde a e b sdo constantes reais.
of ., of o2 f Pf 2

o0 a2 5 T 5 T2 Gy T ayor

A matriz Hessiana de f é definida por

92 f 92 f
H, = 0z2 0xdy — 00
N = S 0 2

Oydx Oy?

10
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A partir da diagonal da matriz H, pode afirmar-se que os valores proprios sdo 0 e 2.

Como ambos sdo ndo negativos, entdo H é semidefinida positiva, logo f é convexa.

b
Exemplo 2.3 - Fungées de tipo ax + —
Y

Considere-se f(x,y) = ax + —, onde a e b sd@o constantes reais.
Yy

of _ O _, of _ b &f_2 f &

or " 922 oy  y?’ @_?eﬁxayzayax:

A matriz Hessiana de f é definida por

o%f 9% f
H, = ox? 0xdy _ 0 0
Pl e 2 |~ | 2
Oyoxr  Oy? y3

A semelhanca do exemplo anterior, pode afirmar-se, a partir da diagonal da matriz H,
que os valores proprios sdo 0 e 3—2 H ¢é semidefinida positiva ou negativa consoante o
sinal do valor proprio 5—3, logo f é convexa se 5—2 > 0, ou é concava se i—g <0, oué

simultaneamente convexa e concava se b = 0.

Exemplo 2.4 - Fungées de tipo ax + be™

Considere-se f(x,y) = ax + be™Y, onde a e b sd@o constantes reais.

of 0 f af . Of _ 0 f 0% f
—=a, =0, ——=-be¥, < =be Ve = =0
ox 0x? dy 0y? Oxdy  Oyox
A matriz Hessiana de f é definida por
2f  8f
A
aayg; g—y{ 0 be ¥

Também neste caso, a partir da diagonal da matriz H, se pode afirmar que os valores
proprios sdo 0 e be™Y. H é semidefinida positiva ou negativa consoante o sinal do valor
proprio be™Y. Como e™Y > 0 para qualquer valor ou funcdo de vy, logo f é convexa se

b >0, ou é concava se b < 0, ou € simultaneamente convexa e concava se b = (.

3 INTRODUCAO AO CALCULO DE VARIACOES

A teoria de controlo 6timo consiste numa generalizacdo moderna da teoria cldssica
do calculo de variacdes, que oferece um método tnico para o tratamento de problemas

dindmicos gerais de otimiza¢ao num espacgo de tempo continuo (Sydsaeter et al 2005).

11
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Tal como elencado pelos autores, a teoria mais recente € atualmente utilizada por um
elevado nimero de economistas, mesmo quando o problema pode ser resolvido através do
célculo de variagOes. Por conseguinte, estudantes de economia interessados em problemas
dindmicos de otimizacdo devem fazer um esforco adicional para aprender os principios

basicos da teoria de controlo 6timo.

Nao obstante, os autores defendem que é mais facil compreender a metodologia mo—
derna tendo em consideracdo o conhecimento prévio da teoria cldssica. Com efeito, a
histéria do cdlculo de variagdes € bastante longa, tendo alguns dos seus principais resul-
tados sido obtidos por Euler e Lagrange no século XVIII. Por sua vez, em (Sund, 2014))
constata-se que o problema basico de cdlculo de variagdes consiste na determinacdo de

um méiximo ou minimo de um integral da forma
t1
Iw) = [ Ftate). o), G.1)
to

onde F' € uma fungio de classe C? de trés varidveis, x = x(t) é uma fungfio qualquer de

classe C? no intervalo [to, ;] e & € a derivada de x, tal que
z(to) =z € x(t1) = 21, (3.2)

onde zy e x; sdo nimeros dados.

Fungdes z de classe C? e que satisfazem as equagdes de pontos extremos (3.2)), dizem-

se funcdes admissiveis.

O lema que se segue, segundo ilustrado por (Sund, 2014), serd muito til para a com-

preensdo e desenvolvimento das demonstracdes que serdo apresentadas mais adiante.

Lema 3.1 - Lema Fundamental do Cdlculo de Variagoes

Assume-se que [ : [to, t1] — R é uma fungdo continua e que
t1
| touta=o
to
para todas as fungoes continuas 1. Entdo f(t) = 0 para todo o t no intervalo [to, t1].

Demonstracao 3.1 - Lema|3.1

Se existir um T €|ty, 1] tal que f(1) # 0, diz-se f(7) > 0, entdo f(t) > 0 para todo t em

um intervalo [T — €, T + €| de T uma vez que f é continua. Escolhe-se a funcdo (i tal que

12
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€ de classe C? e
>0, u(r—e)=pu(r+e¢) =0, u>0em|r —e€,1+ €,
e i = 0 fora do intervalo |t — €, T + €[. Pode-se, por exemplo, deixar

(t—(T—€)P((T+e¢)—t)3 telT—¢€1+¢
0, telr —e,1+¢€,

que é de classe C*. Entdo

/t F@Out)dt = /  Hutd > 0

uma vez que, (1(t) f(t) > 0e u(t) f(t) é continua no intervalo aberto |t — €, T + €[. Assim,

obtém-se uma contradicdo. |

Teorema 3.1 - Teorema Principal do Cdlculo de Variagcoes, Teorema 1 de (Sund, 2014)

Assume-se I uma funcdo de C? definida em R3. Considere-se o integral

t1
/ F(t, (t), #(t))dt (3.3)
to

Se a fungdo x* maximiza ou minimiza o integral para todas as fungées x* de C* em

[to, t1] e satisfaz as condi¢cdes de pontos extremos
x(tg) =x¢ e x(ty) = 21,

entdo, x* satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange

g—i(t,x*(t),j:*(t)) — i(g—};(t,x*(t),:t*(t)) =0, tE€[ty,t]. (3.4)

Em sentido inverso, se uma func¢do admissivel x(t) verificar a equacdo de Euler-Lagrange,
e simultaneamente (x, %) — F(t,x, &) for concava (convexa) para todo t € [ty, t1], entdo
a fungdo x(t) resolve o problema de maximiza¢do (minimizagdo) de . As fungoes de
x(t) que verificam a equagdo (Euler-Lagrange) sdo designadas pontos estaciondrios ou

pontos extremais.

Considere-se agora o problema de maximizar/minimizar o integral (3.3) mas com
condi¢des extremais diferentes, mediante as quais o valor extremo x(ty) das fungdes ad-

missiveis é fixado e o valor do extremo x(t1) é livre. Obtém-se o seguinte resultado

13



PEDRO C. ESCARIA TRABALHO FINAL MESTRADO ISEG

Teorema 3.2 - Condicdo de Mangasarian do cdlculo de variagoes
Assume-se que xy € um niimero dado. Uma condi¢do necessdria para uma fung¢do x* de

classe C? resolver o problema

t1
max (min)/ F(t,x(t),z(t))dt, x(to) = xo, x(t1) € livre, (3.5)

to

é que satisfaca a equagdo de Euler-Lagrange (3.4) e ainda a condigdo, dita de transver-

salidade,
or

0% li=t

= 0. (3.6)

Se a fungdo F(t,x, ) for concava (convexa) nas varidveis (x,z) para cada t € [to,t1],
entdo qualquer funcdo admissivel x* que satisfaca a equacdo de Euler-Lagrange e a

condigdo (3.6) resolve o problema de maximizagdo (minimizagdo).

Exemplo 3.1 Considere-se o seguinte problema
1
max/ (z — 3%)dt,
0
(0) = 0.

Seja f(t,x,2) = x — ? e assuma-se x* 6timo para todo t € |0, 1]. Entdo, pelo teorema
de Euler,

9 . oy _ - _ 0 _9
&ij(t,m %) =V f(t,z*, &%), onder—%eV:p—a—x,
of . of _of . Pf S
oe " 82V 8p T Y pa T 2Cba0r  0idr O
A matriz Hessiana de f é definida por
0 0
H; = :

A partir da diagonal desta matriz, afirma-se que os valores proprios sao 0 e -2. Como os
valores proprios sdo ndo positivos e O é valor proprio, H é semidefinida negativa e logo

f € concava.

Tem-se também

of _ . 00f _

14
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Atendendo a equagdo de Euler
95 — 1 5 i 1
—2% = T=—=.
2

Primitivando a expressdo e sendo Cy,Cy € R

. t
l’(t) = —5 + Cl,
tQ

Dada a|Condicdo de Transversalidade (TC), Vi f (t1, 2*(t1),2*(t1)) = 0 com t; = 1

1 1

x(1)20<:>02—§+6’1<:>§:(3’1,
0 O
SC(O):O@OI—Z—Fi—FCQ@O:CQ.

A fungdo x(t) = —% + & é maximizante

/1 t2+t ( t+1>2dt
max —— F+ == -z +=
o 42 2 2

O mdximo do integral é pois

/1 t2+t ( t+1>2dt—/1 t2+t t2+t 1dt—/1 t2+t Lt
o 4 2 2 2/ ), 4 2 4 2 4 )y 2 4

4 TEORIA DE CONTROLO

Tal como referido anteriormente, em (Sydsaeter et al 2005) descreve-se a teoria de
controlo 6timo na qualidade de extensdao moderna do célculo de variacdes. Segundo os
autores, enquanto a equacdo de Euler-Lagrange, o resultado principal da dltima teoria,
foi descoberta em 1744, o principio do méximo, central na teoria de controlo 6timo, s6
foi desenvolvido na década de 1950, por diversos matematicos russos (Pontryagin et al
1962).

Este principio oferece as condi¢cdes de otimizacdo necessdrias para um vasto leque
de problemas dinamicos, abrangendo todas as premissas que decorrem da teoria cldssica,

podendo também ser aplicado a um conjunto mais alargado de problemas.
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Desde 1960, multiplos estudos tém recorrido a teoria de controlo, aplicando-a, a titulo
ilustrativo, a andlise do crescimento econdmico, da tributacao, da regulacdo da informacao
assimétrica, do controlo de inventdrio e da extra¢ao de recursos naturais e irrigacdes, entre
outros (Sydsaeter et al 2005)).

Numa primeira instancia, importa clarificar a notagdo principal que sera utilizada.
Considere-se uma funcdo u - a fung¢do de controlo - que corresponde as escolhas que
um agente pode fazer a cada instante. A func¢@o pertence a um conjunto U que € fixo e

fechado em R*, designado por espaco de controlo.

Definida a fun¢ao u, determina-se a trajetdria - fung@o x - que constitui a inica solucao
da equacdo diferencial com condigdo inicial z(ty) = «. Face ao exposto, o par (z(t), u(t))
¢ solu¢do admissivel, se cumprir as restricdes do problema em estudo, por exemplo,

i(t) = g(t, z,u) e z(ty) = o, onde g é uma fungdo de classe C.

Entre todas as solugdes admissiveis, pretende-se encontrar a solucdo 6tima, isto €,
aquela que maximiza o funcional J(u) - a fungdo objetivo. O par que maximiza o fun-
cional é denotado por (z*,u*), onde u* é o controlo 6timo e z* a trajetdria Gtima associ-
ada. Os controlos admissiveis u pertencem a K C([to, t1]) que denota a classe de fung¢des
continuas por trogos no intervalo [to,t;]. Denote-se ainda por KC! o subconjunto de
K C das fungdes cuja derivada existe exceto num nidmero finito de pontos, sabendo que
a derivada se encontra em K C'. Atendendo ao proposto em (Calogero, 2014), o presente
trabalho interessa-se pelo seguinte problema:

( t1

J(u) = ft,x,u)dt,
to

#(t) = g(t, z, u),

2(ty) = a, 4.1)

el

L C = {u:[ty,t1] = U C R* u admissivel}.

onde ¢, estd fixo, f e g sdo de classe C' e U é convexo e fechado. O controlo u € KC*

diz-se admissivel se
o(t) = g(t, o, u),
z(ty) = «,

admitir uma solugdo unica. O conjunto de todos os controlos admissiveis serd denotado

por C(zy,)- O problema (4.1)) € considerado o mais simples da teoria de controlo.

Considere-se a funcao
A= (/\1, ey )\n) : [to,tl] — Rn,
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a qual se atribui a designag¢do de multiplicador.

Define-se a funcdo Hamiltoniana H: [to,t1] x R" x U x R™ — R por
H(t,x,u,\) = f(t,x,u) + X- g(t,x,u).
Tem-se entdo o seguinte resultado fundamental:

Teorema 4.1 - Principio do Mdximo de Pontryagin
No problema , sejam f e g fungdes de classe C. Seja u* um controlo 6timo e x* a
trajetoria associada. Entdo, de acordo com o teorema 2.1 de (Calogero, 2014), existe um

multiplicador \* : [ty, t;] — R" continuo tal que:

i) \* # 0 (O multiplicador é nao trivial)

ii) (Principio Mdximo Pontryagin (PMP)) Para todo o t € [to, t1],

u*(t) € arg max H(t,z"(t),v, \"(t)) isto ¢,
vE

H(t,x"(t),u"(t), \*(t)) = max H(t,z"(t), v, A*(t)). 4.2)

velU

Caso de U* = RF (PM F,), a equagéo pode ser reescrita como se segue:

VL H(t, 2 (£), u*(t), \*(£)) = 0. 4.3)

iii) (Equacao Adjunta (AE))

N(t) = =V H(t,z*(t),u*(t), \(t)) para quase todo t € [ty,t,)]. (4.4)

iv)
A () = 0. 4.5)

Exemplo 4.1
( 3
min/ x4 2t(1 — e')udt,
1
T =2x+4ut,
z(1) =0,
L 0<u<2.

Considerem-se as seguintes fungdes auxiliares para o Hamiltoniano f(t,z,u) = x +

2t(1 — e')u e g(t, z,u) = 2x + 4ut. O Hamiltoniano tem a seguinte expressao:
H(t,z,u,\) = f(t,z,u) + \g(t,z,u) = v + 2t(1 — " )u + \(2x + 4dut).
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Aplicagdo do Principio do Mdximo: assume-se que (x*,u*) é o par dtimo que resolve
o problema. Seja \(t) uma funcdo continua em todo o t € [1,3] e u*(t) o minimo do
Hamiltoniano H (t,x(t),u(t), A(t)), pode-se dizer

H(t,x* (1), u(t), A1) = H(t, 2" (1), u” (1), A(t)),

A(3)=0 (TJ),
At) = =V H(t, z(t),u(t), \(t)) = —1 — 2\ (AE),

At) +21 = —1.

Pode-se observar que €' é o fator integrante da|Equacdo Diferencial Ordindria (EDO)|e

multiplicando-o na equagdo anterior tem-se

2t

. 1
At)e? ' +2e* )\ = —e* < (¥ (1)) = —(e*) < e \(t) = —%—1—0 S A\t) = —§+C’e_2t.

Como \(3) = 0 entdo —% +Ce % =0, 0 que implica C' = %66. Substituindo na expressdo

de \(t) obtida segue-se

1 €—2t+6

11
At) = —5+ éeﬁe’% S A\t) = 5+

1
< M) = 5(672”6 —1).
Aplicando a propriedade para o problema verifica-se

min <x* +2t(1 — e u + A2z * —i—4tu)> = 2%+ 2t(1 — e u* + A\ (22" + 4tu*) &

0<u<?2

& min 2t(1 — e")u + 4 tu = 2t(1 — e")u* + 4\ tu*

0<u<2

& OI<ni£12 u(2t(1 — €') + 4Mt) = u*(2t(1 — €') + 4\t), onde u* minimiza a expressdo

i} 0 se 2t(1 — e') + 4\t > 0,
u =
2se2t(1 —e) + 4t < 0.

Como se pretende minimizar, a escolha do valor de u vai depender do sinal da equagdo
2t(1 — e') 4 4At. Sendo \(t) = 5(e % — 1) obtém-se

2t(1 —e') + 45 (e - 1)t > 0 - 2t(1 —e') + 45 (e 1)t > 0
26(1 —e") +45(e7 20— 1)t < 0 2t — 2tel + 2te 20 — 2t < 0

- et<e—2t+6@ t<—2t+6@ 3t<6@ t <2,
el > g7 246 t>—-2t+6 3t >6 t> 2.
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Atualizando a expressdo de u* que é definida por

. Oset <2,
u =
2set > 2.

Casot<2=u=0
t=2r= (ve) =0 re? =Cer=C0"

Sabendo que x(1) = 0 entdo C' = 0.

Casot >2 = u=2
& =21 + 8t = (ze ) = Ste .

Realizando um cdlculo auxiliar para se obter a primitiva de 8te=2! temos
/ Ste 2dt = / —4t(—2e7H)dt = [—4te ] — / —4(e™dt =

= [—4te ] — / 2(—2)e 2dt = —4te " — 2e ",

Primitivando a igualdade, obtém-se
e = —Ate™ — 27" 4 C & 1= —4t — 2+ Ce?.
Sabendo que x(t) =0em 1 <t <2= x(2) =0. Sejat =2
0=-8-2+Ce"= C=10e".

Deste modo,

Osel <t<2,
(t) = 24
—4t — 2+ 10e se2 <t <3.

Este é a expressao do candidato a minimo que se ird confirmar apds apreciar o Teorema

de Mangasarian.

Exemplo 4.2
/ 2
max/ (2x — 4u)dt,
0
rT=u+x,
x(0) = 5,
L 0<u<2.

Assumam-se as seguintes fungdes auxiliares para o Hamiltoniano f(t,z,u) = 2x —4u e
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g(t,z,u) = u+ x. Sabe-se que t € [0, 2]. Seja A uma fungdo continua no intervalo [0, 2|.

O Hamiltoniano tem a seguinte expressdo
H(t,z,u,\) = f(t,z,u) + g(t,z,u) = 22 — du + AN(u + z).
Aplicando a propriedade ({.4)) verifica-se
At) = =V H(t,z,u,\) = —(24+X) = =2 = A & A(t) + A(t) = —2.

O fator integrante do funcional é €' da e multiplicando-o na equacdo anterior tem-
se
Aet + het = —2¢t & (A(t)e!) = —2¢'.

Primitivando a igualdade, obtém-se
At)e = =2e" + O & \(t) = -2+ Ce ™.

Como \(2) = 0 observa-se 0 = —2 + Ce™? & C = 2¢2, obtendo a seguinte expressao
para \*(t)
N(t) = =2+ 2e*7,

Aplicando a propriedade ({.2)) para o problema deduz-se

Jnax <2x* —du+ N (u+ x*)) =2" —4dut + N (v +27) &

& max —4u + \'u = —4u* + \u”
0<u<2

 max u(N* —4) = u*(\" — 4), onde u* maximiza a expressao.
SUS

Caso \*(t) < 4
—242e T <4 e 2T <b6e e T<3e e’ <In3e2-t<In3<t>2-In3.
Caso \*(t) > 4

—242* P> 42 > P >3 ne P >n3 e 2t >1n3 < 2-1n3 > ¢.

. Ose2—1In3 <t,
ui(t) =
2se2—1In3 >t

Caso0<t<2-Ind3=u=2

T =u+xcomx(0) = 5. Sabe-se que, 0 < t < 2 —1In3 = u = 2. Com efeito,
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verifica-se que

rT=24+rxx—x=2.

O fator integrante do funcional é e~*. Multiplicando ambos os lados da equagédo pelo

fator integrante, alcanga-se o seguinte resultado

el —zet =2t (et =2 e = 2"+ C & x=-2+Cc

Com o intuito de descobrir o valor de C, (0) =5 =5 = -2+ C & C = T. Assim,

tem-se a seguinte equagdo para x(t)
x(t) = =2+ 7€'
Caso2—I3<t<2=u=0ei=u+xcomx(t)=>.

r=x<x—xz=0.

t

O fator integrante do funcional é e~*. Multiplicando ambos os lados da equacdo pelo

fator integrante, alcanca-se o seguinte resultado

el —xe =0 (ze) =0 e =C & x=_Cc.

Com o intuito de descobrir o valor de C, (2 —In3) = 5 = 5 = Ce?™% & 5 =

e2

Cis 5= C’% & C = 15e72 logo
z(t) = 15e' 2

Deste modo,
. —2+Tetse0<t<2—1n3,
z(t) =
15et2se2—1n3 <t <2.
Esta é a expressdo do candidato a mdximo, que se ird confirmar apos apreciar o Teorema

de Mangasarian.

Teorema 4.2 - Caso Particular, Teorema 2.2 de (Calogero, 2014)
Considere-se o problema tal que o espaco de controlo é U = RF e o conjunto
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C = C(1y,a) dos controlos admissiveis é ndo vazio e aberto:

( t1

J(u) = f(t, x,u)dt,
i(t) = glt,,u),
2(to) = o, 4.6)

ki)

L C= {U : [tojtl] — ]Rk,u S C([to,tl])}

onde f € C'([tg, t1] x R"™F) e g € O ([to, t1] x R"HF),

Seja u* um controlo étimo e x* a trajetoria otima associada. Entdo, existe um multipli-

cador \* : [to, t1] — R" diferencidvel tal que

(PMPy) Vo H(t,z"(t),u"(t),\"(t)) = 0,Vt € [to, 1], 4.7)
@) V$H(t7 [L‘*<t>, v, /\*(t)) = _/\*<t)7 Vit € [t07 tl]a (48)
A (t1) =0, (4.9)

onde H(t,x,u,\) = f(t,x,u) + X - g(t, z,u).

Demonstracio 4.1 - Teorema

Seja u* controlo otimo e x* a trajetoria correspondente que maximiza e resolve o prob-
lema ({4.6)).

Pretende-se demonstrar que existe \* : [to, t1] — R™ que satisfaz as condi¢oes (@),
e 9.

Comegando por definir uma funcdo continua h = (hy, ..., hy) : [to, t1] — RE, supde-se
que C é um conjunto aberto. V| € RF define-se u. : [ty,t1] — R¥, onde u. € C([ty,t1])

¢ controlo admissivel, tal que
U =u"+h-e=(uj +erhy, ... uf + ehy).

Seja x. : [to, t1] — R* a trajetéria associada a u.. Se ¢ = 0, é possivel retirar as seguintes

conclusoes:

up(t) = u*(t) zo(t) = z*(t) e, pela definicdo do problema, tem-se que x.(to) = .

%€ é um valor muito reduzido que torna u, numa vizinhanca muito préxima de u*
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Considerando que h estd fixo, define-se J;, : R¥ — R por

Jn(e) = / (ot ue(t)dt,

e = g(t,x(t), uc(t) & 0= g(t,x(t), uc(t) — .

Jn(0) > Ju(€), uma vez que ¢ = 0 = uo(t) = u*(t), que, por sua vez, é um controlo
otimo que maximiza o funcional Jy(€). Por defini¢do, conclui-se que 0 é um mdximo

global e, como tal é um ponto critico em Jy,(€). Logo, V J,(0) = 0.

Seja A\(t) : [to, t1] — R™ um multiplicador

t1 t1
Ju(e) = / F(t 2o )t — / F( 2o 1) + Mgt 20 1.) — Ag(ts 70yt —
to to

Ju(e) = /1t (e 1) + Mgtz ) — (1))t

Sabe-se que g(t,xe,u.) — (t) = 0 e que f(t,xe,uc) + Ag(t, xe, ue) = H(t, xe, ue, N),

que é o Hamiltoniano. Obtém-se entdo a seguinte equa¢cdo

t1
Jn(€) = / H(t, Te,ue, \) — Zc(t)dt.
to

Integrando por partes, obtém-se

t1

t1 .
Jnle) = / H(t, 2010, \) + Az (£)dt — Az (1)
to

to

Sabe-se que
6Jh 8Jh aJh
VJh6:<—e...—e...—e).
€ () 861()7 7861'()’ 7a€k()
Para compreender melhor o comportamento e propriedades do funcional, recorre-se a
apenas de uma das derivadas parciais, uma vez que o raciocinio é equivalente para as

restantes.

Sabe-se que Vu.(t) = 2 (uf + ethy, ... ,uj + exhy) = (0,...,hiy...,0) = he

Vexe(ty) = 0, uma vez que, w.(ty) = «, sendo o uma constante.

oy, . [0 J . 0 t
o, (6) = : aEiH(t,xe,ue, A) + 8—@)\x€(t)dt — a—Ei)\xﬁ(t) .

Aplicando a derivagdo em cadeia, pode-se verificar o caso com uma coordenada, no caso
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particular de z.,u. € R.

5 OH Odx. OH O0u,
a—elH(t’ x€7Ue7 A) = @Ie ) aez + 8“6 . 661
P . O,

5 A T (t) = A A (t)

o ox,
% Az (t) = A 2, (t).

Com base nesta informacgdo, reescreve-se o problema de modo que

0Jy,
8@'

t1
(€) = / VoH(t, ke, ue, N) - Ve, xo(t) + Vo H (t, e, ue, A) - Ve ue(B)+
to

Az ()t = ANOV .z ()]

to

Realizando as substituicoes convenientes, advém

t1 .
OJn () = / VaoH(t, 2o, e, ) - Ve, ze(t) + Vo H(E, T, ue, N) - Veue(t) + AV (t)dt

ae’i to

—At1)Veze(t1) + AMto) Ve, ze(to)

11 .
85? he) = / (VxH(t,a:E,uE, )\)+)\(z€)>-Veixe(t)JrVuH(t,xE,uE, A)-hdt—\(t)Ve,zc(t).
7 to

J
5 "(0) = 0, uma vez que V.J,,(0) = 0. Seja
€

Se ¢ = 0, como evidenciado anteriormente

A\ que satisfaz as seguintes condigoes:

At1) =0 #9)

Como V H(t,z*,u*,\) = V,.f(t,x* u*) + A\V,g(t,x*,u*), a equacdo diferencial é
linear em \. Por hipotese, existe uma solugdo tinica que resolve a equacdo diferencial
ordindria. Seja A = \* com A € AC[ty, t4].

{ At) = =V, H(t, x*, u*, \) parat € [to,t:] @3)

Simplificando a derivada parcial e substituindo \ por \*, segue-se que

0Jy (€) = /tl (VxH(t, Te, Ue, N*) + A*(t)) - Vee(t)

8€’i to

+VLH(t, e, e, AY) - hydt — N (81) Ve, xe(t1)
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Aplicando as propriedades de \*, conclui-se que

t1
O, () = / VoH (t, T, ue, \*) - hydt
8@' to
aJ h
5 "0)=0= / VuH(t, ze, ue, \*) - hydt = 0
Ei tO

Vicoml <i<keh=(hy,...,h) € Clto, t1]. Sendo h uma funcdo fixada qualquer e

- . . . 6
continua, a derivada parcial do funcional 8—‘2?(0) =0, logo
VuH(t, e, ue, \*) = 0, ou seja, condigdo é respeitada.

Desta forma, encontra-se \* : [to, t1] — R continuo, que satisfaz as condi¢des propostas

do teorema. [ |

No ambito do estudo do problema (4.1)), (Calogero, 2014)), pelo teorema 2.3, constata
que um dos principais resultados para que a condi¢do suficiente do controlo seja 6tima se

deve ao seguinte teorema.

Teorema 4.3 - Teorema Mangasarian

Considere-se o problema com f € Cleg € O Seja o espago de controlo U
convexo. Seja u* um controlo extremal, x* a trajetdria associada e \* = (A}, ..., \})
o multiplicador associado. Considere-se a funcdo Hamiltoniana H e suponha-se que a
funcdo (x,u) — H(t,z,u, \*) é concava V't € [tg, t1].

Entdo u* é otimo.

Observacao: Caso o problema (4.1)) seja de minimizac¢do o hamiltoniano terd de ser uma

funcao convexa.

Exemplo 4.3
1 3
min/ z + 2t(1 — e')udt,
1
T = 2x + 4ut,
z(1) =0,
{ 0<u <2,

Observam-se as seguintes fun¢des auxiliares para o Hamiltoniano f(t,x,u) = x+2t(1—

eu e g(t, x,u) = 2z + 4ut. O Hamiltoniano tem a seguinte expressao:
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H(t,x,u,\) = f(t,x,u) + Ag(t, z,u) = x + 2t(1 — e")u + \(2x + 4ut)

oH PH OH t PH PH  H

0.

A matriz Hessiana de H é definida por

9*°H  9°H
? 8:§Bu — 00
0°H 0°H 0 0

Oudzx ou?

A matriz hessiana é nula, logo o Hamiltoniano é convexo. Deste modo, conclui-
se, pelo teorema de Mangasarian, que o par (z*,u*) obtido anteriormente no exemplo

(4.1)com as seguintes expressoes

Oset <2
u*(t):{ erss

2set > 2.

. Osel <t <2,
r*(t) = 2%—4
—4t — 2+ 10e se2 <t <3.

é minimo.

Exemplo 4.4
( 2
max/ (2x — 4u)dt
0
rT=u+zx
z(0) =5
L 0<u<?2

Observam-se as seguintes fungoes auxiliares para o Hamiltoniano f(t,z,u) = 2x —
due g(t,z,u) = u+ x. Sabe-se que t € [0,2]. Seja A fungdo continua no intervalo [0, 2].

O Hamiltoniano tem a seguinte expressdo
H(t,:c,u,)\) = f(t,SC,U) —I—g(t,x,u) =2r —4du+ )\(u+:c),

As derivadas parciais,

oH 0*°H oH 0*H 0*H 0*H
T oy 2y o _ _
ox + 0, w +A ou? Oe OxOu  Oudzx 0

A matriz Hessiana de H é nula, logo o Hamiltoniano é concavo. Deste modo, conclui-

se, pelo teorema de Mangasarian, que o par (x*,u*) obtido anteriormente no exemplo
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({.2)com as seguintes expressoes

. —24+Telse)0<t<2—1n3
¥ (t) = o
1572 se2 —In3 <t <2

“(t) 0se2—1n3 <t istoé, \*(t) < 4
u —_=
2s5e2—1n3 >t istoé, \*(t) > 4

é mdximo.

Demonstracao 4.2 - Teorema no caso U = RF
Assume-se que u* : [to, t1] — U CRF, 2% : [tg, t1] — R¥ e \* : [to, t1] — R".
Hipoteses:

1) As propriedades @.7), @.8) e (#.9) do caso particular da teorema de Pontryagin

sdo vdlidas.
2) a fungdo (z,u) — H(t,z,u, \*) é concava V't € [to, t1].
Tese: pretende-se mostrar que u* é otimo.

Sendo H(t,z,u, \*) uma fun¢do céncava, por defini¢do obtém-se a seguinte inequagdo
H(t,z,u, \*) < VH(t,z,u, \*)((z,u) — (z*,u*)) + H(t,z*,u*, \*) &

< H(t,x,u, \*) <V H(t,z,u, N) - (v — %) + V H(t, z,u, A) - (u—u*) + H(t, 2%, u*, \¥)

Vr e R"eVu e U
Considerando @.8)) e (4.7)

H(t,x,u, \*) < =X (x — 2*) 4+ H(t, z*, u*, \).

Como o Hamiltoniano é definido por H(t,x,u,\) = f(t,z,u) + X - g(t,x,u) e & =

g(t,x,u) segue-se
oz u)+ N gtz u) < =N (@ —a*) + f(t x5, u*) + N - g(t, 2", u)

S fltzu) + X0 < =N (z— %) + f(t, 2" u) + N - e

& ftz,u) < =N (x— o) + f(t, 2", u") + X - (2" — &)
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Pode-se observar, pela derivagcdo da multiplicacdo em ordem a t que

d

y-@—xﬂ+x-@—¢ﬂ=(x-@—xﬂyzag

(A" (& —2%))
Obtém-se assim a seguinte expressdo
/

f(t,z,u) < —()\* Nz — m*)) + f(t, 2", u")

Escrevendo a equacdo inicial do problema, verifica-se que
t1 t1 d
ﬂm:/(mwwmg/tm@mm——@r@—ﬁwt
tO tO dt

Aplicando o teorema fundamental do cdlculo

t1

to

/t:l [tz u)dt < /t:l F(t,a* u®)dt — [A*(t)(x(t) —2*(1))

- /t f(tauydt < /t Pt )= X (1) (1)~ (1) X (1) (ko) — 2" (1)

Sabe se que x(ty) = x*(ty) = « e pela condi¢do de transversalidade &.9), confirma-se

que
t1 t1
| st [
to to
< J(u) < J(u")
ou seja, u* é otimo. U

5 TEORIA DE CONTROLO VS CALCULO DE VARIACOES

Na sec¢do anterior, apresentou-se o Teorema Principal do Célculo de Variacdes. Na
presente parte, comprovar-se-a que o Teorema de Euler-Lagrange € uma consequéncia do
Teorema de Pontryagin de Controlo Otimo, segundo o disposto por Calogero (2014) e o

calculado para efeitos de demonstracdo neste [Trabalho Final Mestrado (TFM), Na Teoria

de Controlo, o controlo € designado por u. Para comprovar a ligacdo entre estas duas fer-

ramentas, considera-se u = & = ¢(¢,x,u) e o espago de controlo U é R". Reescrevendo
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o problema inicial (4.1)),
t1
Iw) = [ st
to

z(ty) = «, .1
max J(z).
\ zeKC!
Diz se z* € KC' é 6timo em (5.1)) se
J(z) < J(z*), Vze KC', z(ty) = a.
Deste modo, chega-se ao seguinte problema
t1
t,x,x)dt
ma, [
(5.2)

z(ty) = «,

com a € R” fixado. Geralmente, x € KC" é utilizado no célculo de variagdes. No

entanto, uma vez que nao existe interesse nesse pressuposto, assume-se x € C L

Reescrevendo a Equacdo de Euler (3.4) para R".

d

S (Vaf (b (0),5°(1)) = Vaf (6,27 (1), () (53)

De seguida, utilizam-se as propriedades (@.7)), (4.8) e (4.9) do Teorema de Pontryagin
para obter a expressao (5.3)).

Considere-se o Hamiltoniano H (¢, z*, u*, \*) = f(t,z*,u*) + N g(t, *, u*). Substi-

tuindo u = ¢(t, z, u) deduz-se que
H(t,x",u*, \*) = f(t,z", u") + \*u"
Vo H(t, z* uf, N) = =N (t) & Vo (f(t, 2", u*) + Nu*) = —\*(t) (5.4)
= V. f(t, z*, u*) = =\*(t)
V. H(t, z" u* ) =0 < V,(f(t, 2", u") + A"u*) =0
= Vuf(t, " u")+ X" =0

Vuf(t,x* u") = ="
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Calculando a derivada em ordem a t, observa-se que

%(Vuf(t, x*, u*)> = —\".

Utilizando (5.4), substituindo-se —\* por V. f(t, 2*, u*) e obtém-se

d

(Vuf ot ) = Vot ).

Aplicando a igualdade de & = wu, chega-se a expressdo (5.3). Por conseguinte,
confirma-se a possibilidade de obter a condicdo de transversalidade do célculo de vari-
agdes, tal como estudado nas presentes notas e em Calogero (2014). A equagdo (.9) e
Vuf(t,x*, u*) = —\* implicam

Vaf(t, ot (), i () = 0.

ApOs a andlise efetuada, recuperar-se-4 o exemplo [3.1{no ambito do Calculo de Vari-

acoes para proceder a sua resolugdo através do principio do méximo.

Exemplo 5.1 Considere-se o seguinte problema

max /Ol(x —u?)dt,
u(0) = 0.

Seja u* o controlo étimo e x* a trajetéria associada com t € [0,1]. Considere-se
f(t,z,u) =1 —u®e g(t,x,u) = u. Por definicdo, parte-se da seguinte funcdo Hamilto-
niana

H(t,z,u,\) = v — u* + M.

Pretende-se averiguar se existe um \* que satisfaca as seguintes equagoes
V. H(t,x* u*, \*) =0,Vt € [0,1],

Vo H (L, x*, u*, \¥) = = \*(t),Vt € [0,1],
A (t1) = A*(1) = 0,

V.H(t x5 u" \) = =2u"+ X" =0 \N(t) =2u"(t) &

VoH(t, x5 u*, \) =1 = =\(t) & \(t) = —1.
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Primitivando a equagdo de modo a obter a fungdo de \(t), observa-se que
(A1) = (1) & X(t) = =t + Ch.

Recorrendo a conclui-se que Cy = 1, atingindo os seguintes resultados \*(t) =
—t+1eu*(t) = =L, Sabe-se que

P U R
2 2
Primitivando a equacdo ,
() = —1 4+2t )
Como z(0) = 0 entdo x*(t) = #.

Calculando a matriz Hessiana para estudar a concavidade do funcional vem

of P 0f__, @f ., Pf P
oudxr  Ordu

P = e T

A matriz Hessiana de H é definida por
0 O
H; = :

A partir da diagonal da matriz H, afirma-se que os valores proprios sdo 0 e —2.
Como os valores proprios sdo < 0 entdo H é semidefinida negativa, logo f é concava. O
par (z*(t),u*(t)) serd um mdximo do funcional. Substituindo x e u por x* e u* obtém-se

o funcional

/1 t2+t ( t+1>2dt—/l t2+t t2+t 1dt—/1 t2+t Lt
o 4 2 2 2 e 42 4 2 4 J, 2 4
[ t3+t2 t]l 1+1 1 1

6 2 4lo 6 2 4 12

isto ¢, o mesmo resultado obtido pelo método do cdlculo de variagoes.
6 ANALISE CRITICA DE EXEMPLOS CLASSICOS
Neste capitulo, vao ser estudados dois exemplos classicos, Business Strategy e Opti-

mal Savings, de modo a ilustrar alguns casos praticos de possiveis aplicagdes da teoria

apresentada anteriormente.
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6.1 Exemplo Cldssico de Estratégia de Negocio

Em (Calogero, 2014) € apresentado um exemplo de um problema geral sobre estraté-

gia de negdcio com o seguinte enunciado:

Uma fabrica produz um tnico bem a uma taxa =(t), em t. Em cada instante, a quanti-
dade produzida pode ser reinvestida para expandir a capacidade de producdo ou vendida.
A capacidade de producdo inicial € a > 0 e cresce de acordo com a taxa de reinvesti-
mento. Considerando que o preco de venda é constante, qual é a fragdo u(¢) da produgio
no instante ¢ que deve ser reinvestida para maximizar o total de vendas ao longo de um
periodo fixo [0, 7']?

Introduza-se a fungdo u : [0,7] — [0,1]. Se u(t) é a fragdo de z(¢) reinvestida,
(1 — u(t))x(t) é a parte de =(t) vendida no instante ¢ a um preco fixo P > 0. Entdo o
problema é

{ T =ux, 6.1)

onde « e T' sdo positivos e fixos.

(Calogero, 2014) apresenta a resoluc@o do problema (6.1)). Considere-se o Hamiltoni-
ano H = (1 — u)z 4+ Azu. O teoremaf4.1]implica que

H(t,x*,u*, \*) = max H(t,z*, v, \")

ve(0,1]
= (1 —u")z* + No'u* = m[%>l<][(1 —v)z* + Nx"] (6.2)
ve|0,
= uw*r*(A\* — 1) = max [vz"(\" — 1)]
ve(0,1]
OH . .
— = \N=1—-u+\Nu=-\ (6.3)
ox
X(T)=0 (6.4)
z z. H .k * Xk * * Z
Como z* é continuo, z*(0) = o > 0eu > 0, por — = —i* = & = z"u" obtém-se

t* = z*u* > 0 em [0,7]. Como, z*(t) > « para todo t € [0,7]. A relagdo (6.2 é
simplificada em

(A1) = A —1).
w(N = 1) = max v\ — 1)
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Entao,

u*(t) =

{ Ose \*(t) —1 <0, 6.5)

Ise \*(t) —1 > 0.

Claramente, tem-se dois casos: \*(¢) < 1 o que implica u* = 0 e A*(¢) > 1 implicando
u* = 1. Como o multiplicador é uma fungéo continua e satisfaz (6.4), seja 7 o menor

instante do intervalo [0, T tal que A\*(¢) < 1 no intervalo |7, T7.

Comecando pelo caso no intervalo 7', T, quando se aplica a equagdo adjunta lj , 1}
e \*(t) < 1, tem-se a seguinte e a respetiva solu¢do

).\* t — —1 /

®) = \(t)=T—-t, Vte|r, T (6.6)
AX(T)=0

Deste modo tem-se dois casos 1" < 1 (Caso A) e T' > 1 (Caso B) que definem qual deve

ser o valor de 7. Em T' < 1 sabe-se que 7’ serd 0, portanto u* = 0 e z* = v em [0, 7.

Na figura[d] pode-se retirar a conclusdo que se segue.

Fig. 4: Bussiness Strategy: Caso A

De um posto de vista econdmico, se o horizonte temporal € curto, a estratégia 6tima é

vender toda a producdo sem reinvestimento.

Em 7 > 1, substituindo a expressdo A\*(t) < 1 por (6.6), deduz-se T —t < 1 &
T — 1 < t. Assim, tendo em conta (6.5), tem-se que 7 = 7 — 1 e logo, por ,
N(T —1) =T — (T — 1) = 1. No segundo caso, no intervalo [0,7 — 1] e A*(t) > 1,
usando (6.5) e a equacdo adjunta (6.3]) obtém-se a seguinte e respetiva solucdo

() + X\ =0
() + = \(t)=e"""! parat€[0,T —1].
N(T—-1)=1

Passando ao célculo da solugdo de trajetdria, sabe-se que a continuidade da funcao de =™,
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a condigao inicial 2(0) = « e a dindmica implicam, em [0, 7" — 1]

{ (1) ix* = 2*(t) = ac’.

{ i:g? f f) = ael ! =a'(t) = ae’

Consequentemente, tem-se o seguinte sistema para solucdo de x*(t),

aetpara0 <t < T —1,

¥ (t) = { (6.7)

aeltparaT —1 <t <T.

Entdo escrevendo o sistema para solucdo de \*(¢) e substituindo as suas condi¢des em

(6.5) obtém-se os seguintes resultados

el ltpara0 <t <T—1,

N(t) = { (6.8)

T —tparalT —1<t<T.

lpara0 <t < T —1,

u(t) = { (6.9)

OparaT — 1<t <T.

Sendo as fungdes u*(t), 2*(t) e \*(t) expostas graficamente na figura [3]

Fig. 5: Bussiness Strategy: Caso B

Numa situ¢@o econdmica, onde a escolha de estratégia de negécio pode ser encarada
num horizonte de médio e longo prazo (7" > 1), a estratégia 6tima é direcionar todos
produtos para aumentar a producdo num periodo inicial e entao vender toda a producao
apenas no periodo final. Apesar do hamiltoniano nio ser concavo, (Calogero, 2014)) apre-
senta o teorema 2.4 (Arrow) que permite concluir que estas expressoes sao solugdo 6tima

do problema.
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6.2 Exemplo Cldssico de Otimizacdo de Poupanca

(Sydsaeter et al 2005) descreve-nos o exemplo cldssico de Ramsey. De seguida,

apresenta-se o enunciado e a explicagcdo das varidveis deste modelo:

Comecemos por introduzir um problema de teoria de crescimento 6timo, relacionado
com a tese desenvolvida por Ramsey no ambito da otimizagao do nivel de poupancga. Os

seguintes postulados constituem hoje a base da teoria macroeconémica mais recente.
A pergunta a que se quer dar resposta é: "Quanto deve poupar uma nagao?".

Notacdo Bésica:

K = K(t) o stock de capital; C' = C(t) o consumo; Y = Y'(¢) o|Produto Nacionall
ILiquido (PNL) no momento ¢.

Supde-se que Y = f(K) e, para cada t, assume-se que
FK(#)=Ct) + K(t). (6.10)

Y (t) = f(K(t)), divide-se em consumo, C(t), e investimento, K'(t). Seja K(0) = K,
o stock de capital inicial existente no presente (momento ¢ = (). Para cada escolha da

fungdo de investimento K (t) no intervalo [0, 7], o capital é determinado por
t .
K(t) = Ky +/ K(e)de (6.11)
0

enquanto (6.10) determina C(t).

A questdo colocada por Ramsey, considerando as premissas elencadas, versa sobre o
grau de investimento desejado. O aumento do consumo e a diminui¢ao do investimento
num instante inicial implica uma diminuicao de stock de capital nos instantes seguintes

que por sua vez, leva a uma diminui¢do do consumo nesse mesmo instante.

Niveis elevados de consumo no presente sdo, por si sO, preferiveis, no entanto, a
equagdo ([6.10) indica-nos que conduzem a taxas de investimento inferiores que, por sua
vez, originam stock de capital inferior no futuro, reduzindo assim as possibilidades de
consumo futuras. Tem, assim, de se encontrar um equilibrio entre consumir no presente e

investir para o futuro.

Para este fim, assuma-se que a sociedade tem uma fungdo de utilidade U, onde U (C') é
a utilidade (fluxo) de que o pais usufrui quando o consumo total é C'. A fung¢ao € crescente

e estritamente concava.

Existe uma taxa de desconto 7, na medida em que o presente é preferivel ao futuro.
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Assim, para ¢ > 0 multiplicamos U (C'(t)) pelo fator de desconto e ".

O objetivo da politica de investimento passa por selecionar K (t) para ¢ em [0, 7] de

modo a obter a maior utilidade total descontada possivel no periodo [0, 7.

Outra forma de formular este problema passa por encontrar a trajetéria do stock de

capital K = K(t), com K(0) = K, que maximiza

J = max / U(C(t))e " dt = max / UGF(E®) = K(@)edt, o)
K(0) = Ko, K(T)= Kr.

Ap6s a introducdo deste conteudo, (Sydsaeter et al 2005), baseados no Calculo de Vari-
acodes, encontram uma equacdo de Euler-Lagrange e deduzem a expressao de variagdo
relativa do consumo que ird resolver o problema com a fungéo objetivo (6.12).

Resolucao do Exemplo Classico Optimal Savings

Seja F(t, K, K) = U(C)e ", em que C = f(K) — K:

F ! / F !
Como or _ UC)f(K)e e 8— = —U (C)e ™, entdo a equagio de Euler Lagrange
0K y 0K
reduz-se a U (C)f (K)e ™ — E(—U/(C)e”t) = 0.

Tanto U'(C') como e~"* dependem de ¢, logo, tendo em conta a regra do produto para
d / 1" b !
a diferenciagdo, E(U (C)e™™) = U (C)Ce™™ —rU (C)e™"". Multiplicando por e e
reajustando, segue-se que:

/

U(C)f(K)—r)+ U (C)C = 0. (6.13)
Obtém-se: )
C U'(o) / r— f(K)
— = - f(K
G CU”(O)(T f(K)) W
: cu'(C) . . . .
onde W = EI.U (C) = W ¢ a elasticidade da utilidade marginal relativamente ao

consumo. Como se assume que U (C') > 0e U"(C) < 0 entdo, W < 0, pelo que:

g>0<:>f'(K)>r

Consequentemente, o consumo cresce se € s6 se a produtividade marginal do capital ex-

ceder a taxa de desconto.

Por outro lado, se f’(K ) < r, entdo os agentes estdo com grande apeténcia para con-
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sumir, sendo o nivel de consumo inicialmente alto e decrescescente ao longo do tempo.

Usando o facto de C' = f'(K)K — K, na equagio (6.13), e dividindo-o por U (C),
obtém-se:
e (= [ (K)) =0 (6.14)

A equagio (6.14) ¢ uma Equacdo Diferencial de segunda ordem, através da qual s6 se
obtém solugdes explicitas em casos especiais. Nao obstante, do ponto de vista econdmico,

as conclusdes sdo particularmente interessantes.

Para uma andlise e interpretagio deste problema serd resolvida a equacdo (6.14) com

duas expressdes f (/) distintas e, posteriormente, serdo tiradas as devidas conclusdes.

As seguintes equagdes descrevem a funcdo de consumo e a taxa de variagdo do con-

Sumo:
C=fK)-K e C=f(K)K-K. (6.15)

Sejam a funcdo de utilidade e as respetivas derivadas de primeira e segunda ordem:

uic)=2v/Cc U@ =cz: U'C)= —%c—i’. (6.16)

Da expressao = —2C = 2(K — f(K)). Substituindo em (6.14

=L vem p
U’ (C) 1617§

fica-se com a equagao:

’

K — f(K)K +2(K — f(K))(r— f (K)) =0. (6.17)
A equagdo (6.17) pode ser usada em diferentes casos, consoante o tipo de expressao do
Produto Nacional Liquido. A expressdo K (t) obtida que respeite as condi¢oes K (0) =

Koe K(T) = Kr, f(K) for concava e U(C') crescente e cdncava entdo serd solucdo
6tima do problema. Por (6.16)), sabe-se que U(C') é crescente e concava.

Caso em que o Produto Nacional Liquido ¢é o Stock de Capital (f(K) = bK)

Considere-se b = 1, 7 = 2. Sabe-se que f () = b = 1. Substituindo na equacio (6.17),
obtém-se:
K+K-2K=0

Resolvendo a equagdo diferencial, resulta a seguinte equagao que define o stock de capital

emt:
K(t) = Ae™® + Be! (6.18)
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Suponha-se que A = B = 1. Isto implica que K (t) = e 4+ e %, K(t) = e' — 2e7 .
Substituindo em (6.15)), vem C'(t) = 3e~ 2.

As expressoes de K (t) = ef + e 2 ¢ U(C') = 2v/3e~2 otimizam o funcional (6.12),
uma vez que resolve a equagdo (6.17) e f(K) é uma fungdo concava.

Ou seja, para um intervalo de tempo [0, T'], obtém-se o seguinte resultado:

—2(e~2T): 2
“2Ae): 2

== '

Fig. 6: Optimal Savings: Consumo C(t) - Caso f = bK

/

Fig. 7: Optimal Savings:Stock de Capital e Produto Nacional Liquido K (t) e Y (t) - Caso f = bK

Na figl6] pode-se observar que o consumo C(t), ao longo do tempo, diminui, isto
€, o produto € usado a uma maior velocidade num periodo inicial, tendo 3 unidades de
inicio, e a medida que o tempo passa a quantidade consumida aproxima-se de 0. No
gréfico [7, observa-se que o stock de capital e o produto nacional liquido K (¢) tem um
comportamento semelhante a uma funcao quadréitica, com minimo em ¢ ~ (.23 tendo o
valor de 1.89 de stock de capital. Neste, vé-se que o stock nacional inicial de 2 unidades
decresce até ao periodo ¢ ~ (.23 para um valor de 1.89 unidades de stock de capital e
aumenta ao longo do periodo de tempo seguinte. O investimento K (t) é crescente ao
longo do tempo, como se pode observar na fig. [§] Inicialmente, o investimento bruto nio

¢ suficiente para compensar a perda de valor do stock de capital, ou seja a depreciagao,
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Fig. 8: Optimal Savings: Investimento K (t) - Caso f = bK

Fig. 9: Optimal Savings: Fung¢do Objetivo J(t) - Caso f = bK

sendo que, a partir de ¢ ~ 0.23, o investimento liquido comeca a tomar valores positivos.
O funcional, ilustrado pela fig. [0 que se pretende maximizar, € descrito como uma fungéo

ndo decrescente que, com o avancar do tempo, se vai tornando constante.

Resumindo, até ao periodo aproximado de ¢ ~ 0.23 o consumo, o stock de capital e o
Produto Nacional Liquido decrescem e a taxa de investimento aumenta, atingindo valores
positivos. Neste ponto ¢ ~ (.23, a funcdo objetivo, que representa o lucro, toma o valor
de 0.58. Ap6s este periodo (parat > (0.23) o consumo continua a decrescer até ao valor 0.
Por outro lado, o stock de capital, o Produto Nacional Liquido e o investimento crescem.

No entanto, neste periodo, o lucro torna-se constante com valor de 1.15 unidades.

Numa perspetiva econdmica, € aconselhado uma diminui¢do do consumo, uma vez
que existe impaciéncia para consumir, como tal, tendo-se tem-se at€é ¢ = (.23 para se

obter um aumento stock e de receita ao longo do tempo.

Caso em que o Produto Nacional Liquido é o quadrado do Stock de Capital
(f(K) = aK?)

Considerando @ = 1, 7 = 0 vem que f (K) = a2K = 2K e de (6.17) encontra-se a
seguinte equagao:
K —6KK +4K* = 0.

A partir das capacidades da calculadora computacional wolfram alpha resolveu-se a
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Equacao Diferencial que define o stock de capital em ¢:

4¢5 (B +1
K(t) = —— %( )ﬁ (6.19)
de9 12 4+ 8e™ Bt +4es B2+ 3
4(-2+1¢ :
Suponha-se que A = 0e B = —2. Assim vem, K (t) = (=2+9) K(t) =

A2+ 3 — 16t + 16°
1612 — 64t + 52

16t* — 128t% + 408t% — 608t 4 361"

4(8t? — 32t + 29)
(462 — 16t + 19)2°
4(—2+1)

~ V/A(8t2 — 32t + 29)
As expressoes de K (t) = T3 16416 " Uuie) =2 12— 166+ 19

otimizam o funcional (6.12)), uma vez que resolvem (6.17) e f(K') € uma fungdo concava.

Substituindo em (6.15)) obtém-se C'(t) =

Fig. 10: Optimal Savings: Stock de Capital K (t) - Caso f(K) = aK?

Fig. 11: Optimal Savings: Investimento K (t) - Caso f(K) = aK?

Na fig[I0} pode-se observar que o stock de capital inicial tem o valor aproximado de

0.42 unidades. K (t) cresce até ¢ ~ 1.13, sendo 0.58 o maximo de unidades de stock que
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o pais terd. Parat > 1.13 o stock decresce até atingir o valor 0 em ¢t = 2. Parat > 2 o

valor K (t) < 0 ndo fard sentido para interpretagao.

Na fig[TT] pode-se observar que o investimento inicial tem o valor aproximado de 0.14
unidades. K (t) cresce até t ~ 0.5, sendo 0.17 o méaximo de unidades de investimento
que devera ser feito pelo pafs. Para ¢ > 0.5 o investimento decresce até ¢ = 2, onde
K (2) = —1.13, é o minimo a investir atingindo o valor 0 em ¢t = 1.13. E apartir deste
instante, o investimento bruto ndo € suficiente para compensar a perda de valor do stock
de capital, ou seja a depreciacdo, sendo o valor liquido do investimento negativo. Em
t > 2 a funcdo de investimento € crescente até ¢ ~ 3.5 tendo como imagem 0.17. Ao
longo do tempo tem outra raiz em ¢ ~ 2.87, apds o ponto (3.5,0.17), e diminui até atingir

novamente o 0.

cw

um

Fig. 13: Optimal Savings: Utilidade U (t) - Caso f(K) = aK?

A interpretacdo da fun¢do de consumo e de utilidade € muito idéntica, uma vez que

estdo interligadas. Ao observar as figuras [12] e [I3] pode-se concluir que Cy ~ 0.03 e

Uy ~ 0.36. Ambas sdo crescentes até ¢ = 2 onde atingem os seus maximos (1.33 e 2.31).
Isto €, a populacdo ird consumir mais até t = 2. Apds t = 2, o nivel de consumo e o

usufruto da populacdo vao aproximar-se de 0.
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O produto nacional liquido tem um comportamento semelhante ao da fun¢do de inves-
timento, mas sempre > 0. Pela fig[I4] pode-se observar que o[PN L}, tem o valor aprox-
imado de 0.18 unidades. Y'(¢) cresce até ¢ ~ 1.13, sendo 0.33 o médximo de unidades de
obtido pelo pafs. Parat > 1.13 o decresce até t = 2, onde Y'(2) = 0 é o valor
minimo de receita. Em ¢ > 2 a func@o € crescente até ¢t ~ 2.87 tendo como imagem 0.33.

ApOs esse ponto a receita diminui até atingir 0.

Y()

Méximo = (1.13, 0.33) Méximo = (2.87, 0.33)

Fig. 14: Optimal Savings: Produto Nacional Liquido Y (t) - Caso f(K) = aK?

Numa perspetiva econémica, fard sentido realizar um investimento de modo a aumen-
tar o stock que implicard ter num futuro, em ¢ = 1.13, um maior usufruto e consumo por

parte da populacao.
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7 COMENTARIOS FINAIS

Ao longo deste trabalho, foi possivel conhecer a Teoria de Controlo Otimo e com-

preender os pontos chave e essenciais da mesma.

Foram apresentados varios conceitos elementares de Matemadtica, como por exemplo,
os de pontos e funcdes de maximo e minimo, pontos estaciondrios, formas quadraticas,
menores principais ou concavidade de fun¢des, que ajudaram a compreender melhor a

teoria.

Foi feita uma abordagem ao Célculo de Variagdes na resolugdo de problemas, expondo
0 seu tipo, os varios teoremas cldssicos e a definicdo da equacdo de Euler-Lagrange que
deram origem a Teoria de Controlo Otimo. Foram apresentadas duas demonstracdes, a do

caso particular do Teorema de Pontryagin e a do Teorema de Mangasarian.

De igual modo, foram apresentados dois exemplos cldssicos: o problema de estratégia
de negdcio (Strategy Bussiness) e o problema de poupanca de recursos (Optimal Savings).
Com base nestes problemas, foram realizados os diferentes cdlculos necessédrios, com
base na Teoria, e foi feita a interpretacao das solucdes finais obtidas para a resolucdo dos

mesmos.

Note-se ainda que esta metodologia tem também limitacdes. De facto, existem prob-
lemas que nao conseguem ser traduzidos por equacdes diferenciais e existem outros cuja
definicdo das respetivas equacdes € demasiado complexa. Além disso, o nivel de difi-
culdade dos cdlculos pode ser elevado, tornando, por vezes, dificil a obten¢do de uma

solu¢cdo, mesmo com o recurso a softwares matematicos.

Deste modo, o estudo apresentado enfoca na aplicagdo da teoria do controle na econo-
mia, utilizando métodos mateméticos modernos de otimizacdo dindmica e equacoes difer-
enciais para analisar o modelo apresentado por Frank Ramsey. Esse modelo, baseado em
modelos desenvolvidos por economistas cldssicos e contemporaneos, introduziu novas
ideias a teoria do crescimento, abordando o comportamento competitivo, a dindmica de
equilibrio, a acumulag@o de capital fisico e humano, o progresso tecnoldgico e o poder
monopolista. As condi¢des de otimizacdo que Ramsey introduziu ainda sdo amplamente
utilizadas na analise econdmica moderna em varias areas, tornando seu modelo uma ilus-

tracdo adequada da aplicacdo da teoria do controle na economia.

Em suma, este ¢ um documento que pode ser usado por quem queira compreender
as bases e fundamentos da Teoria de Controlo Otimo e procure aplicd-la para a tomada
de decisdo, em problemas dindmicos em que se pretende maximizar ou minimizar um

objetivo.
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