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Resumo

O objetivo do presente trabalho € responder a questdo de investigacao:
como avaliar opcbes exoticas atraves de processos de Lévy com
transformacdes temporais? Para o efeito, analisa-se o modelo de referéncia
CGMY-Gamma-OU (processo de Lévy com transformacdo temporal) e
compara-se a performance deste modelo, ao nivel da calibragdo a dados reais
de mercado e avaliacdo de opcdes exoéticas, com o0s modelos (sem
transformacao temporal) de Black-Scholes e CGMY.

A opcdo exdtica em analise consiste numa opcdo pouco explorada na
literatura financeira, e com importantes implicacdes teéricas ao nivel das
estratégias de cobertura de risco (hedging), designada de opcao sobre os
momentos de ordem k de um ativo financeiro subjacente.

Demonstra-se que, dependendo da aproximacdo dos modelos aos dados
de mercado e do momento de ordem k, o modelo CGMY-Gamma-OU constitui

uma boa alternativa na avaliacdo da opcao exatica referida.

Palavras-Chave: Processos de Lévy, transformacfes temporais, modelos

de mercado, opcéo sobre momentos, CGMY.



Abstract

The objective of this study is to answer the research question: how to
evaluate exotic options through time-changed Lévy processes? For this
purpose, we consider the reference model CGMY-Gamma-OU (time-changed
Lévy process) and a comparison is made between the performance of this
model, in terms of calibration to real market data and evaluation of exotic
options, with the models (without time-change) of Black-Scholes and CGMY.

The exotic option under consideration is an option rarely explored in the
financial literature, and with important theoretical implications in terms of
hedging strategies, designated by the so-called “moment option” of order k of
the underlying financial asset.

It is shown that, depending on the approximation of the models to market
data and on the moment of order k, the CGMY-Gamma-OU model is a good

alternative in the evaluation of the exotic option mentioned.

Key-Words: Lévy processes, time-changed, market models, moment

options, CGMY.
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1. Introducao

O modelo de Black-Scholes, proposto em Merton (1973) e Black-Scholes
(1973), constitui um passo importante, na literatura financeira, para a
modelacdo do logaritmo dos retornos associados a um ativo financeiro.
Assume trajetérias continuas, distribuicdo Normal (simétrica e mesocurtica) e
volatilidade constante para a modelagéao.

Contudo, vérios estudos empiricos apresentados na literatura financeira
(ver, por exemplo, Nicolau 2012) tém revelado um conjunto de factos que
contrariam a modelacao do logaritmo dos retornos por uma distribuicdo Normal.
Os dados empiricos revelam que o logaritmo dos retornos (1) segue uma
distribuicdo  assimétrica  (negativa) e leptocurtica, (2) apresenta
descontinuidades (saltos) de caracter aleatorio e (3) a volatilidade ndo é
constante (a volatilidade varia de forma estocéstica ao longo do tempo e ndo
pode ser representada por um valor constante como no modelo de Black-
Scholes).

Estes factos implicam a necessidade de utilizar modelos mais sofisticados
gue modelem, de forma mais realista, a dinamica do preco, ou retorno, de um
ativo financeiro. No presente trabalho, analisam-se dois modelos alternativos:
CGMY e CGMY-Gamma-OU. Ambos os modelos tém por base processos de
Lévy e pretendem ser consistentes com os pontos (1) e (2), do paragrafo
anterior. O modelo CGMY-Gamma-OU responde ao ponto (3) com a introducéo
de uma componente de volatilidade estocastica, no modelo CGMY, atraves de
uma transformacdo da escala temporal. A motivacdo para a utilizacdo destes

dois modelos, no presente trabalho, face a outros modelos existentes na
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literatura financeira, prende-se com o facto de se ajustarem melhor aos dados
reais de mercado, tal como é mostrado por Schoutens (2003).

A avaliacdo do preco "justo” de um derivado financeiro depende da correta
modelacdo da dinamica do preco do ativo financeiro subjacente. Neste
trabalho, o derivado financeiro escolhido consiste numa opc¢do exotica,
designada por opgédo sobre os momentos de ordem k de um ativo financeiro
subjacente. Trata-se de um tipo de opcéo ainda pouco explorado na literatura
financeira e com importantes implicacfes tedricas ao nivel das estratégias de
cobertura de risco (hedging).

O presente trabalho pretende responder a questdo de investigacdo: como
avaliar opcbes exoticas através de processos de Lévy com transformacdes
temporais? Para o efeito, considera-se o0 modelo de referéncia CGMY-Gamma-
OU e compara-se a performance deste modelo, ao nivel dos processos de
calibracdo a dados reais de mercado e avaliacdo da opcao exética referida,
com os modelos de Black-Scholes e CGMY.

Em Schoutens (2003), aplicaram-se os trés modelos na avaliagdo de um
leque alargado de opcles exéticas, excetuando opcbes sobre momentos de
ordem k. Por outro lado, em Schoutens, Simons & Tistaert (2005) avaliaram-se
opcOes sobre os momentos de ordem k, mas utilizando outro tipo de modelos.
O presente trabalho é original na medida em que concilia o resultado dos dois
artigos anteriores e aplica os modelos com melhor performance, do primeiro
artigo, & opcao exotica sobre os momentos de ordem k, do segundo artigo.

O presente trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma:
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No capitulo 2 (Revisdo bibliografica) apresentam-se as bases
matematicas associadas a processos de Lévy (seccao 2.1), as bases
financeiras necesséarias para se compreender o que sado derivados
financeiros e a tematica relacionada com arbitragem e mercados
incompletos (seccdo 2.2), explica-se o que sao transformacbes de
martingala (seccédo 2.3) e detalham-se os trés modelos financeiros e
todas as formulas necessarias para se avaliar o preco de um derivado
financeiro (secc¢éo 2.4).

No capitulo 3 (Metodologia e dados) detalha-se o processo de
calibracdo dos varios modelos e o universo de dados utilizados (seccéo
3.1), analisa-se a opc¢ao exotica escolhida (seccéo 3.2) e como avalia-la
através da simulacao de Monte Carlo (secc¢éo 3.3).

No capitulo 4 (Analise de dados), analisam-se os dados decorrentes do
processo de calibracdo (seccédo 4.1) e de avaliagdo do preco das opgdes
sobre os momentos de ordem 2, 3 e 4 (secgao 4.2).

No capitulo 5, apresentam-se as conclus@es, contributos e limitac6es do
presente trabalho e apontam-se algumas propostas de investigacéo

futura.
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2. Reviséo Bibliografica

2.1. Processos de Lévy

Nesta seccéo, (1) define-se 0 que sao processos de Lévy, (2) enunciam-se
dois teoremas centrais (decomposicao de Lévy-1td6 e formula de Lévy-Kintchine)
e (3) termina-se apresentando o conceito de subordinador. Applebaum (2009) é
a referéncia principal para os temas analisados nesta seccao.
Um processo de Lévy define-se sobre um espago de probabilidade (Q,F, P)
em que Q é o espaco amostral de resultados, F é uma o-algebra de
subconjuntos de Q e P € uma medida de probabilidade.
Definicdo 2.1 Um processo estocastico X(t) definido num espago de
probabilidade (Q,F, P) com valores em R, tal que X(0) = 0, € um processo de
Lévy se possuir as seguintes caracteristicas:
*= Incrementos independentes: para qualquer sequéncia crescente de
instantes de tempo t, <t; <...< t,_; < t,, as variaveis aleatorias X(t,),
X(ty) — X(ty),..., X(t,,) — X(t,—,) s@o independentes.

* |ncrementos estacionarios: a lei de probabilidade de X(t + h) — X(t) ndo
depende de t.

= Continuidade estocastica: Ve > 0, }lmg P(X(t+h)—X(t)| =€) =0.

A Ultima propriedade néo significa que X(t) € continuo ao longo da sua
trajetdria. Significa que a probabilidade de ocorrer uma descontinuidade (salto)
num instante previamente fixado, t, é zero. Um exemplo importante de

processo de Lévy € o movimento Browniano.
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Exemplo 2.1 (Movimento Browniano) Um movimento Browniano W (t),
com valores em R, € um processo de Lévy em que o incremento W(t) — W(s)
é regido pela lei de distribuicdo Normal e possui as seguintes caracteristicas:

= W(t)—-W(s)~N(,t—s), t>s.

» A funcao caracteristica é dada pela expressao

1
P = ew (- S t?) (2.2)

= As trajectérias do processo sao continuas.

No anexo A, apresentam-se alguns exemplos de processos de Lévy que
motivam o estabelecimento dos dois resultados centrais desta seccéo
(decomposicéo de Lévy-Ité e formula de Lévy-Kintchine).

Para contar o numero de saltos, com amplitude pertencente ao intervalo
A c R\{0}, num intervalo de tempo [0,t], de um processo de Lévy X(t),

introduz-se a medida de contagem Jx(t, A) definida por

Jx(t,A) = #{0 < s < t; AX(s) € A} = z 14(AX(s)) (2.2)
0sss<t

A funcdo 1,(x) assume o valor 1 se x € A e 0 caso contrario. A medida de
contagem é essencial para definir uma medida de Lévy e o integral de Poisson.
Definicdo 2.2 Seja X(t) um processo de Lévy com valores em R. A medida
de Lévy 9, com valores em R, é definida por
9(A) = E[#{t € [0,1]: AX(t) # 0,AX(t) € A}],A < R\{0} (2.3)
ou seja, 9(A) é o numero esperado de saltos com amplitude pertencente a A,
por unidade de tempo.
Definicdo 2.3 O integral de Poisson de uma funcdo mensuravel f: R — R,

num intervalo A c R\{0}, é definido por
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| reos an - D FAXG)L@X) (2.9

[0,t]x A
Se f(x) =x, obtém-se f[O,t]xRx]X(dS’dx) = Ysefoy AX(s). Neste caso, o

integral de Poisson representa o somatério de descontinuidades (saltos) do
processo X(t) no intervalo [0, t].

Apresentam-se os dois resultados fundamentais desta sec¢do: a férmula de
Lévy-Kintchine e a decomposicédo de Lévy-Ito.

Teorema 2.1 (férmula de Lévy-Kintchine) Seja X(t) um processo de Lévy
com tripleto (¢2%,9,b). Entdo, a sua funcdo caracteristica é dada pela
expressao:

oxpw) = exp(tnx(u))
\

| | (2.5)
ibu — 20' u? + f(e”‘x — 1 — iux. 1< )9(dx) }
)

(] ]

I I

= exp 4 t] |

§ |
k nx(u)=expoente caracteristico

onde 9 ¢é uma medida de Lévy, definida em R\{0}, tal que

fR\{O} min(1, y?)9(dy) < .

Para uma demonstracao deste teorema, ver Applebaum (2009).

Teorema 2.2 (Decomposicdo de Lévy-1td) Seja X(t) um processo de Lévy
com valores em R e ¥ a medida de Lévy correspondente. Entdo existe uma
constante b € R (drift), um movimento Browniano ¢W(t) e uma medida de

contagem J, definida em R* x R\{0} tal que

X(t) = bt + oW(t) + f xJx(ds, dx) + éL_T)T& f xJx(ds,dx) (2.6)

sel[o,t],|x|=1 se[o,t],e<|x|<1
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em que Jy(ds,dx) = Jx(ds,dx) — 9(dx)ds.
O tripleto (02,9, b) denomina-se tripleto de Lévy do processo X (t).
Para uma demonstracdo deste teorema, ver Applebaum (2009).

O teorema 2.1 estabelece uma expressdo propria para a funcéo
caracteristica de um processo de Lévy. O teorema 2.2 diz que um processo de
Lévy pode ser formado pela soma de um processo continuo (movimento
Browniano com drift), expresso pelos parametros b e g, e por um processo
descontinuo, contendo a estrutura de saltos, descrito pela medida de Lévy 9.

Existem algumas propriedades importantes a destacar relativamente a
trajetdria de um processo de Lévy que sao demonstradas em Applebaum

(2009):

Se Y(R) = o entdo pode ocorrer um numero infinito de saltos (saltos
com comprimento < 1). Neste caso, diz-se que o processo de Lévy tem
atividade infinita.

= Se J9(R) < « entdo todas (quase certamente) as trajetérias tém um
namero finito de saltos. Neste caso, diz-se que o processo de Lévy tem
atividade finita.

= Se 0 processo de Lévy ndo contiver um movimento Browniano (¢ = 0 no
tripleto caracteristico) e f|X|<1|x|19(dx) < oo, entdo todas as trajetdrias

tém variacgao finita (Qquase certamente).

= Se 0 processo de Lévy contiver um movimento Browniano (¢ # 0 no

tripleto caracteristico) ou |

ixjc1/X[9(dx) = oo entdo todas as trajetdrias

tém variacao infinita (quase certamente).
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Termina-se esta seccdo apresentando a definicdo de subordinador. Trata-
se de um processo de Lévy positivo e ndo decrescente que serve, por exemplo,
para modelar a evolucéo aleatéria do tempo. Neste caso, ndo existe movimento
Browniano e é necessario impor restricdes adicionais sobre a medida de Lévy,
descritas no teorema seguinte.

Teorema 2.3 (Subordinador) Se T € um subordinador, entdo a sua funcao

caracteristica é dada pela expressao

ory) = exp {t[ibu + j(ei”y - 1)9(dy) ]} (2.7
0

emque b > 0 e a medida de Lévy satisfaz as seguintes condi¢des adicionais
9(=0,0) =0¢e fooo min(1,y) 9(dy) < o
Para uma demonstracao deste teorema, ver Applebaum (2009).

Se se substituir a variavel temporal t por um subordinador T(t), num
processo de Lévy X(t), obtém-se outro processo de Lévy Z(t) = X(T(t)) com
funcao caracteristica

Pz@y(W) = exp(tnz(w)) , nz(u) = nr(iw) o (—nx(u)) (2.8)
em que 7y, nr € Ny Sa0 0S expoentes caracteristicos dos processos Z, T e X

respetivamente. Este resultado € demonstrado em Applebaum (2009).
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2.2. Derivados Financeiros, Arbitragem e Mercados

Incompletos

Nesta secc¢ao, introduzem-se varios conceitos relacionados com a avaliagao
de derivados financeiros e enunciam-se o0s teoremas fundamentais da
matematica financeira que estabelecem as condi¢cfes para a existéncia de um
mercado livre de arbitragem e para a existéncia de um mercado completo. Os
conceitos apresentados nesta seccdo sdo discutidos detalhadamente em Bjork
(2009).

Um derivado financeiro é um produto financeiro cujo preco depende da
dindmica de outro ativo financeiro - o ativo subjacente (e.g. accédo, indice
bolsista, obrigacdo). Como exemplos de derivados financeiros existem opc¢des
europeias, opg¢des americanas, futuros, opc¢des sobre obrigagcdes, swaps sobre
a taxa de juro, entre muitos outros. A definicdo seguinte formaliza este
conceito.

Definicdo 2.4 O "payoff* de um derivado financeiro, ou valor do derivado na
data de maturidade (data de exercicio) T, € uma variavel aleatéria X,
mensuravel relativamente a F3, da forma X = ¢(S), em que S € um processo
estocastico que representa a dindmica do preco do ativo financeiro subjacente
(em termos matematicos, F7 é uma o-algebra e representa o fluxo de
informacé&o gerado pelo processo S, até ao instante T).

Um derivado financeiro representa, portanto, um contrato entre duas
entidades regido pela funcéo @. O requisito de X ser mensuravel relativamente

a F3., significa que apenas na data de maturidade T, se conhecera o valor a
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pagar entre as entidades envolvidas. Um exemplo importante de derivado
financeiro, e que sera utilizado no processo de calibracdo (capitulo 3 -
Metodologia e Dados) dos modelos a analisar neste trabalho, € a opcédo de
compra europeia.

Definicdo 2.5 Uma opc¢édo de compra europeia, com preco de exercicio K e
data de maturidade T, sobre um ativo subjacente S, € um contrato com as
seguintes clausulas:

= O detentor da opc¢ao tem o direito (mas ndo a obrigacdo) de comprar, na

data de maturidade T, o ativo subjacente S, ao preco K, ao subscritor da
opcao.

= O direito de compra sobre o ativo subjacente, ao preco K, sé pode ser

exercido na data de maturidade T.
A funcdo @ que rege este contrato depende do valor do ativo subjacente na
data de maturidade T e tem a seguinte expressao:
@(S(T)) = max[S(T) — K, 0] (2.9)

A restante seccao sera dedicada a determinacdo do preco "justo” deste
contrato ou, de uma forma geral, do preco [[(t,X) de um derivado financeiro X,
no instante t.

Comeca-se por definir um modelo para representar o mercado, composto
por N+ 1 ativos financeiros cujo preco € fornecido pelos processos
estocasticos

So(t), S1(6), ... , Sy (¢)

em que S,(t) representa o ativo financeiro sem risco.

10
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Definicdo 2.6 Uma estratégia de carteira h(t) consiste em assumir uma
posicdo sobre cada um dos ativos do mercado e € expressa pelo processos
ho(t), hy(2), ... , hy(E)
onde h;(t) representa a quantidade do ativo i, no instante t, existente na
carteira.
Definicdo 2.7 O valor da carteira V(t,h), no instante t, utilizando a

estratégia de carteira h(t), € dado por

V(th) = 2 hy (0)S;(6) (2.10)
i=0

Consideram-se apenas carteiras autofinanciadas, onde n&o existe entrada,
ou saida, de capital de e para o exterior e as alterac6es no valor da carteira
devem-se a alteracdes no preco dos ativos financeiros que compdem a
mesma, ao longo do tempo, e da estratégia de carteira seguida.

Definicdo 2.8 Uma carteira é autofinanciada se verificar a seguinte

condicéo

N t
Ve, h) = V(0,h) + z f hy(s)dS;(s) 2.11)
i=0 " 0

Outra condicdo que se vai impor sobre o mercado € a auséncia de
arbitragem, isto €, ndo é possivel ganhar dinheiro sem se assumir qualquer tipo
de risco.

Definicdo 2.9 Uma possibilidade de arbitragem consiste numa estratégia de
carteira h(t) (autofinanciada) em que se verificam as seguintes condicdes:

= V(0,h) =0, isto é, o investimento inicial & zero.

11
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= P(WV(t,h)>0)>0 e PWV(th)=0)=1, isto €&, existe sempre a
probabilidade de ocorrer um ganho (nunca existe prejuizo em relagéo ao
investimento inicial realizado).

Um mercado € livre de arbitragem se nado existirem possibilidades de
arbitragem.

Antes de se apresentarem o0s teoremas fundamentais desta seccéo, é
necessario definir o conceito de medida de martingala.

Definicdo 2.10 Uma medida de probabilidade @, em F;, € uma medida de
martingala para o mercado S,(t), S;(t), ... ,Sy(t), no intervalo [0,T], se possuir
as seguintes propriedades:

= (Q éequivalente a P em Fr.

= Todos os processos de preco descontados Sy(t),S;(t),..,Sy(t) sdo

martingalas, segundo Q, no intervalo [0,T], em que S,(t) = j‘—((?)
0

O préximo teorema representa um dos resultados fundamentais da teoria da
arbitragem e é essencial para se estabelecer uma férmula para a avaliacdo de
derivados financeiros.

Teorema 2.4 (1° Teorema Fundamental da Matematica Financeira) O
modelo de mercado S,(t),S;(t), ... ,Sy(t) é livre de arbitragem se e sé se existir
uma medida de martingala Q (ndo necessariamente Unica) 1.

Para uma demonstracdo deste teorema, ver Delbaen & Schachermayer (1994).

Se se incluir o derivado financeiro no mercado definido anteriormente,

obtém-se o mercado alargado S,(t),S;(t),...,Sy(),[1(t,X). Impondo a

! Para o teorema ser formulado rigorosamente e com generalidade, o conceito de possibilidade
de arbitragem deveria ser modificado para o conceito de “no free lunch with vanishing risk”. Isto
€ discutido em Delbaen & Schachermayer (1994).

12
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condicdo de auséncia de arbitragem, a aplicacdo do 1° Teorema Fundamental
implica que existe uma medida de martingala Q em que [](t,X)/S,(t) € uma
martingala e obtém-se a formula geral para a avaliacdo de derivados
financeiros.

Teorema 2.5 (Formula para a avaliacdo de derivados financeiros) O
preco [](t, X), no instante t, de um derivado financeiro X, num mercado livre de

arbitragem, € dado pela expresséo

[Ten = ssoee [% F.| (2.12)

em gue Q (ndo necessariamente Unica) € uma medida de martingala.
Para uma demonstracdo deste teorema, ver Bjork (2009).

Se se assumir que o ativo sem risco S,(t) € um depdsito bancério com taxa
de juro r(t), traduzido pela expressao S,(t) = S,(0)exp (fotr(s) ds), a formula

anterior assume a forma

T
l_[(t,X) = EO[e i TO%xp | (2.13)
A expressao anterior pode ainda ser simplificada se se assumir que a taxa de

juro r(t) é constante no intervalo [0, T]

[ [0 = exr-orpepp, (2.14)

Se for possivel replicar o preco de qualquer derivado financeiro [](t, X),
num mercado livre de arbitragem, através de uma estratégia de carteira h(t),
diz-se que o mercado € completo. A existéncia de um mercado completo
significa que um derivado financeiro é supérfluo na medida em que este pode
ser substituido por uma estratégia de carteira h(t). Isto significa que, um

mercado é completo se o preco do derivado financeiro [[(t,X) é igual (quase
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certamente) ao valor da carteira V(t,h), isto é, se [[(t,X) admitir uma

representacdo da forma

P(l—[(t,X) = V(0,h) + ;fo hi(s)dSi(s)> —1 (2.15)

Existe, contudo, uma relacdo entre a existéncia de um mercado completo e o
conceito de medida de martingala, formulada no teorema seguinte.

Teorema 2.6 (2° Teorema Fundamental da Matematica Financeira)
Assume-se que o mercado € livre de arbitragem. O mercado é completo se e
s6 se a medida de martingala Q, € Unica.

Para uma demonstracdo deste teorema, ver Bjork (2009).

A auséncia de arbitragem significa que a férmula para a avaliacdo de
derivados financeiros (2.12) € valida. No entanto, se o mercado for incompleto,
podem existir varias medidas de martingala que podem conduzir a diferentes
processos de prego para [[(t,X), na formula anterior. Com a excecdo do
modelo de Black-Scholes, os modelos que serdo analisados na sec¢ao 2.4, e
ambito do presente trabalho, conduzem a mercados incompletos de acordo
com Schoutens (2003) e Cont & Tankov (2004). Torna-se, portanto, necessario
saber como obter medidas de martingala e determinar qual é utilizada pelo

mercado, no mundo real, na avaliacdo de derivados financeiros.

2.3. Transformacdes de Martingala

Nesta seccao, simplifica-se o modelo de mercado introduzido na seccao

anterior e analisam-se dois métodos para a obtencdo de medidas de

14
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martingala: a transformacéo de Esscher e a introducdo de um parametro para
corrigir a média de um processo de Lévy.

Os derivados financeiros analisados no presente trabalho - opcbes
europeias e opcdes exoticas - dependem da evolucédo do preco de um unico
ativo subjacente. Desta forma, o modelo de mercado descrito na seccéo
anterior, pode ser reduzido para dois ativos: o ativo sem risco Sy(t) e o ativo
(subjacente) com risco S(t). Para modelar o ativo sem risco, considera-se uma
taxa de juro constante e S,(0) = 1 e utiliza-se a funcédo deterministica

So(t) = e™ (2.16)
Para modelar o ativo com risco, utiliza-se o processo
S(t) = S(0)eX® (2.17)
em que X(t) € um processo de Lévy. O logaritmo do retorno do ativo S(t), num
intervalo de tempo com duracdo s, segue a distribuicdo do incremento do
processo de Lévy X(t), no intervalo correspondente

l S(t+s)
n[ 0)

] = X(t +5) — X(O) (2.18)

Na seccéo anterior, conclui-se que para avaliar um derivado financeiro, num
mercado livre de arbitragem, é necessario determinar uma medida de
martingala a partir da medida de probabilidade objetiva P. Um método popular
proposto em Gerber & Shiu (1994), consiste em efetuar uma transformacéo da

funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) do processo X(t). Para o efeito,

considere-se a funcdo caracteristica de X(1) dada por @x¢)(w) =
E[exp(iuX(1))] e seja fx)(x) a f.d.p. do processo X(t), na medida P, e fXQ(t) a

f.d.p. correspondente, na medida Q, dada por
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eexfx(t) (x) _ egxfx(t) (x)
[77e0% fup(ydx  Ele®*®]

fiae = (2.19)

Esta transformacdo designa-se por transformacédo de Esscher e o objetivo é
determinar o parametro 6 para que S(t) seja uma martingala, de acordo com a
expressao
S(0) = e TEEQ[S(t)] = e T*EC[S(0)e* W] <=>
et = EQ[eX(®)]
A solucédo desta equacdo nédo depende de t (ver Gerber & Shiu 1994) e

considerando t = 1, obtém-se

oo x eexfxﬁ) (x)

+o0
— — Q — —
e” = E¢[e*W] = j_oo e” fyy(¥)dx = f_oo € ETeox D] dx =

+00 ex(1+9)fx(1) (x) E[ex(1+9)] Pxa) (_l(e + 1))
-0 (PX(1)(—19) ¢X(1)(—19) §0x(1)(—19)

Ox)(—i(0 + 1)) _
<PX(1)(—i3)

(2.20)

A solucdo desta equacédo fornece o parametro 6 que transforma o processo
S(t) em martingala.

Contudo, apesar da simplicidade do método, o mercado podera nao utilizar,
na pratica, a medida de martingala obtida pela transformacdo de Esscher na
avaliacdo dos derivados financeiros. Um método alternativo, utilizado em
Schoutens (2003), consiste em corrigir a média do processo X(t), com
dindmica na medida P, adicionando um parametro mt, formando um novo
processo X(t), com dinAmica em Q,

X(t)=X(t) +mt (2.21)

16



Nuno Martins Avaliacdo de Opc¢des com Processos de Lévy e Transformagfes Temporais 17

Esta alteracdo apenas tem influéncia no parametro b do tripleto de Lévy de
X(t). O tripleto (52,9, b) do novo processo X(t) é dado por
b =b+mac%=0c?%9(dx) = 9(dx)
e a funcdo caracteristica tem a seguinte expressao
Pxey W) = @y (u)e™m (2.22)
O objetivo é determinar o parAmetro m para que S(t) = S(0)eX®*™ seja uma
martingala? (na dinAmica Q) e a ideia associada a este método é andloga a
aplicacdo do teorema de Girsanov ao modelo de Black-Scholes (movimento
Browniano com drift) alterando o coeficiente de drift (Oksendal 1998). Seguindo
um raciocinio analogo ao que foi utilizado na transformacédo de Esscher, a
condicao de martingala para o processo S(t) resulta na seguinte expressao
S(0) = e TEEQ[S(t)] = e TPEQ[S(0)eXDtM] <=> Tt = FQ[eX(D]emt
Aplicando a fungéo caracteristica do processo de Levy X(t), @xp(u) =
EQ[e™X®] = exp(tny(w)), na expresséo anterior, obtém-se
et = (Px(t)(_i )emt — etnx(—i)emt
Aplicando o logaritmo a ambos os membros da expresséo anterior, obtém-se
m=r— nx(—i) (2.23)
Esta igualdade fornece o parametro m que garante que S(t) é uma martingala

(nx € 0 expoente caracteristico de X (t)).

2 Na dindmica P: @log&(u) = @x)(u) e na dinamica Q: <p]0g@(u) = @z (W).
S(0) S(0)
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2.4. Modelos Financeiros

Nesta seccdo, enumeram-se alguns modelos financeiros (baseados em
processos de Lévy), utilizados na literatura financeira, para X(t) e detalham-se
0s modelos que constituem o ambito do presente trabalho: Black-Scholes,
CGMY e CGMY-Gamma-OU.

O modelo de Black-Scholes, proposto em Merton (1973) e Black-Scholes
(1973), constitui um passo importante, na literatura financeira, para a
explicacdo da dinamica do preco de um ativo financeiro. Neste modelo, X(t) é
modelado por um movimento browniano com drift (ver exemplo A.1). Trata-se
de um modelo de difusdo sem a introducdo de uma componente descontinua

(saltos). Este modelo é caracterizado por:
= X(t) —X(0)~ N((u — %02) t,0%t), em que o representa a volatilidade e u

a taxa média de retorno do ativo S(t). A figura 1 (anexo D) ilustra uma
trajectéria possivel para a evolucao do preco de acordo com este modelo.

= A funcao caracteristica (dinamica em P) é dada pela expresséao

1 1
Pxy(Ww) = eMxW = exp (it(u — Eaz)u - Etazuz) (2.24)

= Calculo do parametro m para mudanca de medida (ver expressao 2.23)
— ( ) — ( 1 2) 1 2 _
m=r—n(-i)=r u > o > g =1r—U

» A funcao caracteristica (dinAmica em Q) € dada pela expresséo
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iumt

Pz (w) = exW = gy (u)e

_ it _l 2 _lt 2 2+' t —

=explit|lu 20‘ u > g°u wu (T w) (2.25)
1 1

_ . ) I 2.,2

_exp(1t<7" 2O')u Ztau)

= O tripleto (2,9, b) do novo processo X(t) € dado por

b=r—=0%d%=02%9(dx)=0

N| =

Varios estudos empiricos apresentados na literatura financeira (ver Nicolau
2012) tém revelado um conjunto de factos sobre séries temporais financeiras -
factos estilizados em financgas - que ndo sdo modelados pelo modelo de Black-
Scholes, nomeadamente:
= A distribuicdo Normal €& simétrica (coeficiente de assimetria =0) e 0S

dados empiricos revelam que o logaritmo dos retornos segue uma

distribuicdo assimétrica negativa (coeficiente de assimetria < 0), isto &, as
variacbes negativas do logaritmo dos retornos sdo mais acentuadas que as
variacbes positivas. O coeficiente de assimetria é calculado através da

expressao

E[(X — E(X))?]
[Var(X)]*/>

coeficiente de assimetria =

= Os dados empiricos revelam que o logaritmo dos retornos segue uma
distribuicdo leptocurtica (coeficiente de curtose > 3) que ndo pode ser
representado por uma distribuicdo Normal (coeficiente de curtose = 3). Do
ponto de vista financeiro, isto significa que os ativos financeiros apresentam

variagcbes extremas (afastadas da média) no preco que ndo podem ser
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explicadas por uma distribuicdo Normal. O coeficiente de curtose é
calculado através da expresséao

E[(X — E(X))*]
[Var(X)]?

coeficiente de curtose =

» A volatilidade varia de forma estocastica ao longo do tempo e ndo pode ser
representada por um valor constante como no modelo de Black-Scholes. Os
dados empiricos mostram a existéncia de uma sucessdo de periodos de
alta volatilidade (fortes variacfes no preco) e periodos de baixa volatilidade
(fracas variacdes no preco) - efeito de volatility clustering.

Os dois primeiros pontos significam que o logaritmo dos retornos - X(t) —
X(s) - ndo segue uma distribuicAo Normal e é necessario utilizar outras
distribuicdes que se ajustem melhor a dindmica real do mercado. Na literatura
financeira sdo apresentados inumeros modelos para a distribuicdo dos
incrementos X (t) — X(s): Madan & Seneta (1990) propdem o modelo Variance
Gamma, Eberlein & Keller (1995) propdem o modelo Hiperbdlico, Barndorff-
Nielsen (1995) propdem o modelo Normal Inverse Gaussian, Carr, Geman,
Madan & Yor (2002) propéem o modelo CGMY e Schoutens (2001) sugere o
modelo de Meixner.

Schoutens (2003) efetua uma comparacgao dos varios modelos enumerados
anteriormente e o modelo CGMY é o que se ajusta melhor aos dados de
mercado utilizados no processo de calibracdo. Por ser o modelo que assume
melhor performance, justifica-se a sua utilizacéo na avaliacdo da opcao exotica
no capitulo seguinte. O modelo CGMY é caracterizado por:
= X(t)—X(0)~CGMY(tC,G,M,Y). A figura 2 (anexo D) ilustra a evolugédo de

uma trajectoria possivel para o preco do ativo de acordo com este modelo.
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= O coeficiente de assimetria € dado pela expresséo (I' é a fungcdo Gama)

CMY3 -G 3Iri3-yv)
(CMP-2 + G¥-2)r(2 - 1)) 2

coeficiente de assimetria = (2.26)

= O coeficiente de curtose € dado pela expresséo

CMY* + GV MrE-y)
(C(MY=2 + GY-2)['(2 —Y))?

coeficiente de curtose = 3 + (2.27)

= A funcao caracteristica (dindmica em P) € dada pela expresséo

<PX(t)(u) = etnx)
(2.28)
= exp(tCT(=Y)((M — i)Y — M" + (G + iw)" — GY))
= Calculo do parametro m para mudanca de medida
m=r—n(-i)=r—-Cr(-)((M - 1) = MY + (G + 1) —G")
» A funcao caracteristica (dinAmica em Q) € dada pela expresséo
Pz (W) = exW = gy (u)e™ ™
= exp(tCT(-V)((M — iw)Y — MY + (G + iw)* — G")) (2.29)
x exp (iut(r — Cr(=Y)((M = 1) = M¥ + (G + 1)’ = G")))
= O tripleto (2,9, b) do novo processo X(t) € dado por
b=cC (fole‘Mxx‘de - f_OlerlxI‘de) +7r—Cr(-Y)(M — 1Y — M" +
G+1DY-6")
=0

Cexp(Gx)(—x)"1Ydx, x <0

3(dx) = {
(dx) Cexp(—Mx)x~1Ydx, x>0

Os parametros do modelo estéo restringidos a C, G, M >0 e Y < 2 e trata-
se de um processo de saltos puro, sem componente de difusdo (% = 0). O

comportamento das trajetérias € definido pelo parametro Y. Se Y <0, as
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trajetérias tém um numero finito de saltos (atividade finita), caso contrario as
trajetorias tém um namero infinito de saltos (atividade infinita). Adicionalmente,
se 1<Y <2, o processo tem variagdo infinita. Os parametros ¢ e M
determinam o ritmo de decaimento exponencial na densidade de Lévy 9, com
impacto no grau de assimetria da distribuicdo de X(t). Em termos financeiros,
estes dois parametros controlam a frequéncia relativa de subidas e descidas de
precos e as variacdes fortes e fracas na dinamica dos precos. O parametro C
controla o nivel geral de atividade do processo X (t).

Carr et al. (2002) explicam a motivacdo em utilizar processos de saltos
puros sem a introducdo de uma componente de difusdo. Os autores referem
que, na literatura financeira, a componente de difuséo € utilizada para modelar
os saltos com pequena amplitude que ocorrem com maior frequéncia e a
componente de saltos € utilizada para modelar os saltos com maior amplitude
gue ocorrem com menor frequéncia. Contudo, de acordo com 0s mesmos
autores, um processo de saltos puro com variacao infinita consegue modelar os
saltos frequentes, com menor amplitude, e os saltos ocasionais, com maior
amplitude, e ndo é necessario introduzir uma componente de difuséo.

Para modelar o terceiro facto estilizado - variacdo estocastica da
volatilidade - sdo propostas duas alternativas na literatura financeira: (1)
substituir o valor constante da volatilidade o, no modelo de Black-Scholes, por
um modelo estocastico (ver, por exemplo, Hull & White 1998) ou (2) aumentar
ou diminuir o nivel de incerteza (volatilidade) através do aumento ou diminui¢ao
da velocidade a que o tempo flui. A intuicdo financeira associada a segunda

alternativa (transformacéo temporal), desenvolvida em Carr, Madan, Geman &
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Yor (2003), é que em regides de alta volatilidade, o tempo flui mais depressa e
0s saltos no preco ocorrem a um ritmo mais elevado.

Schoutens (2003) propde duas classes de processos para modelar a
evolucdo da taxa temporal: (1) processo CIR (Cox-Ingersoll-Ross) com
reversao para a média e (2) processos OU (Ornstein-Uhlenbeck) geridos por
um subordinador.

Schoutens (2003) testa varios processos para modelar a evolucdo da taxa
temporal e o processo Gamma-OU € o que se ajusta melhor aos dados de
mercado utilizados no processo de calibracdo e, por isso, justifica-se a sua
utilizacao na avaliacdo da opcédo exoética do capitulo seguinte.

Um processo OU y(t) caracteriza-se por obedecer a equacgéo diferencial
estocastica

dy(t) = —Ay(t)dt + dZ(At), y(0) >0 (2.30)
em que Z(t) é um subordinador (processo de Lévy com drift ndo negativo, sem
componente de difusdo e com incrementos positivos). Do ponto de vista
financeiro, a equacgéo anterior diz que a taxa temporal aumenta (aumento da
volatilidade) com os saltos expressos no termo dZ(At) e diminui (diminuicdo da
volatilidade) de forma gradual com o termo Ay(t)dt. Como y(0) > 0, 0 processo
y(t) é sempre positivo. Para incorporar a distribuicdo Gamma(a,b) num
processo OU, é necessario definir o que € um processo auto decomponivel e
utilizar o resultado do préximo teorema.

Definicdo 2.11 Uma variavel aleatoria X é auto decomponivel se e sé se,
para cada 0 < ¢ < 1, existir uma variavel aleatoria Y,, independente de X, tal

que X & aX + Y, <=> @x(u) = px(aw)py, (u).

23



Nuno Martins Avaliacdo de Opc¢des com Processos de Lévy e Transformagfes Temporais 24

Teorema 2.7 (Estacionaridade de um processo OU) Seja ¢y a fungéo

caracteristica de uma variavel aleatéria X. Se X é auto decomponivel, entédo
existe um processo estocastico estacionario X(t) e um processo de Lévy Z(t),
tal que X(t) & X e X(t) satisfaz a equacao (2.30). De forma reciproca, se X(t)
€ um processo estocastico estacionario e Z(t) é um processo de Lévy tal que
X(t) € X eX(t) e Z(t) satisfazem a equacéo (2.30), para todo o 4 > 0, entdo X
é auto decomponivel.

Para uma demonstracdo deste teorema, ver Barndorff-Nielsen (1995).

A distribuicdo Gamma(a,b) é auto decomponivel (ver Grigelionis 2003) e,
através da aplicacdo do teorema anterior, existe um processo OU y(t) que
obedece a equacéao (2.30) e com distribuicdo estacionaria Gamma(a,b).

A modelacdo do tempo pode ser realizada pelo processo ndo decrescente

Y (t) descrito pela expressao

Y(t) = fty(s) ds (2.31)
0

gue possui trajetérias continuas. Schoutens (2003) apresenta uma formula
explicita para a funcdo caracteristica de Y (t), associada ao processo Gamma-
Ou:

Yy (W) =
(2.32)

exp | iuy(0)A71(1 — ™) + Ad (b log( b > — iut)
iu—Ab b —iud"1(1 — e~4t)
Define-se y(0) = 1 (inicializacdo da taxa temporal), sem perda de generalidade

(ver Schoutens 2003).
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O modelo GGMY-Gamma-OU consiste em modelar X(t) utilizando o
modelo CGMY e a evolucdo temporal através do processo Gamma-OU. A
expressao (2.17) para a representacdo do preco do ativo financeiro com risco
S(t) (dindmica em P) fica, neste caso,

S(t) = §(0)eX¥®) (2.33)

Schoutens (2003) apresenta o preco do ativo financeiro com risco S(t)

rt

(dinamica em Q), introduzindo o fator de correcao m para a mudanca de

medida, através da seguinte expressao

rt

S — _ & xe)
S(t) = S(O)E[ex(y(t))]e (2.34)

e calcula a funcéo caracteristica para o logaritmo do retorno traduzida por

0 s @) = exp(iurt) LY@ @) (2.35)

. 1

log5(0y [QUY(t)(_”IX(_l))]
em que ny € o expoente caracteristico de X(t) jA determinado na equacao
(2.28) para 0o modelo CGMY. A figura 3 (anexo D) ilustra uma trajetéria possivel

para a evolucédo de y(t), Y(t) e do preco do ativo de acordo com este modelo.

3. Metodologia e Dados

Neste capitulo, detalha-se o0 processo de calibracdo dos modelos
analisados no capitulo anterior (Black-Scholes, CGMY e CGMY-Gamma-OU),
descreve-se a opgao exotica escolhida e procede-se a avaliagdo da mesma.

Para calibrar os modelos, utilizam-se os dados de mercado, descritos no

Anexo B, referentes a opcbes de compra europeias sobre o indice AEX
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(Amsterdam Exchange Index), e determinam-se os parametros dos varios
modelos, de forma a minimizar a raiz quadrada do erro quadratico médio (root
mean square error ou RMSE), entre o preco de mercado e o prego dado pelo

modelo, através da seguinte expressao:

2 0Dco (3.1)
No Sotses N? Opcgoes

(Prego Mercado — Prego Modelo)?

RMSE = Z
Na seccao 3.1, descreve-se 0 método utilizado em Carr & Madan (1998)
para determinar o preco do modelo para op¢cbes de compra europeias, que

figura na expressao anterior, atraves da fungao caracteristica ¢jog5cr)(w).

Na seccdo 3.2, descreve-se a opcdo exotica estudada no ambito do
presente trabalho e na seccdo 3.3 explica-se como avalid-la utilizando o
método de simula¢édo de Monte Carlo.

Os vérios algoritmos de calibracdo e de simulacdo de Monte Carlo foram
implementados utilizando o programa de calculo cientifico Matlab e um

computador com processador CORE i3 com 2 GB de memoéria RAM.

3.1. Calibracéo dos modelos

Considere-se k =logK e 5(T) = log S(T). O valor de uma opgéo de compra
europeia Cr(k), no instante atual (t = 0), obtém-se substituindo a expressao

(2.9) em (2.14) resultando em

Cr(k) = e "TE?[max{S(T) — K, 0}|F,] = e‘rTeroo(es —e®)f9(s)ds (3.2)

k

26



Nuno Martins Avaliacdo de Opc¢des com Processos de Lévy e Transformagfes Temporais 27

em que f9(s) é a f.d.p. da variavel aleatéria 5(T), na medida Q. Utiliza-se a
notagéo S(T), por substituicdo de S(T), para salientar que € a dinamica do ativo
financeiro na medida Q.
Como kl—i>r—noo Cr(k) = 5(0), significa que C;(k) ndo possui quadrado integravel e
ndo € possivel calcular a sua transformada de Fourier. Para o efeito, considera-
se e (k) com a =0,75 (Schoutens 2003 utiliza este valor na calibragdo dos
modelos). A transformada de Fourier é dada por

TF{e®™Cr(k)} = Yr(v) = [ e e®*Cr(k)dk (3.3)
Conhecida a funcdo ¥,(v), € possivel determinar Cr(k) através da
transformada inversa de Fourier

TFH{Wr ()} = e Cr(k) = [ e™¥* Wy (v)dv (3.4)

— 00

Desta forma, obtém-se o valor da opcdo de compra europeia

—ak . i -ak 0 .
Cr(k) = — [T e~k w (v)dv = eT [ em Wk W (v)dv (3.5)

2w Y=

A segunda igualdade advém do facto de C;(k) ser uma funcao real e, portanto,
e~ Wkw, (v) é uma funcéo par.

Para obter ¥ (v) em fungédo de ¢,q5(r)(u) basta notar que

+00

+00 +oo
Yo (v) = j ek ek (k)dk = j ei”"‘f e T (eS —e®)f(s)ds dk
— o0 —0o0 k

ApoOs alguns calculos, determina-se

e Prog 5y (v — (a + 1)i)
a’+a—v2+iQRa+1)v

Yr(v) = (3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), obtém-se a solugdo para o valor da opcéao de

compra europeia através da fungdo caracteristica @jog5¢ry(u) que ja foi

calculada na seccao 2.4 (Modelos Financeiros) para os varios modelos em
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analise no presente trabalho - equacgdes (2.25), (2.29) e (2.35) - com a seguinte
alteracao

Progsry (W) = 1985O0 g4 (u) = e™1°85 Vg 1 (u) (3.7)

logm

Para resolver a equacéo (3.5), utiliza-se a seguinte aproxima¢ao numerica

e—ak

%) . -ak ]
Cr(k) = [ e W (v)dv ~ =TI, ey (v))w; (3.8)

T

em que o intervalo de integracao [0, +oo] foi discretizado no intervalo [0,n(N —
1)] atraves de uma grelha com N pontos com distancia n, em que v;.; — v; =1,
v; =n(j —1) e w; depende da regra de integracdo a adotar (e.g. regra dos
trapézios, regra de Simpson). Considera-se que k assume valores (discretos)
numa grelha, também, com N pontos com distancia 4
k(u) =—-b+ A(u—1), u=1,..,N (3.9)
Como k(N) = b, entdo determina-se o valor de b
b= %(N -1) (3.10)
Substituindo em (3.8), obtém-se
Cr(k(w)) ~ ?2?’:1 e—iln(j—l)(u—l)eib"j!{lT(Uj)wj (3.11)
O algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) serve para calcular, de forma
rapida e eficiente, uma soma do tipo
Z?’zl e_izﬁn(j_l)(u_l)x(j), u=1,..,N (3.12)
Comparando as equacdes (3.11) e (3.12), para aplicar o algoritmo FFT, é

necessario que

== (3.13)
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A expressao anterior da a relacéo entre a distancia dos pontos em ambas as
grelhas de discretizacéo - v e k.
Para melhorar o resultado da integracdo numeérica, utiliza-se a regra de

Simpson para os coeficientes w; e a expressao final fica

N

2T, . . j
z e—LW(J—l)(u‘l)elb"j'PT(vj) g [3 +(=1) -6( — 1)] (3.14)
=1

e—ak(u)

Cr(k(w) ~

T

emque §(j) = 1 se j = 0 e 0 caso contrario.

Para terminar esta seccdo, é importante referir que se o ativo financeiro
pagar dividendos a uma yield anual g, entdo todas as expressdes, deduzidas
anteriormente, com excecao da férmula para a avaliacdo de derivados financeiros
(expresséo 2.14), devem ser atualizadas substituindo r por r — q (ver Schoutens

2003).

3.2. Descricado da opcao exotica

Schoutens, Simons & Tistaert (2005) é a referéncia para os temas
analisados nesta seccdo. A opcdo exodtica analisada no presente trabalho,
consiste numa classe particular de derivados financeiros sobre os momentos
do ativo subjacente e designa-se por op¢do sobre o momento de ordem k. O
contrato associado a este tipo de derivados é uma funcdo das poténcias do
logaritmo dos retornos (diarios) do ativo subjacente e destina-se a cobrir
diferentes tipos de risco (e.g. poténcia 2 para cobrir alteracdes na volatilidade
do ativo, poténcia 3 para cobrir alteragcdes na assimetria da distribuicdo do

ativo, poténcia 4 para cobertura de risco contra eventos extremos).

29



Nuno Martins Avaliacdo de Opc¢des com Processos de Lévy e Transformagfes Temporais 30

Para além da cobertura de risco, Corcuera, Nualart & Schoutens (2005)
sugerem que a introducdo de ativos financeiros de todas as ordens, cuja
dindmica consiste na poténcia de ordem k sobre os ativos originais, conduz a
um mercado completo.

Considere-se um conjunto discreto de instantes {t, =0,tq,..,t, =T},
correspondente aos dias de mercado em que o ativo pode ser transacionado e
S(t;) o preco do ativo no instante (dia) t;. Uma opg&o sobre o momento de
ordem k, depende do somatério dos retornos diarios e possui 0 seguinte

contrato na data de maturidade T

B(S(ty), ..., S(ty)) = VN X max [Z (log S(t) ) —-K,0 (3.15)

S(tl 1)

em que VN representa o valor nominal.
Para avaliar este contrato, utiliza-se a expressao (2.14), como fungédo da
data de maturidade T, do preco de exercicio K e do momento k, resultando:

) k
t,k,T,K) = VN x e~ (T-OTgQ maleo ) —K,0
| [erro [ 85t

(3.16)

3.3. Avaliacéo da opcéao exotica

O método de Monte Carlo permite obter uma estimativa do preco da opcao
exotica através da realizacdo de um numero elevado de simulacdes. A precisdo
do método depende do numero de simulagbes realizadas. O método consiste
na simulacdo de m trajetorias do pre¢co do ativo subjacente e em determinar,

para cada trajetoria, o valor do contrato, associado a opgcao exotica, na data de
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maturidade T, obtendo-se uma estimativa X;,i = 1,2, ..., m. A estimativa para o

valor esperado associado ao contrato X é dado pela expresséo

~ 1
%= EZ X, (3.17)
=1
e o0 erro da estimativa é € dado por
1 m
— T — X.)2 3.18
5 (m_l)zzl(x X) (3.18)

O preco da opcao exdtica (equacdo 3.16) é aproximado pela estimativa
fornecida pelo método de Monte Carlo

X)) = e T-9TEQ[X|F,] (3.19)
O anexo C contém a descricdo dos algoritmos para simular as trajetérias do
preco do ativo subjacente para os modelos de Black-Scholes, CGMY e CGMY-

Gamma-OU.

4. Analise de Dados

4.1. Calibracdo dos modelos

A tabela | sumariza o resultado do processo de calibracdo dos trés modelos.

Tabela | - Estimac&o dos parametros dos modelos

Parametros do Modelo
Modelo RMSE

o C G M Y A a b
Black-
Scholes 11257 0,1367
CGMY 1,137 46956 23,5712 63,3488 0,2422 ---
CGMY-
Gamma- 1,092 12,6330 33,2517 82,1778 0,0866 0,2894 4,6391 4,9424
(0]V]
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Em consonancia com a teoria exposta na secc¢éao 2.4 (modelos financeiros),
o modelo CGMY-Gamma-OU apresenta uma maior aproximacao aos dados de
mercado, traduzida por um RMSE menor, seguido dos modelos CGMY e Black-
Scholes, por esta ordem (ver Anexo E para uma explicacdo sobre o RMSE
reduzido no modelo de Black-Scholes). Em termos financeiros, os dados da
tabela | indicam que a compra de uma carteira de opcdes de compra europeias
(com os precos de exercicio e datas de maturidade do Anexo B) sobre o indice
AEX, aos precos calculados pelos varios modelos, traduz uma diferenca de
1,257€ (Black-Scholes), 1,137€ (CGMY) e 1,092€ (CGMY-Gamma-OU), em
meédia (no sentido de raiz quadrada da média quadratica), face aos precos
reais de mercado.

No entanto, ndo existe uma diferenca significativa, no valor do RMSE, que
permita concluir que o modelo CGMY-Gamma-OU se destaca, face aos
restantes modelos, na explicagdo da dinamica do preco das opcdes sobre o
indice AEX. E importante salientar que o processo de calibragdo depende,
obviamente, dos dados de mercado e os modelos podem assumir diferencas
significativas, noutros contextos. Por exemplo, em Schoutens (2003)
calibraram-se os trés modelos, para opc¢des financeiras sobre o indice S&P500,
e as diferengas nos valores de RMSE foram mais pronunciadas: Black-Scholes

(6,734), CGMY (2,756), CGMY-Gamma-OU (0,365).

4.2. Avaliacao da opcao exotica

Para o processo de simulagdo, utilizam-se os parametros calculados na

seccdo anterior, para os varios modelos. As tabelas Il, Ill e IV sumariam o0s
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resultados do processo de simulacdo de Monte Carlo para a avaliacdo das
opcOes sobre os momentos de ordem 2, 3 e 4, em relacao ao indice AEX (ativo
financeiro subjacente), respetivamente.

Analisando os resultados da tabela I, constata-te que o modelo CGMY-
Gamma-OU apresenta os precos das opc¢des mais reduzidos, para 0s varios
precos de exercicio, comparativamente com o0s restantes modelos. Significa
que a utilizacdo dos outros dois modelos, na pratica, na avaliacdo das opcdes
sobre o momento de ordem 2, ira sobrestimar (inflacionar) o preco de mercado
das mesmas. Analisando os precos do modelo Black-Scholes com os precos
do modelo CGMY-Gamma-OU, observam-se diferencas entre 8% e 30%.

As diferencas sdo mais significativas, quando se analisam os dados da
tabela Ill, para as opcBes sobre o0 momento de ordem 3. Neste caso, as
diferencas de preco entre o modelo Black-Scholes e o modelo CGMY-Gamma-
OU ultrapassam os 200%. Significa que a escolha do modelo € determinante
na avaliacdo correta deste tipo de opc¢bes. Este facto esta relacionado com o
valor do coeficiente de assimetria (-0,4225), calculado através da expressao
(2.26), estar afastado de O (distribuicdo Normal).

A tabela IV apresenta o preco das op¢des sobre 0 momento de ordem 4 e
as diferencas entre o modelo de Black-Scholes e o modelo CGMY-Gamma-OU
sao pouco pronunciadas (cerca de 3%), uma vez que o coeficiente de curtose
(3,3863), calculado através da expressao (2.27), € proximo de 3 (distribuicdo
Normal). Neste caso, os precos determinados pelo modelo CGMY-Gamma-OU

sdo superiores e a utilizacdo do modelo de Black-Scholes, na pratica, na
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avaliacdo de opcdes sobre o momento de ordem 4 ira subestimar (deflacionar)

0 preco de mercado das mesmas.

Tabela Il - Preco das opcfes sobre 0 momento de ordem 2
(Valor Nominal = 10000)

Preco de Exercicio (K) Modelo
Black-Scholes CGMY CGMY-Gamma-OU

-0,01 291,7690 282,2826 269,0673
-0,008 271,6737 262,0714 249,5101
-0,006 251,4016 241,3416 228,8697
-0,004 230,9141 221,4202 208,3975
-0,002 210,4570 201,6722 187,9221

0 190,3175 180,6314 168,1095
0,002 170,1655 160,1368 146,8327
0,004 149,4724 139,3723 127,7326
0,006 128,9386 119,4930 106,9711
0,008 108,6526 98,8173 87,2085
0,01 88,4042 78,8463 66,0289

Tabela Ill - Preco das opg¢bes sobre o momento de ordem 3
(Valor Nominal = 10000)

Preco de Exercicio (K) Modelo
Black-Scholes CGMY CGMY-Gamma-OU

-0,0001 0,9631 0,1875 0,2472
-0,00008 0,7613 0,1011 0,1309
-0,00006 0,5660 0,0442 0,0601
-0,00004 0,3861 0,0167 0,0208
-0,00002 0,2395 0,0049 0,0068

0 0,1285 0,0007 0,0010
0,00002 0,0606 0,0002 0,0002
0,00004 0,0243 0,0000 0,0000
0,00006 0,0087 0,0000 0,0000
0,00008 0,0028 0,0000 0,0000
0,0001 0,0007 0,0000 0,0000
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Tabela IV - Preco das opc¢bes sobre o momento de ordem 4
(Valor Nominal = 10000)

Preco de Exercicio (K) Modelo
Black-Scholes CGMY CGMY-Gamma-OU

-0,000001 0,0527 0,0597 0,0540
-0,0000008 0,0507 0,0576 0,0518
-0,0000006 0,0489 0,0552 0,0507
-0,0000004 0,0468 0,0533 0,0480
-0,0000002 0,0447 0,0516 0,0455
0 0,0426 0,0493 0,0440
0,0000002 0,0406 0,0474 0,0414
0,0000004 0,0386 0,0452 0,0395
0,0000006 0,0364 0,0436 0,0376
0,0000008 0,0347 0,0410 0,0357
0,000001 0,0324 0,0390 0,0335

5. Conclusodes, Contributos, Limitacoes e

Investigacao Futura

Os modelos CGMY e CGMY-Gamma-OU sdo modelos que envolvem maior
complexidade ao nivel dos algoritmos de calibracéo e simulacdo (Monte Carlo).
Adicionalmente, sdo modelos que requerem bastante poder computacional e
demoram bastante tempo a produzir resultados (avaliacdo de opcdes exdticas),
ao nivel da simulacdo de Monte Carlo, comparativamente ao modelo de Black-
Scholes. No presente trabalho, para um universo de 5000 simulacdes, por
modelo, o modelo de Black-Scholes produz resultados em 10 minutos e, 0s
restantes modelos, em 60 horas.

Quando o processo de calibragao devolve resultados aproximados, entre 0s
varios modelos, na aplicagdo a dados reais de mercado, ndo se justifica utilizar

0os modelos CGMY e CGMY-Gamma-OU para as op¢Oes sobre os momentos
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de ordem 2 e 4. O modelo de Black-Scholes devolve resultados aproximados
em apenas 0,2% do tempo. No entanto, em relacdo a avaliagdo de opcoes
sobre os momentos de ordem 3, as diferencas entre os varios modelos séo
muito significativas e deve optar-se pelo modelo CGMY-Gamma-OU.

O principal contributo do presente trabalho € a ilustracdo da aplicacdo dos
principios teodricos e numeéricos relacionados com os modelos CGMY e CGMY-
Gamma-OU, na avaliacao de op¢des sobre os momentos de ordem k.

O presente trabalho apresenta uma limitacdo. Para diminuir o erro das
estimativas produzidas pelo método de Monte Carlo, é necessario realizar um
namero mais elevado de simulacdes. Por exemplo, para reduzir o erro para
metade, € necessario multiplicar por quatro o numero de simulacdes. A titulo de
referéncia, Schoutens, Simons & Tistaert (2005) realizaram 1000000 de
simulacdes.

Refere-se, também, como propostas de investigacéo futura, (1) considerar
outro universo de ativos financeiros e comparar, numericamente, os resultados
obtidos na calibracdo e avaliacdo de opcfes sobre os momentos e (2) analisar
a avaliacdo de opcdes sobre momentos de ordem superior a 4 e concluir sobre
as diferencas entre os diferentes modelos, (3) utilizacdo de métodos numeéricos
alternativos, mais eficientes, para avaliar estas opcdes exoticas, tal como os
métodos numeéricos para resolucdo da equacao integro-diferencial (analoga a
equacado de Black-Scholes) que tem como solugdo o preco da opcéo (estes
métodos numeéricos sdo analogos a métodos de EDP’s - esquemas de

diferencas finitas ou elementos finitos).
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Anexo A: Exemplos de Processos de Lévy

Os exemplos seguintes s&o discutidos de forma detalhada em Applebaum
(2009) e Cont & Tankov (2004).

Exemplo A.1 (Movimento Browniano com drift) Um movimento
Browniano com drift C(t), com valores em R, possui as seguintes
caracteristicas:

= C(t) = bt + oW(t) emque b € R e W(t) € um movimento Browniano.

» C(t) ~N(bt,c?t).

= A funcdo caracteristica € dada pela expressao

1
Pcry(w) = exp (ibtu -5t azuz) (A.1)

Exemplo A.2 (Processo de Poisson e processo de Poisson
compensado) Um processo de Poisson N(t), com valores em R e intensidade

A > 0, possui as seguintes caracteristicas:

= N(®) ~ Poi(2t), isto &, P(N(t) = n) = L e
= E[N(t)] = At, Var[N(t)] = At.
= A funcao caracteristica € dada pela expressao
oney W) = exp[t(e™ — 1)] (A.2)
O processo de Poisson conta o numero de instantes aleatérios (T,) que
ocorrem no intervalo [0,t] em que T, —T,_,; € uma variavel aleatéria com
distribuicdo Exponencial.

A versdo centrada de N(t) € dada por N(t) = N(t) — At e designa-se por

processo de Poisson Compensado com as seguintes caracteristicas:
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= E[N(®)]=0Var[N(©)] = at.
= A funcdo caracteristica é dada pela expressao
PreyW) = exp[At(e™ — 1 — iu)] (A.3)
O termo At designa-se por compensador e consiste na quantidade que é
necessario subtrair a N(t) de modo a formar uma martingala:
E[N(®)|Fs] = N(s)
Exemplo A.3 (Processo de Poisson composto) Um processo de Poisson

composto Y (t), com intensidade A e distribuicdo para o comprimento dos saltos

N(t)
i=1

f, é definido por Y(t) = Y»._,” Z(t;) em que os comprimentos dos saltos Z(t)
sdo variaveis i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas) com
distribuicdo f e N(t) € um processo de Poisson com intensidade 1 e
independente de Z(t).

Num processo de Poisson composto, 0s instantes em que ocorrem 0S
saltos (t;) sao definidos pelo processo de Poisson N(t) e o comprimento dos

saltos € definido pelo processo Z(t;). A funcdo caracteristica é dada pela

expresséo

Prin@) = exp |at j (e™ - 1)f (dy) (A4)

Exemplo A.4 (Processo difusdo-saltos) Adicionando o movimento
Browniano com drift C(t) (exemplo A.1) com o processo de Poisson composto
Y(t) (exemplo A.3), obtém-se o processo X(t) = C(t) + Y(t) = bt +

N(t)

oW(t) +X,-; Z(t;). Trata-se de um processo de Lévy com a seguinte

expressdo para a funcdo caracteristica:
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1 .
oxy(w) = expit|ibu — Eazuz + Af(e“‘y - 1)f(dy) (A.5)
R
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Anexo B: Dados de Mercado

Na tabela seguinte, encontra-se o pre¢co de 90 op¢des de compra europeias
sobre o indice AEX (significa Amsterdam Exchange Index, € o principal indice
da bolsa de valores de Amsterdao e é composto pelas 25 principais empresas
cotadas nesta praca) retirado do Website da NYSE Euronext, no dia 27 de
Dezembro de 2013, as 18:05. Nesta data, o indice tinha um preco spot de
400,99 €. A dividend yield (anualizado) estimada, de acordo com dados da
Bloomberg, era de 2,29% e a taxa de juro associada a swaps sobre o0 euro,

para uma maturidade a 2 anos, era de 0,55%.

Tabela V - Preco (€) de 90 opcBes de compra europeias sobre o indice AEX

Preco de Maturidade
Exercicio (€) Fev/14 Mar/14 Jun/14 Set/14 Dez/14 Jun/15

240 160,17 160,32 154,93 154,02 153,75 0
280 120,2 120,42 115,3 114,86 114,99 0
300 100,25 100,53 95,69 0 96,09 94,92
320 80,32 80,68 76,34 76,78 77,85 0
330 70,39 0 0 0 0 0
340 60,47 61,02 57,52 58,78 0 0
350 50,62 0 48,49 0 52,41 54,38
355 45,74 0 0 0 0 0
360 40,9 41,84 39,83 42,1 44,68 0
365 36,09 0 0 0 0 0
370 31,38 32,68 0 0 0 0
375 26,75 0 0 0 0 0
380 22,38 24,1 24,29 27,55 30,88 0
385 18,17 20,13 0 0 0 0
390 14,29 16,43 0 0 0 0
395 10,75 13,05 0 0 0 0
400 7,78 10,05 12,25 15,87 19,37 23,83
405 5,29 0 0 0 0 0
410 3,43 5,39 0 0 0 0
415 2,12 0 0 0 0 0
420 1,24 2,49 4,77 0 10,93 0
425 0,7 0 0 0 0 0
430 0,41 1,01 0 0 0 0
435 0,23 0 0 0 0 0
440 0,13 0,38 1,46 0 5,42 0
450 0,05 0 0 0 3,75 7,24
460 0,02 0,07 0 0 0 0
480 0,01 0,03 0,13 0 1,06 0
500 0,01 0,01 0,08 0 0,45 1,65
520 0,01 0,01 0,04 0 0,19 0
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Anexo C: Simulacéo dos Modelos

Movimento Browniano

Para simular um movimento Browniano W(t), discretiza-se o tempo em
intervalos com amplitude At que se assume muito pequena. Em seguida,
simula-se o valor do movimento Browniano, nos instantes {nAt,n=0,1,...}
atraves do algoritmo

W) =0, W(nAt) =W ((n-1)At) +VAty, ,n>1 (C.1)
em que {v,,n=0,1,..} € uma série de numeros aleatérios com distribuicao

Normal normalizada.

Processo de Poisson

Para simular um processo de Poisson N(t), com intensidade A, utiliza-se o
facto que o tempo entre dois saltos consecutivos segue uma distribuicdo
Exponencial Exp(1) com média 2~. Um numero aleatério e, que segue uma
distribuicdo Exp(1) pode ser obtido através de um numero aleatério u,,, com
distribuicdo Uniforme(0,1), utilizando da expressao

en = —log(uy)/ (C.2)
A simulacdo do processo de Poisson, nos instantes {nAt,n=0,1,..}, é
realizada através do algoritmo
N(0) =0, N(nAt) = sup(k:s, < nAt),n =1 (C.3)
em que

s(0)=0, spy=sp_1+e,n=12.. (C.4)
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Processo Gamma-OU

Para simular um processo OU y(t) que obedece a equacéo (2.30) e com
distribuicdo estacionaria Gamma(a,b), nos instantes {nAt,n=0,1,..}, é
necessario, em primeiro lugar, simular um processo de Poisson N(t), nos

mesmos instantes, com intensidade aA. Em seguida, utiliza-se o algoritmo

N(nAt)

y(nAt) = (1 — AA)y((n — DAL) + Z X (C.5)

n=N((n-1)At)+1
em que cada valor x,, segue uma distribuicdo Exp(b) que pode ser obtido
através de um numero aleatério u,,, com distribuicdo Uniforme(0,1), utilizando a

expressao

Xn = —log(uy)/ b (C.6)

Processo de Lévy

Para simular um processo de Lévy X(t) com tripleto (a2,9,b), utiliza-se a
sua aproximacdo a um processo de Poisson composto. Para os saltos com
pequena amplitude, existem duas alternativas: (1) substituir os saltos pelo valor
esperado respetivo ou (2) substituir os saltos por um movimento Browniano. No
presente trabalho, utiliza-se a primeira alternativa.

O processo de simulacdo comeca com a discretizacdo da medida de Lévy
9(dx). Escolhe-se um valor pequeno para 0 < € < 1 e efetua-se uma particao
em R\[—¢, €] da seguinte forma:

Qg <a; < <ag=-¢ E=Apeq < Apyp <+ < Ugy4q
Os intervalos [a;, a;,,] definem-se com a mesma amplitude, por opcéo, para

simplificar a operacionalizagcdo do algoritmo de simulagdo. Os saltos com
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amplitude superior a & sdo aproximados por uma soma de processos de
Poisson independentes. Define-se um processo de Poisson Ni(t), para cada
intervalo [a;_q,a;[, com intensidade A; dada pela medida de Lévy nesse
intervalo A; = 9([a;_4,a;[ ). Adicionalmente, define-se a amplitude do salto ¢;,
para cada intervalo [a;_,,a;[, de tal forma que a variancia do processo de
Poisson corresponda a variancia do processo de Lévy, no intervalo respetivo
ci2A; = f(fii_lxzﬁ(dx).

Em resumo, o processo de Lévy X(t) é aproximado por um processo X%(t)
que compreende um coeficiente de drift, um movimento Browniano e d
processos de Poisson independentes Ni(t), com intensidade 1;, dado pela
expressao

d
X4(t) = bt + oW(t) + Z ¢ (N'(t) — Aitdyy<a ) (C.7)

=1

A trajetoria do preco do ativo financeiro € obtida através da equacao

S(t) = S(0)eX® (C.8)

Processo de Lévy com Transformacdo Temporal

Para simular um processo de Lévy com transformacdo temporal, é
necessario realizar o seguinte conjunto de etapas:
= Simular um processo OU y(t) ={y(t),0 <t <T} com distribuicdo

estacionaria Gammaf(a,b), através da equacéo (C.5);
= Calcular o processo Y(t) = {Y(t) = foty(s)ds,o <t< T} associado a

modelacdo do tempo (equacao 2.31);
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= Simular o processo de Lévy X(t) ={X(t),0<t<Y(T)} através da
equacao (C.7);
= Determinar o processo de Lévy, com a transformacdo temporal,
X¥@®) ={&x¥@),0=<t=<T}
Finalmente, a trajetéria do preco do ativo financeiro é obtida através da
equagao

S(t) = §(0)eX¥®) (C.9)
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Anexo D: Exemplos de Trajetérias de

Precos

380 C 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Tempo (anos)

Figura 1 - Simulag&o do Modelo de Black-Scholes S(t) (S(0) =401; 0 =0,14; r

= 0,55%; q = 2,29%)

1 1
0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

Tempo (anos)

Figura 2 - Simulacdo do Modelo CGMY S(t) (S(0) =401; C =4,7,G =23,6; M =

63,7;Y =0,2; r = 0,55%; q = 2,29%)
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0.9

08F

07F

06+

yit)

05+

04r

03r

0.2-

01+

!
01 02 03 04

h i
05 06 07 08 03 1

Tempo (anos)

0 1 1 1 L 1 1 1 1 1
0.1 02 03 04 05 06 07 038 0.9 1

Tempo (anos)

Prego (€)

330 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Tempo (anos)
Figura 3 - Simulacdo do Modelo CGMY-Gamma-OU y(t), Y(t) e S(t) (S(0) =
400; € =12,6; G =33,3; M =82,2;Y =0,1; A =10; a = 10; b = 100; r = 0,55%; q

= 2,29%)
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Anexo E: RMSE do modelo de Black-

Scholes

Através da andlise da série de precos (retornos) historicos do indice AEX,
relativa ao ano de 2013 (306 precos), faz-se o teste de Kolmogorov-Smirnov e
obtém-se um valor-p de aproximadamente O (nivel de significancia de 0,05) e,
portanto, rejeita-se a hipotese do indice seguir uma distribuicdo Normal.
Calculam-se os coeficientes de assimetria e curtose obtendo-se -0,14712 e
4,339724, respetivamente, reforcando os factos estilizados, mencionados na
seccao 2.4, associados a ndo normalidade do indice.

Através da série de precos historicos, seria de prever que o modelo de
Black-Scholes tivesse um RMSE mais elevado. Contudo, o calculo do RMSE,
utilizado no processo de calibracdo, € feito com base no preco de opc¢des de
compra europeias que traduz uma expectativa dos investidores em relacdo a
evolucao futura do indice, e ndo através da série de precos historicos.

Adicionalmente, utilizando as expressdes (2.26) e (2.27) obtém-se, para o
modelo CGMY, os valores de -0,4225 e 3,3863, para o0s coeficientes de
assimetria e curtose, respetivamente. S&o valores mais aproximados de uma
distribuicdo Normal — em relacdo a série de precos historicos - 0 que ajuda a

explicar um RMSE reduzido para o modelo de Black-Scholes.
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