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1 Introducao

Como ¢é largamente sabido, a equagao de Black-Scholes pode ser obtida a partir da
equacao do calor através de algumas mudancas de variaveis.

Ambas as equagoes supra referidas sao deterministicas e tém solugoes analiticas
conhecidas. No entanto uma abordagem do ponto de vista probabilistico fornece
uma intuicao diferente e maior profundidade na compreensao do problema. Esta
abordagem estd também relacionada com o método inicialmente utilizado para a
obten¢ao da formula de Feynman-Kac [1, p.2].

Ao longo do desenvolvimento deste texto estd patente a comparagao entre o caso
discreto e seu limite, o caso continuo. Comeca-se pela descricao do problema no
caso discreto mediante a utilizacao do passeio aleatério simples, e no caso continuo
mediante a utilizacao do movimento browniano.

Na segunda parte do presente texto, que se inicia na seccao 5, é introduzido o
estudo dos objectos fractais. Este tema tem cada vez mais interesse do ponto de
vista da matematica financeira, descrevendo fendémenos que nao poderiam ser de
outra forma recorrendo a geometria regular.

Por fim, conclui-se o trabalho com a aplicacao dos conceitos da geometria fractal
[2] ao estudo do movimento browniano 5.4.

E ainda importante referir que as deducdes da equacio do calor em ambos os
casos, secgoes 2 e 4 tem como guia o trabalho desenvolvido por Lawler em [3], assim
como a ligacao entre passeio aleatério e movimento browniano. O presente trabalho
procura demonstrar de forma rigorosa alguns dos resultados mais importantes ai

apresentados.
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2 Equacao do calor discreta

Nesta sec¢io faz-se a construgio da equagao do calor em reticulado (Z%) com uma
metodologia probabilistica, e procede-se & obtencao da solugao recorrendo a métodos

de Algebra Linear.

2.1 Meétodo probabilistico

Seja C' C Z® um conjunto finito em reticulado d-dimensional e conexo no sentido
em que para todos By e By que verifiquem By, B, C C' e B; U By = C se tem

min ||z —y|| <1 com ||.|| a representar a norma euclidiana. Seja ainda u,(x) a
xr€B1,y€B2

funcao que da a temperatura no momento n e no ponto x.

Como condigao de fronteira é estabelecido que:
un(z) =0, n € Ny, z € 0C, (2.1)

onde 0C = {y € Z* — C : min[||y — z|| : € C] = 1} ¢é a generalizacdo do conceito
de fronteira para Z?. Significa assim que o calor é mantido constante na fronteira,
neste caso a 0 graus.

Neste modelo a difusao do calor ¢ matematizada da seguinte forma:

Figura 1: O ponto central representa uma “particula de calor” e os pontos com setas
direccionadas correspondem aos possiveis destinos na iteracao seguinte. d = 2.
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Em cada momento de tempo o calor espalha-se uniformemente pelos 2d vizinhos
mais proximos, como patente na figura 1.

Note-se que se um dos vizinhos a distancia de 1 nao esta no conjunto entao esta
na fronteira e o calor perde-se. A temperatura em C' é resultado da existéncia de
varias “particulas de calor” cuja movimentacao, que leva a uniformizacao do calor, é
simplesmente causada pelos passeios aleatorios que supomos que estas realizam no

conjunto.

Definicao 2.1. Sejam X;, ¢« = 1,2,... vectores aleatérios independentes e iden-
ticamente distribuidos de Z? que podem assumir os 2d vectores unitarios com ape-
nas uma componente nao nula. Define-se o processo estocastico {S, }nen, tal que
Sp = > X; +x como o passeio aleatorio d-dimensional simples que se inicia em

X.

A discretizacao pode ser vista da seguinte forma: uma importante propriedade
fisica diz que dois objectos a temperaturas diferentes colocados de forma adjacente
conduzirao a uma transferéncia de calor do objecto mais quente para o mais frio.
Podemos imaginar um objecto d-dimensional limitado e cuja temperatura na fron-
teira ¢ mantida num valor constante, como varios objectos adjacentes com o calor a
fluir entre eles. Se considerar-mos esses tltimos como pontos em Z% temos a discre-
tizacao no espacgo. Sendo a temperatura em cada ponto dada pela concentracao de
particulas, e sabendo que o passeio aleatorio possui igual probabilidade de execu-

tar qualquer dos movimentos possiveis (i), entao pela lei dos grandes nimeros em

2d

média cada ponto no espaco iré receber essa fraccao de particulas dos seus vizinhos.
Assim, a temperatura em x é dada pela temperatura transferida para esse ponto

na forma
1
w0 =55 3 unly) (2.2)
lly—z||=1

Isto significa que no periodo seguinte temos a média igualmente ponderada das par-

ticulas a sua volta. Note-se que os passeios aleatorios obrigam a que cada particula
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se desloque para alguma das direccoes, nunca podendo ficar no mesmo sitio.

2.1.1 Funcoes harménicas

As fungoes que verificam a propriedade de o valor em determinado ponto ser a média

do valor dos pontos adjacentes sao chamadas de harmonicas.
Definicao 2.2. Chama-se laplaciano ao operador linear definido da seguinte forma,

Li=0; S ) -] (2.3

yeZd ||z —yll=1
Com f definida em C.

Uma funcao harmonica é uma funcao para a qual o operador laplaciano é nulo.

Pode ainda ser enunciado o seguinte teorema |3, p.23, teorema 1.5]:

Teorema 2.3. Se A C Z¢ ¢ finito, e F : 0A — R, entdo existe uma unica extensao

Fy de F para AU OA que é harmdnica, dada por

Fo(x) = E[F(Sp,)|S = 2] = Y P[Sr, = y|S = a] F(y) (2.4)

yedA
onde Ty € um tempo de paragem que representa o momento em que o passeio alea-
torio atinge OA.
2.1.2 Formulacao final do problema

Se considerarmos o conjunto A como um conjunto elementar em Z¢, entdo 0A tera
2d elementos. Definindo wu,1(x) como a extensao harmoénica da fungio u, (x) nesses

2d pontos fronteira obtém-se:

unia() = 3 PlSt, = olSo = alualy) = Y powly) (29)

yeoA yedA
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Usando o operador laplaciano e o facto de considerarmos um conjunto elementar,

1

Un1(2) = un(2) = o7 D [ua(y) — un(2)] (2.6)
lly—all=1
que é equivalente a
A up(x) = Lu,(z), € C. (2.7)

Pode-se agora escrever o problema completo, acrescentando ainda as condicoes

iniciais sobre a temperatura do objecto, para x € C' nas duas primeiras equacoes

A up(x) = Luy,(x)
uo(z) = f(x) (2.8)

up(x) =0 z€dC.

2.2 Solucao do problema

Procuram-se as funcoes em Z? que veriquem 2.8. Pela primeira condicao conclui-
se que os valores podem ser obtidos recursivamente. Fixando a condicao inicial e
aplicando o método recursivo é claro que a fungao obtida em cada iteracao é tinica,

e para x € C tem-se

w(@) = 1), @) == 3 ), L m@) =g Y ) (29)

lly—zl|=1 lly—=l|=1

E facil verificar que Pg(z) = % Zl\yf:r\lﬂ g(y) € um operador linear. Além disso,
qualquer funcio ¢ num conjunto finito de Z? pode ser descrita por um vector que

representa o seu contradominio,
(a1, ...,ax) — (9(@1), ..., 9(ag)) =v,, a; €Cy gla;) €eR i=1,... k (2.10)

onde C} é o dominio da func¢ao g possuindo k elementos. Estamos assim num espago

de dimensao finita. O operador linear P pode ser visto como uma matriz k£ x k que

7
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L1
2d

tem como entradas se a distancia entre o ponto respectivo a linha e o ponto
respectivo a coluna ¢ unitaria, e 0 caso contrario. Assim, sabendo que vp, = Pvy,
as solugoes para cada n podem ser escritas como

Vi, = Py, . (2.11)

n

Se a matriz for diagonal ter-se-a solug¢oes da forma w,(z) = A,"¢(x) com ¢(z)
também uma funcido em Z¢ e portanto o problema consistird em diagonalizar a
matriz P. Assim tentamos encontrar os valores proprios e funcoes proprias de P,

objectivo que se simplificard para o caso unidimensional.

2.2.1 Caso unidimensional

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que a fungao esté definida em C' =
{1,2,...,k}, pois para outro caso, em que 0C' = {a,b} bastava definir-se h(z) =
g(x —a) = g(y) e cair no anterior. A condigao imposta pela transferéncia de calor

pode ser escrita como

Py(z) = r=1,...,k. (2.12)

Supondo uma solugdo para a equagao espectral Pg = A\g do tipo g(z) = r* com

r > (0 obtém-se

rx+1 + Tacfl 2
T = . 2.13
" 2 <r + 1“—1) ( )

No entanto as condigoes de fronteira g(0) = g(k + 1) = 0 néo sdo verificadas. Para
resolver este problema recorremos a andlise complexa e usamos a parte imaginaria

de poténcias em C, nomeadamente utilizando o seguinte lema.

Lema 2.4. Seja 3(2) a parte imagindria de z. As fungoes g(x) = (%) para z € C

mm

w7 com m € N verificam a equagao espectral Pg = Ag

tal que |z| =1 e arg(z) =

para x =1,... k e as condigoes de fronteira g(0) = g(k+1) = 0.
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iarg ( z m:arg( )

Demonstracio. Escrevendo z = |z]e?®% () temos 2% = |7| e ainda (z%) =

|z|"sin (zarg (z)). Se x = 0 sai imediatamente a primeira condi¢io de fronteira.
Para a outra condicao temos arg (z) = 7i7 baram € N. Seja Z o complexo conjugado

de z entdo 3(z) = %% e 2" = z". Usando ambas as expressoes obtém-se

3(=") ;r S _ (M) = (ZJF_E_I) , (2.14)

21 2

=7 +7 ! equivalente a |z| = 1. (2.15)

]

mam
k+1

Sabemos assim que sin sao vectores proprios de P e verificam as condigoes

de fronteira. E entdo possivel obter os valores proprios associados da seguinte forma
) 1. . 1. . . .
Plsin 0z), = 5 [sinf(z £ 1)], = 5 [sin O cos O+cos Oz sin f+-sin Gz cos @ —cos Ox sin 6],

que é equivalente a

Plsin 0x], = cos f[sin Oz], (2.16)
onde, por facilidade de exposigao, foi usada a notagao vy = f, e 0 = Z5. Pela
injectividade de cosx em (0,7), se escolhermos m = 1,...,k obtemos k valores

proprios reais distintos. Dado P ser simétrica (ir de um ponto A a um ponto B é
o mesmo que ir de B a A) sabe-se que a valores proprios distintos estao associados
vectores proprios ortogonais e portanto linearmente independentes.

Qualquer funcao f em C' pode ser escrita de forma tnica como

Zcm(bm Zcm sin (;niq) (2.17)
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obtendo assim a solucao

Un(z) = i Cm (Cos (/;TJ) sin (Zlfz) (2.18)

m=1

onde 0s ¢, sdo os coeficientes da série finita de Fourier (2.17) da condigdo inicial.

3 Passelo aleatorio e movimento browniano

Seja S,, associada ao passeio aleatério unidimensional que é definida como uma soma
de variaveis aleatorias com distribuigao de Bernoulli com p = % e que no caso geral
tem funcao de probabilidade g(z) = (1 — p)I{*”pI{U x = —1,1 onde I representa a
Indicatriz de um conjunto. Se considerarmos /At a unidade de variacao no tempo e

Az a unidade de variacdo no espaco, entao para S,, temos At = Az = 1.

Como em [3, section 2.1], fazendo At = ¢ = & com N arbitrariamente grande.
Procura-se que quando N — oo se tenha S, — B; onde B; serd o movimento
browniano. Para conseguir a escala adequada assumimos primeiro que o browniano
no momento em que se passaram k passos de tamanho e é aproximado pelo passeio
aleatorio passados k passos. Este dltimo normalizado pela variacao espacial que

devera ter cada passo no contexto do movimento browniano:

By, ~ AzSy. (3.1)

Para calcular Ax faz-se um pressuposto sobre as variancias. Uma vez que o
passeio aleatério tem média nula e distribuicao simétrica, os momentos de ordem
par sao a caracteristica mais importante a ser verificada quando se for fazer o limite
continuo.

Como F [Slz} =1, para ficar com a escala correcta exigimos que F [Blﬂ = 1.

E[B%] = E [(AzSy)?] = (A2)’E [Sh?] = (Ax)’N =1 (3.2)

10
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que é equivalente a Az = \/LN = ,/z.

O passo espacial deve ser a raiz quadrada do passo temporal ou seja tal como se
pretendia por continuidade, & medida que a variacao do tempo diminui também a
espacial diminui e a uma velocidade maior, o que estara relacionado com o facto de
as trajectorias do movimento browniano serem quase certamente Holder continuas
de parametro (este conceito serd introduzido na sec¢do 5.4) 1 — 4.

Estéa-se agora em condicoes de usar este facto e o teorema do limite central para

concluir que neste caso o movimento browniano tem mesmo distribuicao normal.

Si S [k S

~

B, = By. = By, o VN \/E\/Z — N(0,1)Vt ~ N(0,t).  (3.3)

Agora surge o problema de B; se definir para uma quantidade nao numeravel de
valores, o que nao acontece com S,. Para se resolver este problema escolhe-se um
conjunto numeravel de indices que seja denso no conjunto de valores que a variavel

t em B, pode assumir, Ry™".

Definicao 3.1. Chama-se conjunto dos racionais diddicos ao conjunto dos racionais
nao negativos com denominador 2". E dado por D =U,D, onde D, = {2% k=

0,1,2,...}.
Lema 3.2. O conjunto dos racionais diddicos é denso em Ry™.

Demonstracao. Considere-se o conjunto nao vazio a,b[C Ry". Pretende provar-se
que em qualquer destes intervalos que constituem bolas abertas em Ry existem
racionais diadicos . Como o conjunto dos racionais positivos é denso em Ry" tem-se
que para algum n € N (basta escolher n > ﬁ),

1 1
0< on < < b—a que é equivalente a 2"b —2"a > 1. (3.4)
"oon

Pela ultima desigualdade retira-se que existe k € N tal que k& €]2"a,2"b[ o que

permite finalmente obter a < 2% < b e conclui a prova. O

11
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Definig¢ao 3.3. Chama-se browniano nos diddicos ao processo {B; : t € D} que para
cada n € Ny satizfaz: Bx — Br-1, k=1,2,... sao independentes com distribuicao
271/ 27L

N(0,27™).

Aqui estd bem patente uma vantagem do uso do conjunto D. Pode definir-se
o movimento browniano a custa de variagoes temporais de 27". Em cada nivel n,
estamos a interpolar dois diddicos do nivel anterior.

Para obter o limite continuo temos de introduzir alguns resultados.

Lema 3.4. Se sdo conhecidos todos os valores de f(t) num subconjunto D denso
em Ro™ e f(t) é uma funcdo continua de t, entio sio conhecidos os valores de f(t)

em todos os pontos t em Ry™.

Demonstragao. Se to € D entdo conhecemos o valor de f(ty) pela hipotese.

Seja ty € Ry™ — D e considere-se o intervalo to — e1,t0 + 1], &1 > 0. Uma vez
que D é denso em Ry™", existe t; €]ty — &1, to + 1[N D.

Considere-se agora a sucessao de intervalos I =|tg — &y, to + x| com g — 0
monoétona decrescente. Em qualquer dos intervalos existe ¢, € I, N D. Como a
sucessao de invervalos é monotona decrescente temos que I, = ﬂfLZOIn e Neoln = 1o
portanto no limite, o iinico ponto que fica nos sucessivos intervalos é o centro.
Este facto obriga a que a sucessdo t; convirja para ty e pela continuidade de f(t),
a sucessao f(t1), f(ta),... f(tr),... = f(to). A unicidade e existéncia do limite

garante que conhecemos o valor de f(t) para qualquer t € Ry™ — D. O

Assim para usar o teorema anterior basta provar que a construcao atras feita é
uma funcao continua. Parte-se de outro resultado [3, p.57-58|, que diz que se uma
funcao é uniformemente continua em intervalos compactos restrita a D, entao tem

uma extensdo continua para R{ que ¢ tnica.

Teorema 3.5. B; parat € D € quase certamente uniformemente continua em |a, b|.

12
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Demonstracao. Definam-se as partes inteiras inferior e superior de um nimero real
como
|z] =max{k € Z: k <z}

(3.5)
(] =min{k € Z: k> x}

respectivamente. Entdo o menor intervalo com extremos inteiros que contém [a, b] é
[la], [b]]. Como qualquer intervalo fechado em Ry esta contido num intervalo deste
tipo pode-se fazer a prova para todos os intervalos com extremos inteiros.

Defina-se:
A, =sup{|B; — Bs| : s,t € [|a], [b]] N D, |t —s| <27"}. (3.6)

Entao a continuidade uniforme é equivalente a que A,, — 0 quando n — oc.
Considere-se ainda a sucessdo u(m) = 3+ + |a], a constante M = [b] — [a] e
defina-se o seguinte:

Cn = k_{nag(nMSup{’Bt - Bu(k—l)’ teDn [U(k’ - 1)’/&(]?)}} (37)

O uso de C), tem a vantagem de fixar um dos termos em D,, e 0 uso de extremos
inteiros garante que u(m) ¢ uma sucessao de racionais diadicos.

Para se provar a continuidade uniforme usando C), temos primeiro de mostrar
que nh_}rgo C, =0 implica nh_}rgo A, = 0. Para isso comega-se por reparar que C,, < A,

pois A, é o supremo de um conjunto maior. Por outro lado, obtém-se o seguinte

usando a desigualdade triangular,

|By — Bs| = |B; — Bs + By) — Buk) + Bugk—1) — Buk-1)|
= |(B; — Buw)) — (Bs — Bug-1)) + (Bu@k) — Bue-1))| (3.8)

< |Bt = Bugy| + |Bs = Buge-1)| + [Bugk) = Bur—1)|-

13
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Para |t — s| < 27" ou existe um n-diddico ou nenhum em (s,t). Seja u(k — 1)
o maior n-diddico nao superior a s. Se existir outro no interior do intervalo, sera
u(k), caso contrario pode usar-se u(k — 1) em vez de u(k) na expressdo anterior.
Entao

sup |B; — Bo| < max = sup[|B; — Buw)| + |Bs = Bug-n)| + [Bug) = Buge—1)]]

= 2Cn + max ’Bu(k:) - Bu(k—l)|7
k=1,..,.2n M

(3.9)

onde o supremo ¢é feito sobre t e sobre s respectivamente sendo o maximo aplicado

depois aos termos fixos. Ficamos assim com a desigualdade seguinte:
Cn, < A, <3C,. (3.10)

O pretendido sai usando o teorema das sucessoes enquadradas.

Lawler prova em [3, p.94-96] que

n 2 2 \"
P{C, >2y/n272} < ﬁ(exm) : (3.11)

Note-se que este resultado é obtido para o intervalo [0, 1] mas também é referido que
pode ser generalizado de forma analoga. Veja-se que C,, assim definido é um méaximo
entre supremos em intervalos de igual amplitude e que o movimento browniano é um

processo de incrementos estacionarios. Usando este resultado, obtém-se o seguinte:

> n =1 2 \"
Y P{C,z2yn275} <2) —( ) < 0. (3.12)
n=1 n=1 \/ﬁ exp2

O ultimo passo ¢ justificado pela série de poténcias com coeficientes \/iﬁ ter raio

2

ser inferior a 1. Aplicando agora o lema de
exp 2

de convergéncia 1 e pelo facto de
Borel-Cantelli conclui-se que a partir de certa ordem C,, < 2\/52_7”.

Finalmente, como  lim 2/n272 = 0  conclui-se que  lim C, = 0. E que
n— oo n—oo

14
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portanto B; é uniformemente continua nos racionais diddicos tal como se queria

demonstrar. O

4 Equacao do calor continua

Aplica-se a mesma ideia que no caso discreto utilizando o passeio aleatério simples
com a pequena diferenca de nao existirem extremidades. Imagine-se que cada parti-
cula de calor se move de acordo com a lei browniana, que parte de um ponto inicial
x e se move pelos pontos circundantes. A abstraccao do uso da barra infinita serve
como ponto de partida para o problema num dominio limitado [3, section 2.5], e é
por isso fundamental na sua compreensao. Defina-se u(¢, x) como a temperatura em
z € R? no momento ¢ e que pode ser vista como a densidade de particulas de calor
nessa posicao espago-temporal. A temperatura inicial deste modelo é dada por uma
funcao f, e portanto temos densidade de particulas f(y) inicialmente no local y.
A temperatura u serd dada pela média sobre todas as trajectorias possiveis (agora

infinitas) de onde o calor flui para o ponto z.

Definicao 4.1. Seja B, um movimento browniano em R% com By = x. Define-se a

densidade de transicao gaussiana do ponto x para o ponto y no instante t como

1 o2
Pt e y) = ——e” 3 (4.1)
(2mt)>2
Esta funcio s6 depende do par (z,y) através de ¢(z,y) = ||z — y||*. Temos assim
que,
p<tuxay) :p(tvyax)7 (42)

existindo simetria no movimento das particulas. Podemos entao imaginar que as

particulas estao a sair do ponto x e a descrever trajectorias até aos varios pontos y.
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Filipe Santos
Fazendo agora a média de todas as trajectorias deste tipo obtemos,
(4.3)

u(t,z) = E[f(B)|By =] = » f)p(t, z,y)dy.

Quando escrita a fungdo u(t, z) na forma integral, a densidade de transi¢do nao esta

(4.4)

definida para t = 0. Seja
u(0",2) = lim [ f(y)p(t, =, y)dy.
t—0t JRd
Proposigao 4.2. lim u(t,z) = u(0",z) = f(x).
t—0t
Demonstragao. Considere-se L,(y) = lim p(t,z,y). Pode constatar-se que L,(y)
t—0

verifica as propriedades do -Dirac de medida concentrada no ponto x:

Para y # x

1 o—y||?
Lay) = ——¢ 7 =0
(0%)2

1

= 00.

A integracao relativamente a medida de Dirac é definida da seguinte forma para
(4.5)

uma funcao f,
f.o=1lim [ fu
t—0+
onde v; converge para a distribuicao que assume o valor oo num ponto e é nula em

todos os outros. Uma vez que o limite L,(y) verifica exactamente isto, permite-nos

fazer a permutacao do limite com o integral e obter finalmente
(4.6)

f(y)o.(y)dy = f(x).

lim wu(t,z) =
t—0t+ Rd
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4.1 Caso unidimensional

Para se constatar que a condicao inicial era verificada nao houve necessidade de
reduzir ao caso unidimensional devido a similaridade do argumento para o multi-
dimensional. No entanto devido ao calculo envolvido na verificacao da equacao do
calor para t > 0 essa simplificacao torna-se fundamental e capta a ideia essencial.
No caso continuo estamos concentrados na solucao e nao na deducao da equacao
que pode ser vista em intimeros trabalhos relacionados, por exemplo [4]. A equagao
do calor continua modela no caso unidimensional o fluxo de calor ao longo de uma
barra cujas extremidades sao colocadas a uma determinada temperatura ou numa
barra infinita.

Facilmente se constata através de diferenciacao que a funcao integranda em u

verifica a equacao do calor com coeficiente de difusao térmica %:

1

e portanto basta provar-se que é possivel fazer a permutacao entre integral e deri-
vada.
Sabe-se que,

Como se pretende provar que dyu = ffooo O f(y)p(t, z,y)dy entdo basta provar

que:

p(t+h,x,y) — p(t,z,y)
h

lim f@w — Ot z,y)|dy = 0. (1.9)

h=0 |

Por outro lado, como 0,p(t, x,y) pode ser diferenciada em relacao a ¢, podemos
utilizar o teorema de Taylor com resto de Lagrange para obter que o médulo no in-
tegrando ¢ limitado por %maX|s_t‘<h |0up(s, x,y)|. Retirando % para fora do integral

basta provar que o integral de f(y) maxjs_¢<p |Oup(s, z,y)| é finito para algum h.
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Ao se derivar duas vezes em t a funcdo p(t, z,y) obtemos o seguinte,

2 322 3
Oup(t = p(t —— — 4+ — 4.10
ttp( ,l’,y) p( ,x,y) <4t4 2t3 + 4t2) ) ( )
onde z = |z — y|. Uma vez que t > 0, para h suficientemente pequeno também

s > 0. Sendo assim, para qualquer valor de s nas condigoes anteriores este integral
serd apenas o valor esperado do produto de f por um polinémio. Dada a densidade
ser de uma distribuicdo normal e sendo a temperatura finita no momento inicial,
sabemos que estes valores esperados sao finitos. De forma andloga se obtém a mesma

conclusao para as derivadas parciais em .

5 Dimensao de Hausdorff

Depois do uso de processos estocasticos para modelizar fenémenos naturais como
a difusao, é interessante inserir um novo topico relacionado com a modelacao em
Financas por meio destes processos. Por exemplo, através do céalculo estocastico
podemos facilmente resolver a equacao do calor e recorrendo a férmula de Feynman-
Kac a equacao de Black-Scholes. Examinando graficos com os valores de activos ou
de taxas de juro quando representados por um processo estocdstico, nota-se uma
grande irregularidade das suas trajectorias.

Para aprofundarmos o estudo destes processos e sermos capazes de tirar cada vez
mais informacao das suas trajectorias, iremos introduzir um conjunto de conceitos
para aplicarmos de seguida ao movimento browniano. A seccao é intitulada de
dimensao de Hausdortf porque serd o instrumento fundamental de caracterizacao de

conjuntos com irregularidade como a dos graficos das trajectorias destes processos.

5.1 Fractal

Para que se introduzam os principais conceitos de geometria fractal é necessaria a

caracterizagao do que é um fractal. Caracterizacao porque na verdade nao existe
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uma defini¢ao rigorosa, mas ao invés um conjunto de caracteristicas que se espera
ver num conjunto para o chamar de fractal. Um fractal pode apenas apresentar
algumas das caracteristicas referidas em seguida e mesmo assim ser considerado
fractal. Um conjunto fractal tem tipicamente as seguintes propriedades (e ainda

outras |2, introduction|):

1. Observando um subconjunto do fractal, aumentando a sua escala obtemos um

conjunto com a mesma estrutura detalhada do proprio fractal.

2. Apresenta caracteristicas de irregularidade que impedem que seja estudado
pela analise matematica habitual (ndo diferenciabilidade em quase todos os

pontos).
3. Apresentam dimensao fractal superior 4 definida habitualmente.

4. A sua construcao pode habitualmente ser feita de forma recursiva.

Existem varios conceitos de dimensao fractal mas o mais abrangente, na medida

em que existe para qualquer conjunto, ¢ a dimensao de Hausdorff.

Exemplo 5.1. Considere-se o conjunto do terco central de Cantor e que é construido
da seguinte forma:

Seja Cy = [0, 1] e seja o conjunto dos n-triadicos T, = {3% ke NO}. Na pri-
meira iteracao dividimos Cj em trés intervalos de igual amplitude sendo os extremos
dos intervalos 1-triadicos. Definimos C, = [0, 3] U [3,1], isto ¢é, retiramos o inter-
valo do meio. Agora trata-se cada um dos dois intervalos em C; como Cj e volta
a dividir-se em 3 partes iguais com os extremos nos 2-triddicos. Procedendo assim
infinitamente obtemos o conjunto C' = N2,C;.

Notando que o conjunto inicial tem medida de Lebesgue 1, e que em cada itera-

¢ao ficamos com % da medida do conjunto na iteracao anterior entao a medida do

conjunto de Cantor pode ser calculada por

n—o0 n—oo

w(C) = p(N2,C;) = lim u(Cy,) = lim (_)” = 0. (5.1)
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Facamos agora outra observagao acerca da construgao desde conjunto. A cada
um dos 3 intervalos que sao criados a partir de Cy numeramos 0, 2,1 respectiva-
mente. Aos intervalos obtidos a partir dos intervalos de ' voltamos a numerar da
mesma forma. A figura 2 mostra os intervalos que vao sendo mantidos ao longo da

construgao.

Figura 2: Tteracoes do conjunto de Cantor do terco central até n=2.

No final da construcao existirao elementos no conjunto para cada sequéncia bi-
naria possivel. Uma vez que o conjunto das sequencias binarias ¢ nao numeravel,
entao temos que o conjunto de Cantor nao é numeravel.

O conceito de dimensao habitual nao iria distinguir entre um conjunto deste tipo
e um conjunto numeravel pois ambos teriam dimensao 0. A forma recursiva com

que é obtido e a propriedade de auto-similaridade sugerem um conjunto fractal.

5.2 Conceitos de dimensao e critérios de majoracgao

Tendo como motivagao o aprofundamento do conhecimento sobre estes conjuntos

irregulares parte-se para as seguinte definicoes de dimensao fractal:

Defini¢ao 5.2 (Dimensao de Hausdorff). Sao necessérias primeiro as seguintes sub-

definicoes:
1. O diametro de um conjunto D é definido como |D| = sup{||z —y|| : =,y € D}.

2. Uma d-cobertura de D é uma colecgao numeravel {C;} de conjuntos com dié-

metro maximo 0 e tal que se tenha D C U2, C;.
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3. Para um dado conjunto D € R" defina-se,
H3 (D) = inf {Z |Ci|” - {C;} é uma d-cobertura de D} : (5.2)
i=1

Hs (D) é crescente quando § decresce uma vez que se 0’ > §, uma d-cobertura
d ’

é ainda uma d’-cobertura e portanto ao fazer o infimo de um conjunto mais

pequeno obtemos um valor maior ou igual. Isto garante que existe limite ainda

que infinito e que assim se possa finalmente definir a s-medida de Hausdorff,

H*(D) = lim Hi(D). (5.3)

6—0

A demonstragao de que constitui de facto uma medida pode ser vista em |5,

p.61-63, theorem 1|.

Uma particularidade desta medida é os valores que assume para cada s. Seja

e>0e
§ |G| = E |CiI”|C|° < 6° E [e (5.4)
i=1 i=1 1=1

Fazendo o infimo sobre as d-coberturas em ambos os lados da desigualdade obtém-se
H*(D) < 6H3(D). (5.5)

Ao calcular o limite quando 0 tende para 0 conclui-se que se para um dado s a medida
for finita entao sera nula para s+¢, com € > 0. Logo, a medida de Hausdorff assume
o valor co até atingir um ponto critico tal que se torna nula depois desse ponto.
Esse valor de s é o que chamamos de dimensao de Hausdorff de um conjunto D.

Isto é,
dimy D =inf{s > 0: H*(D) = 0} = sup{s > 0: H*(D) = oo}. (5.6)

Através da figura 3 é facilmente visivel o valor da dimensao.
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H(D)

dimg( D) S

Figura 3: Salto na medida de Hausdorff corresponde a dimensao de Hausdorff.

Assim, possui-se uma forma de caracterizar este tipo de objectos que habitu-
almente terao dimensao nao inteira. Existem casos em que isso nao acontece, por
exemplo a imagem do movimento browniano em R? tem dimensao de Hausdorff igual
a 2, o que significa que cobre inteiramente uma regidao no plano [6, p.14]. No en-
tanto o célculo dimensional nao é algo simples e tendem a ser necessarias diferentes
abordagens para cada caso, o que torna uma teoria geral impossivel. Existe porém
uma técnica que pode ser usada em varias situagoes e até adaptada a outras mais
particulares.

Uma vez que a dimensao de Hausdorff é o valor de s para o qual a medida de
Hausdorff passa de infinita para nula, uma forma de calcular esse valor é provar
que para um dado conjunto D e para algum s se tem 0 < H¥(D) < oo e assim a
sua dimensao teria de ser s. Algo que nem sempre funciona porque a medida pode
saltar de oo para 0 sem assumir outro valor. Podemos ainda ver que em termos de
dimensoes temos:

H*(D) = oo implica s < dimg(D)
(5.7)
H*(D) =0 implica s > dimg(D).

Portanto também podemos encontrar um majorante e um minorante para a
dimensao e se coincidirem temos a solucao pretendida.

O conceito dimensional seguinte apenas se define para conjuntos limitados e é uma

das razoes que o torna inferior ao de dimensao de Hausdorff.
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Definigao 5.3. Seja D C R™ nao vazio e limitado e Ng(D) o ntimero minimo de
bolas de raio 0 necessarias para cobrir D. Entao definem-se respectivamente as

dimensoes inferior e superior de Minkowski:

: ... log N5(D)
N log Ns(D
dimy; (D) = lim sup Og—5<). (5.9)

1
50 log %

Se os dois limites forem iguais chamamos a esse valor dimensao de Minkowski de D

Por (5.7) pode ver-se que majorar a dimensao pode ser obtido majorando o valor
da medida e para majorarmos um infimo basta escolher uma qualquer cobertura
admissivel. No entanto como pretendemos que o minorante e majorante coincidam

é importante escolher uma cobertura eficiente.

Exemplo 5.4. Peguemos no exemplo do conjunto de Cantor ja descrito. O intervalo
inicial I = [0, 1] corresponde ao nivel 0. Em cada nivel k divide-se cada intervalo em
3 de nivel k+1 dos quais se mantém 2 tal como na construgao. Se em qualquer nivel k
escolher todos os intervalos que sao guardados nessa iteracao entao certamente estou

a escolher uma cobertura admissivel para um determinado J. Mais rigorosamente,

no nivel k£ posso cobrir o conjunto usando os seus 2¥ intervalos de diAmetro d;, = 37F.
Com esta cobertura {A;}, obtém-se:
> A =25(37%)" com |Aj| < 6 para todo i. (5.10)

Fazendo 9, — 0 é o mesmo que fazer £ — oo, isto é, tomarmos cada vez uma
cobertura num nivel superior e portanto mais eficiente. Calculando o limite sobre
esta escolha de coberturas, procuramos o valor de s para o qual seja finito e nao

nulo. Sendo um limite de uma sucessao da forma a™ para a > 0 s6 poderé ser nulo,
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unitario ou infinito,

lim 2¢(37%)" = lim (2.37%)" = 1. (5.11)
k—o0 k—o00
O que implica que s = %. Uma vez que a medida é calculada sobre o infimo da
coberturas temos que H*(C') < 1 para s = % logo o salto aconteceu antes ou em

s e portanto conclui-se que dimg(C') < Tos(3)"

Para dimensoes superiores a 1 ¢ frequentemente mais facil fazer a cobertura
utilizando cubos em vez de bolas. Podemos ver que o niimero minimo de bolas de raio
d necessario para cobrir um conjunto D C R? é menor ou igual ao nimero minimo
de quadrados com o mesmo diametro necessarios para fazer a mesma cobertura.

Basta reparar na figura 4 para verificarmos que qualquer conjunto coberto com

n quadrados é também coberto por n bolas com o mesmo diametro.

Figura 4: Cobertura de um quadrado por um circulo de igual diametro.

Assim, ao substituir cubos por bolas na definicao da dimensao de Minkowski
encontramos um majorante para o limite e assim para a dimensdo. A seguinte

proposicao faz a ligacao deste resultado com a dimensao de Hausdorff.
Proposigao 5.5. Para todo D C R" nao vazio e limitado dimy (D) < dim,, (D).

Demonstragao. Reparando que Ns(D) constitui uma 2§ — cobertura de D e pela
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definicao de H; como um infimo sobre estas coberturas temos,

=1

55(D) = inf {Z |Ci|” : {C;} é uma 26-cobertura de D}

N3(D) (5.12)
< 37 (26)° = Ny(D)(20)",
i=1
Considere-se agora a seguinte funcao:
f(6) =log Ns(D) + slog20. (5.13)
Entao temos,
lim inf J0) lim inf log Ns(D) + s = s —dim,, (D). (5.14)

5—0 log20 i ) log 26

Supondo que s > dim,,(D) entdo o limite tem de ser positivo. Uma vez que o

denominador tende para —oo, o mesmo tem de acontecer com o numerador, logo
liminf f(0) = lim inf log N5(D) + slog 2§ = liminf log N5(D)(24)° = —oco. (5.15)
0—0 6—0 §—0

Pela continuidade da funcao exponencial temos que

lim inf N5(D)(2§)” =0 (5.16)
6—0
e concluindo
H*(D) = lim H3;(D) < liminf N5(D)(26)° = 0. (5.17)
6—0 6—0

Aplicando 5.7 vem dimy (D) < s.
Suponhamos agora que dimg (D) > dim,,(D), entdo o ponto médio m entre

ambos os valores verifica dimgy (D) > m > dim,,(D) o que conduz a um absurdo
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uma vez que sempre que m > dim,, (D), m > dimg(D). O

5.3 Critérios de minoracao

Para se encontrar um minorante usa-se um teorema chamado de principio de distri-
buicao de massa. Consiste em definir uma distribuicao de massa no conjunto sobre
o qual queremos determinar a dimensao, e reparar que, ao fazermos uma cobertura,

cada conjunto da cobertura possui pouca massa relativamente ao seu diametro.

Definicao 5.6. Uma medida tem suporte contido num conjunto A se A° possuir
medida nula. Uma medida g num conjunto D C R"™ que contenha o seu suporte e

verifique 0 < p(R™) < 0o é uma distribuicao de massa.

Lema 5.7 (Principio da distribuigao de massa). Seja p uma distribuicao de massa

em D CR" e seja s > 0 tal que para qualquer 0-cobertura {C;} se tenha:

w(Cy) < K|C|°  para todo 1. (5.18)

Com K > 0. Entdo dimg(D) > s.

Demonstragao. Para provar que dimy (D) > s basta garantir que H*(D) > 0. Uma
vez que se trata de um infimo, é necessario garantir que para qualquer d-cobertura {C;}
de D se tenha > 2 |Ci|* > ¢ > 0.

Usando a hipotese do lema temos:

|7 > . .
dolal =Y = (5.19)
=1 =1
Usando a propriedade de sub-aditividade da medida assim como a propriedade

da monotonia e o facto de o conjunto estar contido na sua cobertura temos que,

>t iC) o UEC) (D)
K ~ K K-

(5.20)
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Basta agora relembrar que na definicao de distribui¢ao de massa em D se tem
0 < u(R™) < co. Partindo R™ em R" N D e R™ N D€ é 6bvio que a segunda parte da
particao tem medida nula portanto a primeira tem medida positiva. Uma vez que

R™N D C D entao u(D) > 0, o que conclui a prova. a

De grande importancia para o que se segue, e relacionado com o principio da dis-
tribuicao de massa e com o uso deste tipo de medidas esta o método dos potenciais,
mais propriamente um teorema que se deve a Frostman.

O s-potencial pode ser definido para s € R* da seguinte forma:

Definicao 5.8. Chama-se s-potencial num dado ponto x € R” relativamente a uma

dada distribuicao de massa p o seguinte integral,

o.a) = | =ty (5:21)

x —y||*

Esta é a versao do teorema de Frostman para o caso do espago métrico (R™, |[|.||).

[6, p.15, theorem 6.6].

Teorema 5.9 (Frostman). Considere-se um conjunto D C R™ e uma distribuicdo

de massa p com suporte em D. Se o sequinte for verificado,

- os()dp(r) < oo, (5.22)

entdo dimpy(D) > s.

Observacao: O integral que tem de verificar a condigdo de finitude é também

chamado de s-energia de pu.

Demonstracao. Sendo p uma distribuicao de massa em D sabemos que é sempre
finita, no entanto é possivel que ¢s(z) seja infinito e ainda assim o integral do
teorema continue a ser finito. Para se trabalhar com um s-potencial finito considera-

se o conjunto £ C D como o conjunto onde ¢,(z) é limitado por uma constante K.
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Este conjunto tem certamente medida positiva. Define-se agora a medida v como
a medida anterior concentrada no conjunto F, isto é: para todo A C D v(A) =

u(ANE). O s-potencial de v é limitado como se pretendia e obtemos que:

K> 6'(z) = dv(y) dv(y)

oy =2l T Jally ==l

(5.23)

O objectivo é mostrar que a medida v verifica o principio de distribui¢cdo de massa.
Caso A nao intersecte com E temos que v(A) = u(AN E) = u(@) = 0 e portanto
verifica o principio de forma trivial. Para o caso contrario, existe pelo menos um
ponto em AN E. Considere-se a bola 3 centrada nesse ponto e com raio 27, onde
m & o maior inteiro tal que A C .

Note-se que se A nao for limitado entdao nao existe nenhuma bola nestas con-
digoes. No entanto, para o principio de distribuigao de massa a medida basta ser
majorada para os conjuntos com didmetro inferior a algum 6 > 0 e portanto po-
demos sem perda de generalidade trabalhar apenas com os conjuntos A que sejam
limitados.

Se na equacao anterior considerarmos x como sendo o centro da bola temos que
lly — z|| < 27™ para y € A. Por outro lado, temos certamente que |A| > 2-(m+1)
pois caso contrario m + 1 seria o maior inteiro tal que A estava contido na bola.

Juntando ambas as condicoes, obtém-se que
v(A) < K27™ < K2°| A, (5.24)
Portanto, pelo principio de distribui¢ao de massa, temos que dimg (D) > s. O

5.4 Propriedades do movimento browniano

Vamos agora calcular a dimensao de Hausdorff da curva trajectoria descrita pelo
movimento browniano. O uso da majoracao da dimensao de Hausdorff pela de

Minkowski leva a que se efectue o calculo para o grafico num intervalo limitado
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([0,1]) devido as limitagoes da dimensdo de Minkowski. Nao se perde generalidade
pois a dimensao de Hausdorff da uniao é o supremo das dimensoes de cada um dos
conjuntos.

Para a determinacao do majorante para a dimensao vai usar-se uma cobertura

eficiente. A propriedade seguinte permite-nos determinar essa cobertura.

Definigao 5.10 (Holder-continuidade). Uma fungdo real f num espaco euclidiano

com dominio A diz-se Holder-continua de grau a > 0 se existir K > 0 tal que,

(2) = F)| < Klle = ylI* para todo .y € A. (5.25)

As trajectorias do movimento browniano sao quase certamente Holder-continuas
de grau o < 3 |7, p.16-19, lemmas 18,19].

Os dois teoremas seguintes sao demonstrados seguindo a ideia em [6, section 6.

Teorema 5.11. O grifico do movimento browniano em [0, 1] tem quase certamente

3
5

dimensao de Hausdorff nao superior a
Demonstra¢ao. Considere-se o grafico, ou trajectoria de um movimento browniano
para t € [0,1]. Seja ainda, § > 0 e divida-se o referido intervalo unitario em %
intervalos I; de comprimento §. Usando agora a condi¢ao de continuidade de Hoélder
em cada um dos intervalos considerando s e t os seus extremos obtém-se que quase

certamente

|B(t) — B(s)| < K|t — s|* = Ké“. (5.26)

Isto significa que Gg(I;) pode ser coberto por um rectangulo 6 por K¢*. Uma
vez que « < 1/2, para valores arbitrariamente pequenos de ¢ temos que a altura é
superior ao comprimento, o que garante que estamos perante um rectangulo. Pode-
mos agora dividir este rectangulo em quadrados de lado § e adaptando a constante
(K’ serd o maximo entre os K) para se obter a cobertura para cada um dos in-

tervalos Gp(I;) para cada i. Sabendo que o nimero minimo de bolas é inferior ao
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nimero de quadrados para cobrir um conjunto, temos que N%(GB(L-)) < K'§21,
2

Finalmente, como existem % destes intervalos, obtém-se na cobertura final que

N% (Gp([0,1])) < K'§*72. Na figura seguinte pode ver-se um exemplo desse tipo

de cobertura.

Moy
) N
g [ﬂsfa AR v m‘w-"‘v-"'
2 [l

Figura 5: Exemplo de cobertura de uma seccao do grafico de uma trajectoria do
movimento browniano.

Suponha-se que os valores onde sao atingidos o minimo e o0 maximo num dado in-
tervalo sdo respectivamente u e v. Entao iremos ter que |B(v)—B(u)| < K|v — u|* <
K|t — s|* e portanto podemos usar o mesmo tipo de cobertura.

Assim, podemos majorar a dimensao inferior de Minkowski

a—2
log N, log K'(v/2
dim,, (G'5([0,1])) zliminfw < liminf 2% (\/:5)
5—0 log 5 §—0 log 5 (5.27)
= (2 — a) liminf log /24 =(2—-a)
N 50 logd '
Mais uma vez pelo facto de a < % chegamos ao resultado,
: . 3
dimy (Gp([0,1])) < dimy, (Gp([0,1])) < 3. (5.28)
O

Definigao 5.12. Considere-se a fungao 7 : R> — R tal que m(z,y) = z. Esta fungdo
¢ denominada de projecgdo no eixo horizontal. Define-se a aplicacdo p em R? por

p(A) = pp(m(A)) onde uy é a medida de Lebesgue unidimensional.
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Lema 5.13. A aplicacao p restringida ao grafico de uma fungao € uma medida.

Demonstracao. Usando o facto de a projeccao do vazio ser o proprio vazio e i, ser

uma medida temos

p(0) = pr(w(0)) = pe(®) = 0. (5.29)

Pela definicao de fungao, um objecto nao pode ter duas imagens que lhe correspon-
dam, o que implica que se A; N Ay = () entdao 7(A;) N7(Az) = (). Podemos assim
concluir que dados Ay, Ag, ..., A, ... conjuntos disjuntos, e o facto de uz ser a medida

de Lebesgue

U1 Ai) = pr(m(UZ, 4)) = pp (Ui m(Ay)), (5.30)

obtendo finalmente que,

(U2 m(A;)) = ZML(W(Az')) = ZMAJ (5.31)

]

Teorema 5.14. O grdfico do movimento browniano em [0, 1] tem quase certamente

3

dimensao de Hausdorff nao inferior a 3

Demonstracao. Para provar esta desigualdade utiliza-se o teorema de Frostman,
isto é, verificar que a s-energia para s < % é quase certamente finita para alguma
distribuicao de massa no grafico das trajectorias do movimento browniano.

Seja p a aplicagdo do lema anterior restringida a Gg[0,1] e tendo que 0 <
1(Ggl0,1]) = 1 < oo estamos perante uma distribuicdo de massa em Ggl0, 1].

A s-energia de p é dada por fGB[o,l] fGB[O,l] mdu(x)du(y). Uma vez que
r,y € Ggl0,1], podemos vé-los em R? como = = (t,B;) e y = (u,B,). Com
du(z) = dupr(t) e du(y) = duprp(u) podemos calcular o mesmo integral como um

integral de Lebesgue duplo,
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// I uB dudt = // N B)Qadudt. (5.32)

Partindo o segundo intervalo de integragao em [0,¢] e [t,1] e notando que para

a < bsetem By, — B, = By_, temos

/ / Y duds -+ / / = )QOdudt. (5.33)

Usando a técnica de mudanca de variavel para integrais multiplos escolhemos a
transformacao dada por v =t —u e z = t, e invertendo a transformacao ficamos
com u = z — v e t = z. Facilmente se calcula que o Jacobiano desta transformagcao

tem determinante unitario. Assim, a s-energia esta limitada por

dvdz +

1 1 1 /1 /0 1
T sdvudz. 5.34
/0 /0 V2 + B,? 0 J-1 Je2 4 (B,U)Q ( )

1a 2

7 :
4l

Figura 6: Area de Integracdo. 1 e 2 correspondem & area de integracdo original e 1a
e 2a sao extensoes da nova area de integracao.

Note-se pela figura 6 que com a mudanca de coordenadas, a &rea sobre a qual

se esta a integrar nao ¢ a mesma do que na integracao original. No entanto, sendo
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uma area que contém a original e sendo o integrando sempre positivo, constitui um
limite superior.
Usando o teorema de Fubini e aplicando nova mudancga de variavel ao segundo

integral r = —v

(5.35)

1 1 0 1 ! 1
/ —dv — / ——dv = 2/ ——dv.
0 Vv2+ B,? 1 \/r2+ B,? 0 Vu2+ B2

Se o valor esperado desde integral for finito entao nao pode existir um subcon-
junto de medida positiva onde o integral seja infinito pois o integrando é sempre
positivo e conduziria a um absurdo. Assim basta que se limite o valor esperado do

integral. Aplicando novamente o teorema de Fubini permuta-se o valor esperado

com o integral e pode-se agora proceder a majoracao desse valor esperado.

E|(v? + BUQ)fﬂ =F [(02 + 0312)73} = /OO (v? + vm2)_§¢(x)dm. (5.36)

Onde se usa o facto de B, = \/vB; e By ter distribui¢do normal standard. ¢ é
a densidade dessa mesma distribui¢ao. Usando a simetria de B; calculamos apenas
o integral em R*. Uma forma simples de limitar o integral seria retirar o termo v?
o que reduziria muito os célculos. Infelizmente ao se retirar esse termo, o integral
final nao ird convergir.

Para garantirmos a convergéncia do integral que utilizamos como majorante,
fazemos uma particdo em [0,1/v] e [y/v,00]. Assim podemos utilizar diferentes
condicoes em cada integral da particdo. Para o primeiro temos v +vx? > v? e para

o segundo temos v? + va? > va?.
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o S \/Ilj S o S
/ (v? +va?) 2 ¢(z)dr = / (v* + va?) 2 ¢(x)dx + / (v* + va®) 2 ¢(z)dx.
0 0 Vo
(5.37)
Para o primeiro termo,
Vv s Vv )
/ (v*) 2¢(z)dx < / v dr = v2 7" (5.38)
0 0

Para o segundo termo ja podemos retirar v? ficando limitado por

/ h (v2?) 2 p(z)dr = v3 /;O 2 p(x)dw. (5.39)

Agora facilmente nos livramos da parte indefinida do integral. Basta reparar que

para x > 1, 7% esta limitado por 1. O que sugere mais uma particao do integral,

Vo Vv
1 o)
<wv2 [/ r %dr + gzﬁ(x)dx] (5.40)
Jo 1
2—8 s va~s
VT2 —
—1-—s 1—s

Este majorante apenas funciona para s # 1 mas esse problema sera resolvido
posteriormente.
Agora, calculando a soma destas duas parcelas e integrando em v obtemos o

majorante para a s-energia de i,

1T, —5 2—5 _s -8 1 2
4 27% 2| dv=4 ) 5.41
/o [U (1—s)+1—sv } ’ (1—3%—3—'—1—3) (5.41)

Os tltimos calculos indicam que os integrais convergem para s < % es <2

respectivamente o que prova a finitude da s-energia de u para s < % € a consequente
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conclusao de que dimy(Gp) >

[\ [N}

Para a solucao do problema s = 1 basta reparar que a questao nasce no céalculo
de f\l/fv) (%)g Uma vez que para x < 1 a poténcia é crescente com s, se o integral

final é finito para qualquer s < % também o sera para s = 1. O

Uma questao que surge é se podemos retirar alguma conclusao sobre a diferen-
ciabilidade do movimento browniano, partindo do conhecimento da sua dimensao

fractal.

Teorema 5.15. Seja f : [a,b] — R uma funcio continua, e ainda diferencidvel em

la,b|. Entao o grifico de f tem dimensao de Hausdorff igual a 1.

Demonstracao. Seja A = [a, b]. Pelo teorema do valor médio existe ¢ €]a, b| tal que
W = f'(¢) < co. O mesmo se pode dizer de qualquer intervalo aberto contido
em A e portanto iremos ter para qualquer destes intervalos, com extremos z e y que
|f(y) — f(z)] = K|y — z| onde K é 0 modulo da derivada num dado ponto interior
do intervalo.

Usando um argumento similar ao que permitiu encontrar uma cobertura para
o grafico do movimento browniano, divide-se o intervalo A em I’TT“ intervalos de
comprimento . A regidao do grafico correspondente a esse intervalo pode entao ser
coberta por K’ = max K; quadrados de lado ¢ e consequentemente pelo mesmo
numero de bolas de raio \%. O ntimero minimo de bolas para cobrir o grafico em A
é limitado por C'(§) = ”TT"K’ e permite obter finalmente que

log v/2C/(9)

dimpy (Gf(A)) < dim,,(Gf(A)) < liminf —————= = 1. (5.42)
6—0 log 3

Seja agora D C f(A) e considere-se novamente a distribui¢ao de massa p(D) =

pr(m(D)). Aplicando da mesma forma que para o movimento browniano o teorema

de Frostman e a passagem para o integral de Lebesgue obtemos que a s-energia pode
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ser escrita como

/Gf /Gf mdu(y)du(m) - /ab /ab 10t 7)) —1(u,f(u))|]sdtdu

o 1 _dtdu.
/“ / \/(t—u)z+(f(vf)—f(u))2

(5.43)

Utilizando novamente o teorema do valor médio temos que o integral é de facto

() [ i () 2

para s <1,
(5.44)
que permite finalmente concluir que dimy(Gf(A)) > 1. E pelas duas desigualdades

sai o resultado pretendido. O

Corolario 5.16. O movimento browniano quase certamente nao € diferencidvel em

qualquer intervalo aberto.

Demonstracao. Pelo teorema 5.15 sabe-se que se uma fung¢ao nao tem grafico de
dimensao de Hausdorff unitaria e é continua num intervalo fechado entao nao é
diferencidvel no seu interior. Pelos teoremas 5.14 e 5.11 o movimento browniano tem
dimensao de Hausdorff % e além disso tem trajectorias quase certamente continuas,

o que conclui a prova do corolario. O
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6 Conclusao

O presente texto permitiu ver de outra forma o fenomeno da difusdo. E interessante
ver que mesmo com a aleatoriedade envolvida acaba por existir harmonia na forma
como o calor é difundido. Tanto a nivel discreto como continuo os factores aleato-
rios apresentam similaridades tais, que a equacao do calor continua pode ser vista
como um limite da equagao do calor discreta da mesma forma que se apresenta o
movimento browniano como limite continuo do passeio aleatorio.

Em economia, muitos fenémenos descritos como continuos sao apenas abstrac-
coes da realidade discreta desses fendomenos. As seccoes 2, 3 e 4 mostraram todos
os estagios associados a essa abstraccao.

Todos os conceitos de geometria fractal assim como as suas técnicas de utilizacao,
sao de grande utilidade nos mais variados fen6menos. Constituem um complemento
da geometria regular que aumenta as possibilidades na investigacao de qualquer area
onde comportamentos fractais possam ocorrer. No caso particular deste texto permi-
tiu uma caracterizacao mais completa do movimento browniano, que proporcionou
resultados sobre outras propriedades.

Para um projecto futuro seria interessante a generalizagao rigorosa para o caso
multidimensional de ambos os topicos assim como analises similares para outros

processos estocasticos.
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