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Resumo

Sendo conhecido que as curvas de precos em mercados financeiros apresentam var-
iancias nao finitas e nao seguem um movimento Browniano, este facto dificulta a
aplicagao das ferramentas existentes de matematica financeira. O objectivo deste
trabalho é estudar as medidas econémicas que melhoram a previsibilidade em mod-
elos descritos por equagoes diferenciais estocasticas relativamente ao movimento
Browniano. Deste modo, pretende-se analisar outras medidas retiradas dos mes-
mos mecanismos de interacgao entre agentes econémicos cuja dindmica apresenta
variagoes com variancias finitas e, consequentemente, a aplicacao de equagoes difer-
enciais estocasticas com movimento Browniano seja vélida.

Sendo a economia feita por trocas entre os agentes econdmicos, pretende-se olhar
para a mesma como sendo um cluster das ligagoes, em que cada n6 representa um
agente econdémico e cada ligacao entre dois nds representa as trocas entre estes.
Pretende-se assim, analisar se estas medidas podem substituir as medidas de preco
na modelagao de mercados financeiros.

A formacao dos clusters sera analisada a luz da teoria das redes complexas e o estudo
das medidas dos mesmos € feito através da teoria da percolacao e criticalidade auto-
organizada, conceitos estes que serao explicados neste trabalho. Por fim, pretende-se
verificar se as medidas dos clusters seguem um movimento Browniano, de modo que
seja possivel avaliar o mercado em funcao das medidas dos clusters em vez das
medidas financeiras.

Palavras Chave: Redes complexas, percolagao, auto-organizacao critica, clusters,
movimento Browniano, passeio aleatorio.
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Abstract

It is known that price curves in financial markets have no finite variances and do
not follow a Brownian motion and, therefore, this makes it difficult to apply ex-
isting tools of financial mathematics. The aim of this work is to study economic
measures that improve predictability in models based on stochastic differential equa-
tions driven by Brownian motion. Here we intend to study other measures taken
from the same mechanisms of interaction between economic agents, whose dynamic
shows variations with finite variances and, therefore, the application of stochastic
differential equations driven by Brownian motion is valid.

As the economy is based on trade between economic operators, we want to look at
the economy as a cluster of links, where each node represents an economic agent
and each link between two nodes represents the exchanges made by them. The aim
is to examine whether such measures may replace the measures of price modeling in
financial markets.

The formation of clusters is explained by the theory of complex networks. The study
of measures of clusters is based on percolation theory and self-organized criticality,
assuming that the economy has a behavior of self-organized criticality, concepts
that will be explained in this dissertation. Finally, we want to verify whether the
measures of the clusters follow a Brownian motion to be able to assess the market
according to the clusters of measures rather than financial measures.

Keywords: Complex Systems, percolation theory, self-organized criticality, clus-
ters, Brownian motion, the random walk.
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Capitulo 1

Introducao

A explicacao dos fenémenos econémicos com base na teoria do movimento Browni-
ano, foi iniciada com Bachelier (1900) [3]| no fim do sec. XIX, sem grande impacto
sobre o estudo destes fenémenos quando comparado com o que viria a acontecer
mais tarde.

Posteriormente, a explicagao de Einstein (1905) [13] de que o movimento Browniano
correspondia de facto ao fenémeno fisico do choque das particulas de um fluido com
uma particula de maior dimensao mergulhada nesse fluido, introduzindo um termo
probabilistico no modelo para o deslocamento da particula de maior dimensao, levou
a um interesse crescente e a multiplicagao de estudos sobre o movimento Browniano
e processos estocasticos semelhantes.

Este desenvolvimento fez-se, quer na Fisica através da aplicagao dos processos es-
tocésticos a inimeros problemas da fenomenologia, quer na Matemética com o de-
senvolvimento dos céalculos de It6 e Stratonovich, que contribuiram para o uso do
conceito de integral estocastico e equacao diferencial estocéstica.

Depois do desenvolvimento do célculo de Itd, a teoria de Bachelier é reformulada por
Samuelson [21] e posteriormente por Black, Scholes (1973) |7] e por Merton (1973)
[19] e adaptada a valorizacao de opgoes europeias.

Recorrendo a fisica estatistica, pretende-se neste trabalho representar uma economia
em termos das relagoes entre os seus agentes, formando assim clusters das ligagoes
onde cada n6 representa um agente econdémico e cada ligacao entre dois noés repre-
senta as trocas por eles feitas.

Nao sendo possivel prever a evolucao das curvas financeiras, uma vez que as var-
idncias nao sao finitas e nao seguem um movimento Browniano, é objectivo deste
trabalho estudar outras medidas relacionadas, as medidas dos clusters, que represen-
tam uma economia. Pretende-se verificar se estas medidas seguem um movimento



Browniano de modo que seja possivel substituir as medidas de preco na modelagao
dos mercados financeiros.

A formacao dos clusters seré explicada pela teoria das redes complexas e o estudo
das respectivas medidas é feito através da teoria da percolagao e da auto-organizagao
critica.

Este trabalho encontra-se dividido em trés partes. Numa primeira parte é feita uma
familiarizacao com a teoria das redes complexas que explica a formacao dos clusters
e as teorias da percolacao e criticalidade que explicam as propriedades dos clusters.
De seguida ¢é apresentado o modelo de uma economia simulada que estd na base
deste trabalho e os testes que serao aplicados as séries em estudo. Por fim, é feita
uma apresentacao e discussao dos resultados obtidos.

Sendo bastante dificil obter dados reais sobre a estrutura de rede de uma economia,
o estudo tem por base uma economia ficticia para que seja possivel posteriormente,
tendo em conta os resultados obtidos, motivar a ardua busca de dados reais.



Capitulo 2

Enquadramento Teérico

Nesta secgao descrevem-se brevemente as teorias que permitem analisar a formagao
dos clusters e as suas propriedades. Inicia-se a sec¢ao com a exposi¢ao da teoria das
redes complexas, seguindo-se com a teoria da percolacao e da criticalidade.

2.1 Teoria das redes complexas

O estudo da maioria das redes complexas foi iniciado por uma necessidade de com-
preender varios sistemas reais, tais como as redes de comunicacao entre outros casos
de maior complexidade. A teoria das redes complexas engloba conceitos de teoria
dos grafos, mecanica estatistica, sistemas nao-lineares e sistemas complexos que sao
aplicados na modelagem, anélise e simulacao de sistemas naturais e artificiais. Esta
teoria oferece suporte para caracterizagao, anélise e modelagem dos mais variados
sistemas complexos.

Os sistemas complexos sao formados por muitos elementos capazes de interagir entre
si e com o meio ambiente. Este tipo de sistemas tem propriedades como, Holtrup
[17], (i)emergéncia - o aparecimento de uma propriedade ou de uma caracteristica,
como enormes eventos catastroficos, nao pode ser observado com antecedéncia como
uma caracteristica funcional do sistema; (ii) auto-organizacao - o sistema organiza-
se sem uma norma ou parametro externo (e.g. uma lei); (iii) universalidade - os
sistemas pertencentes a mesma classe possuem propriedades semelhantes; (iv) com-
plexidade - apenas os sistemas com um grande niimero de membros que interagem
mutuamente sdo candidatos a sistemas complexos; (v) irredutibilidade - os sistemas
complexos s6 aparecem como um todo e nao podem ser analisados por decomposi¢ao
do sistema nos seus componentes individuais; (vi) adaptagao - os sistemas complexos
sao constituidos por agentes que agem com base em algumas informagoes sobre todo



o sistema; (vii) ponto critico - grandes alteragoes ocorrem como resultado da acu-
mulagao de pequenos eventos, até atingir um valor de limiar particular, (o ponto
critico) que causam flutuagoes enormes no sistema.

As redes complexas (ou grafos) sdo descritas por um conjunto de vértices (nos)
que estao ligados por arestas (conexoes, ligagoes ou links) devido a algum tipo de
interaccao. Matematicamente, segundo Albert & Barabési (2002) [2], uma rede é
representada por um grafo que é o par de conjuntos G = { P, E'} onde P é o conjunto
de N nos (vértices ou pontos), Pi, P, ..., Py e E é o conjunto de arestas (ligagoes ou
links) que conectam dois elementos de P. Os grafos sao usualmente representados
como um conjunto de pontos, cada um correspondendo a um né, onde dois pontos
destes se juntam por uma linha se os nos correspondentes forem conectados.

Uma fonte particularmente rica de ideias tem sido o estudo de grafos aleatorios,
grafos em que as arestas sao distribuidas de forma aleatéria. Existindo redes com
topologia complexa e principios de organizacao desconhecidos, torna a teoria dos
grafos aleatérios 1til no estudo deste tipo de redes.

A teoria dos grafos aleatorios foi introduzida por Paul Erdés & Alfréd Reényi (1959,
1960, 1961) [14, 15, 16], depois de Erdés ter descoberto que os métodos probabilis-
ticos eram tuteis na resolucao de problemas em teoria dos grafos.

Segue-se agora uma breve descrigao dos resultados mais importantes da teoria dos
grafos aleatorios, focando-se os aspectos mais relevantes para as redes complexas.

2.1.1 O modelo Erdés-Rényi

Tal como é afirmado no estudo de Barabasi & Albert (2002) [2|, em 1959 dois
matematicos hungaros, Paul Erdgs e Alfred Rényi, consideraram os grafos como
objectos estocasticos sugerindo um modelo de rede baseado em ligacoes aleatoérias,
conhecido como grafos aleatérios de Erdds e Rényi.

O grafos aleatorios definidos por Erdds e Rényi sao grafos com N nés conectados
por n arestas escolhidas aleatoriamente de N(N-1)/2 possiveis arestas existindo no
total C[?V(Nfl)/2] grafos com N nos e n arestas.

De forma equivalente, um grafo aleatorio é representado através do modelo binomial
apresentado em Barabasi & Albert (2002) [2], onde temos N nos e a probabilidade
de dois nos se conectarem é dada por p. O nimero total de arestas é uma variavel
aleatoria com um valor esperado E[n] = p[N(N — 1)/2]. Por exemplo, se tivermos
um numero grande de noés que se ligam todos uns com os outros, o numero de
ligagoes ¢ dado pelo ntimero possivel de combinagées de nos dois a dois N//(2/(N-
2)!)=N(N-1)/2. Como p é a probabilidade de essa ligacdo ser formada, entdo o
valor esperado de ligagoes é pN(N-1)/2. Se Gy é o grafo com os noés Py, Ps, ..., Py e

4



n arestas, a probabilidade de obter este grafo através deste processo de construgao
¢ P(Go) =p"(1—p)V=D2m,

A teoria dos grafos estuda as propriedades de grafos com N nés e com N — oo.
Como tal, Erdés e Rényi usam a definicao de que se a probabilidade de um grafo
ter uma certa propriedade, por exemplo Q, se aproximar de um quando N — oo,
entao quase todos os grafos tém uma dada propriedade.

Comecando com um conjunto de N vértices isolados, um grafo vai crescer a medida
que serao adicionadas novas arestas, pelo que, a construgao de grafos também é
chamada de evolugao. Um grafo cada vez mais conectado, para p — 1, tera um
nimero maximo de arestas n = N(N — 1)/2.

A descoberta fulcral de Erdés e Rényi foi o aparecimento de muitas propriedades
importantes dos grafos aleatérios que, para uma dada probabilidade, o que se verifica
é que ou quase todo o grafo tem a propriedade () (e.g. todos os pares de nos
estao conectados por um trajecto de arestas consecutivas) ou, contrariamente, quase
nenhum dos grafos tem essa propriedade. Existe uma probabilidade critica, p.(NV),
que identifica a transicao de fase para muitas propriedades deste tipo. Se p crescer
mais devagar do que p., com N a tender para o infinito, entao, quase todos os grafos
com probabilidade p perdem a propriedade (). No caso contrario, se p crescer mais
rapido do que p,., entao quase todos os grafos tém a propriedade (). Assim, no caso
de um grafo com N nés e uma probabilidade de conexao p), a probabilidade de este
grafo ter a propriedade () satisfaz a equagao:

0 se £ >0
1 — DPc
1\}1—120 Pyy(@) = { 1 se pﬂc — 00. (2.1)

Esta probabilidade critica é o foco de investigacao de muitos fisicos que estudam
fenéomenos criticos e identificam p. como a probabilidade critica em percolagao que
vai ser abordada mais a frente neste estudo.

E importante saber se a probabilidade p é maior ou menor que a probabilidade
critica p. uma vez que, neste modelo, o sistema tem um tamanho fixo, N. Na teoria
dos grafos aleatorios, a probabilidade de ocupacao é definida como uma funcao do
tamanho do sistema onde p representa a fracgao das arestas ( das N(N-1)/2 possiveis
arestas). Para a mesma probabilidade de ocupagao, p, grafos de dimensoes maiores
contém mais arestas e propriedades tais como o aparecimento de ciclos para um
p menor podem ocorrer mais em grafos grandes do que nos grafos menores. Isto
significa que, para muitas propriedades (), em grafos aleatérios nao existe um limite
inico mas tem que se definir uma funcao do limiar que depende do tamanho do
sistema e p.(N — oo0) — 0. Contudo, pode-se ver que o grau médio do grafo,
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E[k] = 2n/N = p(N — 1) ~ pN, (2.2)

onde o k£ é o nimero de vizinhos (o nimero de ligagdes que cada né tem), tem um
valor critico que depende do tamanho do sistema.

Erdés e Rényi estavam mais focados na riqueza matemética das redes
aleatorias e nao tanto em aplicagoes praticas, considerando assim apenas as pro-
priedades mateméaticas dos grafos. Vérios outros modelos surgiram a seguir ao de
Erdés e Rényi, um dos quais é o modelo que se segue, o modelo Barabasi-Albert.

2.1.2 O modelo Barabasi-Albert

Ao contréario do modelo anterior, Barabasi & Albert (1999) [1] verificaram que a
distribuicao das conexoes de muitas redes complexas nao é aleatoria, mas é do tipo
livre de escala! tendo a forma P(k) oc k=7, onde P(k) ¢ a probabilidade de se ter um
n6 com k ligagoes e, portanto, o universo aleatério de Erdds e Rényi tende a nao se
verificar na natureza.

O modelo de Barabési e Albert consiste num modelo de crescimento que gera redes
livres de escala e onde a maioria das redes reais exibe ligacoes preferenciais. Assim, a
probabilidade de dois nés se conectarem depende do grau do né ao contrario do que
se verificava no modelo de Erdds e Rényi. Estes dois factores, crescimento e ligagao
preferencial, sao o fundamento da introdugao do modelo Barabasi-Albert, Barabési
& Albert [2], que levou pela primeira vez a uma rede com um grau de distribui¢ao
da lei de poténcia, e que nao estao presentes no modelo de Erdés e Rényi. Estes
dois factores consistem no seguinte:

1. Crescimento: comegando com um pequeno ntumero de nés (my), a cada passo
¢ adicionado um né com m (m < my) arestas, que ligam o novo n6 com os m
nos diferentes ja existentes na rede.

2. Ligacao preferencial: o novo no, que vai ser adicionado a rede, tende a
conectar-se com nos com mais ligagoes, ou seja, a probabilidade de um novo
no6 se conectar com o nd ¢ depende do grau de conectividade k; do n6 1, tal
que:

(2.3)

LA distribuicao livre de escala é o tipo de distribuicdo de probabilidade que reflecte invariancia
de escala.



Depois de t passos no tempo deste procedimento vai resultar uma rede com N =
t 4+ mgp ndés e mt arestas.

Simulagoes numéricas indicaram, Barabasi et al (1999) [6], que estas redes evoluem
para um estado livre de escala, com a probabilidade de que um né tem k arestas
seguindo uma lei de poténcia com um expoente da expressao yp4 = 3. O expoente
de escala é independente de m, o inico parametro neste modelo.

O que se verifica, neste tipos de redes geradas pelo modelo livre de escala, é que
os vértices mais conectados tendem a receber mais ligagoes, paradigma conhecido
como "o rico fica mais rico". Estas redes sao formadas por um reduzido nimero de
vértices altamente conectados, denominados de hubs, e por uma grande quantidade
de vértices pouco conectados, o que define a distribuigao livre de escala.

2.2 Teoria da Percolacao

Uma das descobertas muito interessantes da teoria dos grafos aleatorios é a existén-
cia da probabilidade critica em que se forma um cluster gigante. Traduzido em
linguagem de rede, a teoria indica a existéncia de uma probabilidade critica, p., de
tal forma que abaixo de p. a rede é composta por grupos isolados de nds, mas acima
de p., um cluster gigante prolonga-se por toda a rede. Este fenémeno é similar
A transicdo da percolacdo. E por isto que é importante introduzir o conceito de
percolacao no presente estudo.

2.2.1 Percolagao - o que &7

A teoria da percolagao foi proposta pelos matematicos Broadbent & Hammersly
(1957) [8] para estudar a propagacao de fluidos em meios desordenados. E bastante
relevante em fisica para explicar eventos como recuperacao de petroleo a partir de
meios porosos, fogos florestais, modelos de epidemia, redes e terramotos em rochas.
O modelo de percolagao, permite explicar este tipo de eventos e introduzir alguns
conceitos fundamentais dos Sistema Complexos.

Imagine-se, Christensen & Moloney (2005) [10], uma rede L x L, onde sao pintados
alguns quadrados com um ponto no centro, tal como representado na figura 2.1.
Esta distribuigao dos pontos é aleatéria com uma probabilidade p, independente
dos seus vizinhos. Chama-se cluster ao grupo de quadrados vizinhos ocupados por
estes pontos, onde dois quadrados sao chamados vizinhos se tiverem um lado em
comum. Se uma grande parte da rede tem os quadrados pintados, significa que o
cluster percolou a rede toda.
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Figura 2.1: Percolagao numa rede quadrada de tamanho L=6.

Na figura a) existem dois clusters identificados por um circulo a volta e na figuas
b), por ter uma probabilidade de ocupagao perto de um, s6 existe um tnico cluster
que abrange a rede toda.

A teoria da percolagao estuda as propriedades destes clusters, onde o tamanho do
cluster, s, ¢ dado pelo nimero de quadrados pintados. EE um modelo geométrico que
passa por uma transicao de fase.

Existem dois tipos de percolagao, Crotti(2009) [11]: percolagao por ligagoes e per-
colagao por sitios (pontos). Considerando um cluster qualquer, a percolagao por
ligacoes é o estudo de fendmenos de percolagao nas arestas, e.g. o modelo da infil-
tracao de 6leo em solos permeaveis, enquanto que a percolagao por sitios estuda os
fenomenos de percolagao nos vértices (nos) sendo o caso da propagacao de fogos flo-
restais. Estes dois tipos de percolagao, embora diferentes, apresentam propriedades
semelhantes que sdo estudadas sobre um espaco L%, sendo d a dimensao.

Um processo de percolacao consiste na propagacao do estado de uma célula activa
as células vizinhas que, depois de activadas, continuam o processo de propagacao. O
processo termina quando nao ha mais células do agregado que possam ser activadas.

A duracao do processo de percolacao depende de dois factores, sendo eles o tamanho
do agregado e a forma como estdo ligados. E evidente que quanto maior for o
agregado maior serd a duragao do processo de percolacao e um agregado muito
ligado percola muito mais rapidamente do que um agregado com poucas ligagoes.

O processo de percolagao pode ser aplicado a uma variedade de sistemas e processos,
mas o estudo da propagacao de fogos florestais é o modelo mais simples para perceber
como o processo de percolagao se desenrola.

2.2.2 Exemplo - Fogos Florestais

A ideia da teoria da percolacao e o conceito da transicao com tempos divergentes
podem ser entendidos através do exemplo dos fogos florestais, Stauffer & Aharony



(1994) [23].

O estudo da propagagao do fogo numa floresta pode ser formulado na linguagem
da percolagao, onde a floresta é representada por uma rede com N sitios. Os sitios
estao ocupados aleatoriamente por uma arvore, com probabilidade p, 0 < p < 1,
que representa a densidade de florestacao. Em média, pN sitios estdo ocupados e (1
- p)N sitios estdo desocupados. A questao é saber quanto tempo leva um fogo para
abranger a floresta toda.

A ideia é queimar algumas arvores e ver como estas arvores vao passar o fogo as
arvores vizinhas. Ver qual o cluster que passa de cima para baixo ou da direita
para a esquerda em toda a area. A escolha mais simples é queimar as arvores da
primeira linha e ver como o fogo de um lado da floresta ir4 dominar a floresta inteira.
Para isso, é necesséario saber como uma arvore vai passar o fogo a outra. Na versao
sem vento (percolagao por sitios), o fogo propaga-se as quatro arvores vizinhas, a
norte, sul, leste e oeste, da arvore a arder. Neste caso, admite-se que uma arvore em
chamas s6 pode passar o fogo a arvore vizinha e nao a uma arvore mais afastada.
Um fogo da-se como terminado se nao houver mais arvores a arder ou se chegar a
tltima linha. O tempo de vida do fogo é dado pelo nimero de arvores queimadas
até o fogo acabar, que sera o tamanho do cluster de arvores queimadas, s.

A probabilidade de o fogo passar de um lado ao outro da floresta (percolar) depende
da densidade de arvores na floresta. Existe uma densidade critica para a qual o fogo
se propaga pela primeira vez de um lado ao outro da floresta.

Os resultados destas simulagdes mostram que existe um valor de p para qual a
duracao do fogo aumenta bruscamente, ou seja, existe um valor critico de p, p = p.,
onde se da a transicao de fase pois separa o caso de extingao do fogo logo no inicio
do processo, para um valor de p perto de zero, do caso de um incéndio catastrofico
para um valor de p perto de um. E neste ponto que se observa a primeira passagem
do fogo de um lado ao outro da floresta, isto é, aparece um agregado de percolagao.

2.2.3 Quantidades de interesse na teoria da percolacao

Por definigao, segundo Christensen & Moloney (2005) [10], um cluster é percolado
se e s6 se for finito. Clusters que se ligam a dois lados opostos do sistema, isto é, que
se estendem & escala do sistema, sao candidatos a clusters percolados em sistemas
infinitos. No caso dos fogos florestais anteriormente visto, para a probabilidade
critica p. ocorre uma transicao de fase, ou seja, o agregado principal estende-se pela
primeira vez a toda a escala do sistema.

Apresentam-se aqui as quantidades de interesse de uma rede bidimensional fixa
de tamanho L, medida em unidades de espacos, onde existe um tnico parametro



problematico, a probabilidade de ocupacao p. Para p = 0 a rede nao tem clusters,
enquanto para p = 1 s6 tem um cluster de tamanho L?. Quando 0 < p < 1 cada
realizacao seréd diferente pelo que o tamanho de um cluster cresce com o valor da
probabilidade, p. A figura seguinte, Christensen & Moloney (2005) [10], ilustra o que
foi dito anteriormente, mostrando 3 realiza¢cbes com a probabilidade p a aumentar
numa rede bidimensional de tamanho L x L = 150 x 150.

Figura 2.2: Realizagoes de percolacao bidimensional numa rede quadrada de
tamanho L = 150. Probabilidade de ocupagao com p = 0,50; p = 0,59 e p = 0, 65.

Cada simulacao tem uma probabilidade de ocupacao com p = 0,50; p = 0,59 e
p = 0,65 respectivamente. Em cada realizagao a area sombreada representa o maior
cluster.

Na imagem da esquerda, o sistema estéd abaixo do limiar de percolacao e nao ha
nenhum cluster percolado. Por outro lado, na imagem da direita, o sistema esta
acima do limiar de percolagao e o cluster representado é um cluster percolado.
Verifica-se que o maior cluster que percola na totalidade a rede é observado para
p > 0,59 na figura do meio.

Clusters que percolam de cima para baixo ou da esquerda para a direita sao can-
didatos a clusters percolativos num sistema infinito. Num sistema infinito, existe
uma probabilidade critica de ocupacgao, p., tal que para p < p. nao existem clusters
infinitos percolados, enquanto que para p > p,, existem clusters infinitos percolados.
O cluster muito grande mas finito que emerge para p = p. é chamado de cluster
percolado.

E também bastante interessante ver o que acontece com a probabilidade de per-
colagao a medida que o tamanho da rede aumenta. Na figura 2.3 é representado
este facto e verifica-se que & medida que o tamanho da rede aumenta, a curva vai
assemelhar-se a um degrau. No limite (quando L = oo) é este degrau, a fungao de
Heaviside?, que descreve a probabilidade de percolacao em funcao da probabilidade

p: 0 para p < p. e 1 para p > p..

2A funcio de Heaviside (fungdo degrau) é a funcdo descontinua de valor zero para argumento
negativo, e um para argumento positivo.
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Figura 2.3: Probabilidade de Percolagao, [9].

Para sistemas pequenos, aumentando o p aumenta a probabilidade de percolagao,
uma vez que aumenta a probabilidade de existir um caminho de quadrados pintados
que liga dois lados opostos do sistema. No limite, quando o sistema é infinito,
existe uma probabilidade caracteristica p., chamada probabilidade critica ou limiar
de percolagao, onde se da a transicao da percolagao. Ou seja, abaixo da qual o
sistema nunca percola, e acima da qual o sistema percola sempre. A transicao de
percolacao pode ser vista como uma transicao de fase, analoga as transicoes de fase
térmicas, onde a temperatura critica separa regioes de estabilidade de duas fases
diferentes.

Algumas das quantidades importantes na teoria da percolagao, Stauffer & Aharony
(1994) [23], sao as seguintes :

1. A Probabilidade de percolacao, P, representando a probabilidade de um
dado no pertencer ao cluster infinito:

P=P(C]=00) =1~ 3 P(IC| = ). (2.4)

onde P,(|C| = s) representa a probabilidade de que o cluster na origem tem o
tamanho s. Assim sendo,

P:{ 0 para p<p. (2.5)
>0 para p> p.

2. O tamanho médio do cluster s (ou susceptibilidade da percolacao) é definido
como:
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s=E,(IC)) =) sB(IC| =), (2.6)

representa o valor esperado do tamanho do cluster.

3. A distribuicao do tamanho do cluster, n,, definida como a probabilidade
de um no6 ter uma posigao fixa num cluster de tamanho s,

n, — %ppqc‘ _9). (2.7)

E de notar que n; nao é idéntico a probabilidade de um né pertencer ao cluster
de tamanho s. Fixando a posicao do n6 no cluster escolhe-se apenas um dos
s possiveis nos, dado que P,(|C| = s) ¢ dividida por s, garantindo assim que
sO se contam os nés uma Unica vez.

2.2.4 Percolagao Unidimensional (d = 1)

E importante comecar por expor o caso da percolacio unidimensional por ser um
dos poucos casos em que se consegue calcular quantidades exactas, Christensen e
Moloney (2005) [10]. Embora as conclusoes para o caso unidimensional ndo sejam
generalizaveis a dimensoes mais elevadas, algumas das principais caracteristicas da
percolacao permanecem validas.

B [ N S | S

Figura 2.4: Exemplo de uma rede unidimensional de tamanho L = 20. Os quadrados
escuros representam os pontos ocupados e os quadrados claros representam os pontos
vazios.

Densidade dos clusters

No caso de uma realizacao da percolacao numa rede unidimensional, como represen-
tada na figura acima, a densidade dos clusters é dada pela expressao

(o) = TP gy (25)

onde N(s,p;L) é a frequéncia do tamanho dos clusters, s é o tamanho do cluster, p
¢ a probabilidade, L é o tamanho da rede e sn(s,p) é a probabilidade de um dado
ponto pertencer a um s-cluster. Para um dado p, a densidade n(s,p) decresce com
o crescimento do tamanho do cluster, s, logo grandes clusters sao raros.
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Tamanho médio dos clusters
Por exemplo, na figura acima existem trés clusters de tamanho um, dois clusters

de tamanho dois e um cluster de tamanho cinco, pelo que o tamanho médio dos
clusters ¢ da forma

Neiw

1 I+1+1+24+24+5
Sk‘: =

Nclu =1 6

2. (2.9)

Aqui, cada grupo tem o mesmo peso. No entanto, existe uma forma alternativa a
) Y

partir de uma média onde cada grupo é ponderado de acordo com o seu tamanho,

dando mais peso a grandes clusters. Em média, o tamanho de um cluster a que um

ponto pertence é dado por

X(p) = Y st (2.10)

s*N(s,p, L). (2.11)
N,ee Tepresenta o numero de quadrados ocupados e como N,.. = pL tem-se:

[e.e]

gL

s?N(s,p,L) 3 s’n(s,p) s*n(s,p)
_ s=1

1 o¢]
= SO
P ’ w(sp) P

s=1

Il
—

X(p) =

8

) (2.12)

_1 - 2 i i - s _1+p
_5(1 ) (pdp)(pdp)(;p)——l_p para 0<p<l1.

»
Il

Quando p se aproxima de um, o tamanho médio dos clusters, x(p), diverge como
uma lei de poténcia com o expoente (-1) em termos de (1-p),

1
x(p) = lﬂ —2(1—p)"  para p—1. (2.13)
-P
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Transicao para percolagao

A probabilidade de um ponto pertencer a um cluster finito é p. Numa rede unidi-
mensional, o cluster percolado infinito deve incluir todos os quadrados da rede para
abranger a rede da esquerda para a direita. A probabilidade de um ponto pertencer
ao cluster percolado é dado por:

| 0 para p<1
Poo—{l para p =1 (2.14)

Para p<1 nao existe percolagao, entao a probabilidade do ponto pertencer ao cluster
percolado é zero. Para o caso de p=1, existe o cluster percolado e todos os pontos
pertencem a este cluster.

P, + Z sn(s,p) =p. (2.15)
s=1

Esta equacdo (2.13) é valida para dimensoes maiores e mostra-nos que a proba-

bilidade de um quadrado estar ocupado ¢ igual a probabilidade de este quadrado

pertencer ao cluster infinito percolado, P,,, adicionado da probabilidade de este
(o)

local pertencer a um cluster finito, »_ sn(s,p).
s=1

Fungao de Correlagao

A funcao de correlacao serve para estudar a probabilidade de dois pontos per-
tencerem ao mesmo cluster finito. Seja r; a posi¢ao no vector do ponto i em d = 1.
Dado que o ponto 7; estd ocupado, a probabilidade de um ponto na posicao r;
pertencer ao mesmo cluster, é dada pela funcao de correlagao g(r;,7;) = p”, para
0 <p <1, onder=|r,—rj| éa distancia. Quando r =0, g(r;,7;) = 1. A funcao
de correlagao decresce com o aumento da distancia r.

A fungao de correlagao esté relacionada com o tamanho médio do cluster x(p):

Zg(r,;,rj) = Zp‘”_”' =+ +p + "+ PP+
T4 g

(14 p)/(1-p) (2.16)

= x(p).
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Probabilidade de ocupagao critica

Neste caso, d = 1, a probabilidade p = 1 que marca a transicao para a fase percola-
tiva, é referida como a probabilidade de ocupagao critica, p.. A divergéncia entre
as quantidades até agora apresentadas, pode ser expressa como uma lei de poténcia
em termos de (p. — p).

2.2.5 Percolacao em rede Bethe

O problema da percolacao pode ser resolvido analiticamente em d = 1 e d = oc.
A rede do tipo Bethe é um exemplo que foge da geometria euclidiana e é o caso
mais parecido com o espaco econémico. E uma estrutura onde cada no tem z nos
vizinhos, de tal forma que cada ramo da origem a outros (z — 1) sub-ramos.

Figura 2.5: Exemplo de uma rede do tipo Bethe.

Probabilidade de ocupagao critica

O cluster percolado é equivalente ao cluster que se prolonga ao longo de toda a rede.
Imagine-se a realizacao de uma caminhada no cluster de percolagao infinito onde
cada passo é feito uma tunica vez. Em cada passo, existem (z — 1) ramos dos quais
apenas p(z — 1) sao acessiveis em média. A fim de continuar a caminhar no cluster,
deve haver pelo menos um ramo acessivel a caminhar. Neste caso a transigao da
percolacao é identificada em:

(2.17)




A probabilidade de ocupacao critica depende de z. Quando z = 2 temos a proba-
bilidade de ocupacao critica para o caso unidimensional, p. = 1 enquanto que para
z > 2 temos p. < 1.

Tamanho médio dos clusters

Em média, o tamanho do cluster, x(p), a que um ponto pertence é dado por:

() = pe(1+p)

, para 0 <p<pe. (2.18)
DPe — P

O tamanho médio do cluster numa rede Bethe é uma fungao crescente de p e diverge
quando p se aproxima de p. como uma lei de poténcia de expoente (-1) em termos
da distancia de p até p.:

\(p) = Pe(1+p)

g SRy Ol p)~  para  p—p, (2.19)

X(p) cresce para p < p. e decresce para p > p.. Para L — oo, x(p) diverge para
p — p. como uma lei de poténcia com o expoente critico —y em termos da distancia
de p para p.:

x(p) o< (p—pe) 7, para P — De. (2.20)

onde para a rede Bethe y=1 e para d=2 o expoente 7=43/18, Christensen & Moloney
(2005) [10].

Transicao da percolacao

A probabilidade de um ponto pertencer ao cluster infinito percolado é dada por:

0 para p<p,
P, = tpnay o P=D (2.21)
p[l — (T) } para p > pe.
Para p a aproximar-se de p. tem-se
Poox(p—p.) para p—pl. (2.22)

Para p>p. s6 ha um cluster percolado e para p < p. nao ha clusters percolados.
P, é visto como um parametro de ordem da percolacao e p. como ponto critico. A
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maneira como o parametro de ordem se relaciona com o ponto critico p = p. é dada
pelo expoente critico, 5, onde:

Poox(p—p.)’,  para  p—pl. (2.23)

Para a rede Bethe com z>2, o expoente 5 = 1 enquanto que para d=2, 5 = 5/36,
Christensen & Moloney (2005) [10].

Numero de densidade dos clusters

Considere-se um cluster de tamanho s, e seja t o nimero de vizinhos livres. Seja
g(s,t) o factor que conta o nimero de diferentes clusters de tamanho s e perimetro ¢
e este factor é tabelado até s = 40, tal como é afirmado em Christensen & Moloney
(2005) [10]. Entao, o ntimero de densidade do cluster é dado por:

n(s,p) =Y g(s,0)(1 —p)'p". (2.24)

t=1

oo
O somatorio Y g(s,t) para clusters diferentes de tamanho s, é também tabelado
t=1
até s = 53 e sn(s,p) é a probabilidade de um dado ponto pertencer a um cluster
de tamanho s. Para um dado p, a densidade n(s,p) decresce com o crescimento
do tamanho do cluster, s, logo grandes clusters sao raros. Mas nao se consegue
construir uma teoria de percolagao baseada em clusters com s até 40. Tem que se
considerar todos os tamanhos e neste caso nao se consegue trabalhar com solucoes
exactas de densidades de clusters para todos os tamanhos, usando-se assim uma
aproximacao numérica do tipo:

s77 quando 1 < s < s,

decai rapidamente quando S > S.. (2.25)

o]

Para a rede de Bethe, 7=5/2 e para d=2 7=187/91, Christensen & Moloney (2005)
[10].

Funcgao correlagao

Dado que um ponto i estéa ocupado, a probabilidade de um outro ponto j, [ geragoes
a frente, estar também ocupado e pertencer ao mesmo cluster, ¢ dada pela fungao
de correlagao, ¢(7,j). Uma vez que s6 had um tnico caminho entre o ponto 7 e o ponto
4, g(i,j) = p'. Neste caso é importante calcular o niimero médio de pontos, N(i;l),
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situados [ > 1 geragoes mais a frente, que estao ocupados e pertencem ao mesmo
cluster finito, que tem a seguinte expressao:

N(@i;l)=> g(i,j) =n(l)p'  para 1>1, (2.26)

J€el

onde n(l) é o nimero de noés na geracdo [ e é dado por n(l) = z(z — 1)~ Logo,

N(i;1) = z(z — 1)1 para [ > 1. (2.27)

Para p < p. somando as fungoes de correlagao para todos os possiveis j:

> g(i,j)=x(p), para  0<p<p. (2.28)
J

2.3 Teoria da Criticalidade

Segundo Paczuski & Bak (1995) [4] a complexidade é originada pela tendéncia de
um sistema dinamico grande se organizar sozinho num estado critico. Num estado
critico, os eventos comecam a correlacionar e o ponto critico separa qualitativamente
distintas de um sistema. O sistema apresenta uma transicao de fase quando passa
de uma fase para a outra (atravessa o ponto critico). A criticalidade ocorre quando
o sistema esta no ponto critico.

2.3.1 O que é a Criticalidade?

A criticalidade pode ser explicada através de uma ilustracao de reacgoes em cadeia
de pegas de dominéds (figura A.1 em anexo), quando estas sao dispostas em filas e
onde a queda de uma peca de dominé provoca a queda dos dominés vizinhos. A
densidade de dominés que separa a probabilidade de a maior parte dos dominos
cairem ou poucos dominés cairem ¢é de 50%.

Através deste método pode observar-se que quando as pecas de dominds estao muito
distantes umas das outras, as reac¢oes em cadeia (avalanches) sdo pequenas e lo-
calizadas, representando assim o estado subcritico do sistema. De modo contrario,
quando as pecas de dominds estao densamente distribuidas, as reac¢oes em cadeia
(avalanches) sao grandes. A queda de uma pega de domind provocarda quedas da
maior parte de dominds a sua volta e, nestas condicoes, esta-se perante um estado
supercritico do sistema. Existe uma densidade critica de dominés que separa estes
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dois comportamentos extremos. Esta probabilidade de percolacao, quando a queda
de um dominé provocara quedas de filas de dominés que ligam um lado ao outro do
sistema, varia em funcao da densidade dos dominds para varios tamanhos da rede.
O mesmo acontecia no caso dos fogos florestais, onde a curva era tao mais acentuada
quao maior era o tamanho da rede e, no limite de uma rede infinita, esta curva tem
a forma de um degrau com o lado vertical nos 50% (figura 2.3). Para esta densidade,
de 50%, uma avalanche que comega num dos lados da rede tanto pode fazer cair
poucos dominds como pode estender-se até ao outro lado da rede (neste caso diz-se
que a avalanche percolou).

2.3.2 Auto - Organizacao Critica

Um sistema muito simples mas que serve de paradigma para a auto-organizagao
critica é o da pilha de areia, Christensen & Moloney (2005) [10]. Este paradigma foi
proposto como um mecanismo genérico para a invariancia de escala de uma classe
particular de sistemas em nao-equilibrio.

Imagine-se uma superficie plana onde é adicionado lenta e uniformemente um grao
de areia de cada vez sobre esta superficie. A medida que os graos sao adicionados,
estes comecam a empilhar-se uns sobre os outros criando uma pilha de declive suave.
Em dadas alturas, o declive fica demasiadamente ingreme nalguns pontos da pilha
e alguns graos deslizam causando avalanches pequenas e localizadas. A medida que
mais areia é adicionada e o declive da pilha aumenta, também o tamanho médio
das avalanches aumenta. O declive (médio) da pilha cessa de aumentar quando este
atinge o valor correspondente ao angulo de repouso. Quando mais um grao de areia
¢ adicionado a pilha, este pode provocar uma avalanche de grandes dimensoes,
incluindo eventualmente uma avalanche muito grande. E neste momento que é feita
a passagem de um estado subcritico para o estado critico. O estado critico é o
estado quando a pilha de areia nao consegue aguentar nem mais um grao de areia
sem provocar avalanches muito grandes.

Por outro lado, se o declive da pilha de areia é maior do que o angulo de repouso,
entao uma avalanche de grande proporcao ocorre de seguida. Este é o estado super-
critico, o qual colapsa até que se atinja de novo o estado critico.

O estado critico da pilha de areia é um atractor e a variagao de alguns parametros do
sistema faz saltar a pilha de areia para um outro ponto critico, pelo que se diz que a
pilha, com quedas constantes de graos de areia, esta num estado de auto-organizacao
critica.

Este fenémeno foi identificado pela primeira vez por Per Bak, Chao Tang e Kurt
Wiesenfeld, Bak et al (1987) [5], num trabalho pioneiro publicado na Physical Review
Letters, e é considerado como sendo um dos mecanismos que pode estar por detras
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do aparecimento dos fractais, das leis de poténcia e da complexidade na natureza.

O mesmo acontece na economia durante os ciclos econémicos. Quando a economia
esta em expansao, sao formadas novas ligagoes econémicas, i.e., sao efectuadas novas
trocas, e o numero de ligagoes entre os agentes no sistema vai crescer cada vez mais.
No entanto, tal como no caso do grao de areia, o agente esta sujeito a um limite
acima do qual 'tem energia a mais’, sendo este o limite de alavancagem. Quando
um agente ultrapassa o limite de alavancagem (economicamente traduzido por con-
sumir muito mais que o que produz) ele é rejeitado pelo sistema (o seu consumo é
cortado ou o seu crédito é cortado ou esse consumo tem um custo de oportunidade
demasiado elevado, varias tradugoes podem ser encontradas na teoria econdémica).
Como este agente tem ligacoes com os agentes que o rodeiam, também estes vao
ter um corte na sua producao e também estes vao ter alavancagens alteradas. E
assim sucessivamente até que a avalanche cesse. Este é o analogo as avalanches no
caso da pilha de areia quando se passa do estado subcritico para o estado critico.
Depois de o sistema econémico arrefecer, comega a notar-se um novo crescimento
onde a actividade econdémica vai ficar cada vez mais intensa até atingir um novo
ponto critico. Sao assim formados os ciclos econémicos verificando-se que o sistema
econdémico ¢ um sistema auto-organizado.
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Capitulo 3

Enquadramento Pratico

3.1 O Modelo

O modelo da economia ficticia que serve de base a este trabalho foi desenvolvido
pela Closer! em conjunto com o Centro de Fisica Teérica e Computacional da Uni-
versidade de Lisboa [12]. O processo de determinacao e medidas dos clusters foi
desenvolvido pelo ETH de Zurique.

Neste modelo temos N agentes que sao atraidos a formar ligacoes econdémicas entre
si e, em cada instante, uma nova ligacao é formada. Cada ligagao representa uma
troca de trabalho pelo que, ao agente i é contabilizada uma ligagdo de saida (o) e
ao agente j uma ligagao de entrada (7).

Cada agente vai contabilizar x; ligacoes de entrada e z, ligacoes de saida. E assumido
que nao é possivel que em cada agente a diferenca entre x,-x; possa divergir. As
diferenciacoes entre as ligacoes z; e x, sao feitas pelo sistema da mesma forma que
0 que acontece na economia real, os agentes econémicos no seu dia a dia, separam
as ligacoes de consumo das ligagoes de producao, embora em ambas as ligagoes se
facam trocas. Desta forma,

Lo — X4
Wth = s (31)

X

representa o limite de alvangagem abaixo do qual o sistema quebra as ligacoes x;
com o agente (pode-se fazer analogia a um default de um agente econémico). Neste
caso, como os x; de um agente sao os x, de outros agentes, uma nova contabilizacao é
feita nos primeiros vizinhos que, eventualmente, podem ficar abaixo de wy, e assim

LA Closer é uma empresa lider na investigacio de medidas de risco e de processos de suporte
decisao.
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sucessivamente até ao fim da reacgao em cadeia. O limite wy, é um pressuposto
semelhante ao limite que Merton usa nos seus modelos de risco, Merton (1974) [18].

As ligacoes entre os agentes nao sao feitas aleatoriamente mas seguem o modelo de
Barabasi-Albert anteriormente explicado. Assim, passado um periodo de formagao
da rede econémica, forma-se uma rede em que cada ligacao entre os nés tem um peso
diferente (entre dois nés podem existir mais que uma liga¢do) e tomando um peso
minimo como limite para se considerar que existe uma ligacao, o sistema que se esta
a formar é um sistema critico auto-organizado com formacao de clusters diferentes
no fim de cada reaccao em cadeia.

A razao pela qual se chama ao modelo uma economia simulada é porque o modelo
segue apenas os primeiros principios da economia, a escassez com tendéncia continua
para formar ligagoes, custo de oportunidade na existéncia do limite de alavancagem
e escolha do algoritmo de Barabasi-Albert. Note-se que este algoritmo usa ape-
nas um histograma de frequéncias relativas como aproximacao a probabilidade de
ligagao, o que se pode considerar matematicamente trivial. Por representarem as
medidas classicas de caracterizac¢do, as medidas analisadas foram: a) "o maior agre-
gado"representando o tamanho do maior agregado que se observa em cada instante
em que uma nova ligagao é formada, b) "a susceptibilidade do agregado"dada pelo
tamanho médio do cluster; c¢) "o namero de ligagdo dentro do n6"sendo o nimero
meédio de ligagoes que os nos atraem em cada instante; d) "o namero de ligagoes fora
do né"dado pelo nimero médio de ligagdes que os nos disponibilizam. Para cada
uma destas medidas tem-se uma série com 1.000.000 de observacoes em que cada
instante corresponde ao momento em que é feita uma troca.

3.2 Métodos de Andlise

O grande objectivo deste trabalho é verificar, para uma economia hipotética, se as
medidas dos clusters que representam a economia seguem um movimento Browniano.
Esta verificagao passa pela andlise destas medidas através de varios testes cujos
procedimentos e resultados serao apresentados nas seccoes seguintes depois de uma
breve descrigao do que ¢ um movimento Browniano e das suas propriedades.

3.2.1 Movimento Browniano

Para descrever matematicamente o movimento Browniano, é usado o conceito de pro-
cesso estocéstico By(w) (ver a defini¢ao rigorosa de processo estocéstico em Oksendal
(2008) [20]). O processo B(w) ¢ também conhecido como processo de Wiener, um
processo estocastico de tempo continuo, e é por isso que muitas vezes o movimento
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Browniano ¢ chamado também de processo de Wiener.

O movimento Browniano ou processo de Wiener é caracterizado por tés factos:

o B(]:O,
e B, tem trajectorias continuas quase certamente;

e B, tem incrementos independentes e estacionarios e o incremento B; — B, tem
distribui¢ao N(0;t-s)

O teorema do limite central funcional®? (FCLT, functional central limit theo-
rem), ou o principio da invarincia ou o teorema de Donsker, estabelece que um pro-
cesso de Wiener standard é o andlogo em tempo continuo de um passeio aleatério sem
deriva, tal como se refere em Lopes (2011) [22]. Para uma particula numa posigao
fixa e conhecida em ¢=0, o teorema diz-nos que depois de um grande niimero de
passos independentes no passeio aleatério, o passeio apresenta uma distribuicao de
acordo com a distribuigio normal com a varidncia ¢® = %£€?, onde t é o tempo
decorrido desde o inicio do passeio aleatério, € é o tamanho do passo e 0t é o tempo

decorrido entre dois passos sucessivos.

Como tal, este trabalho foca-se na verificagao, para os dados ficticios que servem de
base para este estudo, se as medidas dos clusters anteriormente apresentadas sao
passeios aleatorios que, por sua vez, convergem para movimentos Brownianos.

3.2.2 Testes realizados

Uma forma pratica de verificar se uma série é um passeio aleatoério é através dos
testes de Raizes Unitarias (RU). Existem vérios testes deste tipo mas nesta secgao
serd dado particular interesse aos mais populares, o teste Aumentado de Dickey e
Fuller (ADF) e o teste Philips Perron (PP). Estes dois testes estudam a existéncia
de raizes unitéarias, ou seja, a nao estacionariedade do processo sendo esta uma
propriedade de um passeio aleatoério.

Para que um processo estocastico {y;} seja estacionario devem ser satisfeitas as
seguintes condigoes, Lopes (2011) [22]:

1. E(y) = p < oo, Vi,

2. Var(y,) = o, < 00, V1,

3. Cov(Ys, Yyi—k) = Yk, Vt, k.

2A versao mais simples do teorema do limite central: se ¢, iid(0,0?) = X\}% —4 N(0,02).
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Ou seja, um processo é estacionario quando tem a média e a variancia finitas e
constantes ao longo do tempo e a co-variancia entre dois elementos desfasados do
processo s6 depende da distancia no tempo a que se encontram um do outro.

Para ilustrar as caracteristicas estatisticas associadas aos testes de raizes unitarias,
considere-se um modelo AR(1)? do tipo:

Yt = pYi—1 + €, (3.2)

onde p é um parametro a ser estimado e ¢; ¢ assumido como ruido branco.

Se |p| > 1, y; € uma série ndo estacionaria e a variancia de y; cresce com o tempo
e aproxima-se do infinito. Se |p| < 1, y; é uma série estacionaria. Assim sendo, as
hipoteses de estacionariedade podem ser avaliadas testando os casos em que o valor
absoluto de p é estritamente maior que um.

O teste de RU disponibilizado no Eviews, geralmente testa a hipétese nula Hy: p =1
contra a hipotese Hy: p < 1.

Teste Aumentado de Dickey-Fuller (ADF)
O teste ADF serve para testar a presenca de raizes unitarias nas variaveis em estudo,
Wooldridge (2005) [24].

Este teste apresenta como hipoteses:

e Hy: ¢ =0 (presenga de raiz unitaria);

L] HO : ¢ <0
e a respectiva equagao de teste é dada por:

p—1
Ay, = o + art + ¢yp—1 + Z ViAy_i + €4, (3.3)

i=1

(assumindo a existéncia de drift e tendéncia nos casos em que a variavel nao apre-
senta tendéncia oy ~ 0).

A respectiva estatistica de teste é dada por:

—_

gg _ ~
SE)

byt =

3 Auto-Regressivo de ordem um.
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onde ¢ é o estimador dos minimos quadrados, e SE (ngS) ¢ o estimador standard error.

Quando o teste ADF nao rejeita a hipotese nula Hy : ¢ = 0 , significa que existe
evidéncia estatistica de presenca de raizes unitarias na série testada e, sendo assim,
a série é nao estacionaria.

Teste Phillips-Perron (PP)

O teste PP consite num método alternativo (ndo paramétrico) para o controlo da
autocorrelacao quando se testa as raizes unitarias. Este teste baseia-se na estatistica:

~

g1z Tl = 0)(se(9)
Jo 2f§/2s

te = to(

: (3.5)

onde qAb ¢ o estimador, t, é o racio t, se(&) é o coeficiente standard error e s é
o standard error da regressao. O parametro 7, é o estimador consistente do erro
da variancia na equacao de Dickey-Fuller nao aumentada que é da forma Ay, =
ys—1 + € (calculado como (T —k)s*/T, onde k ¢ o nimero de regressores). Por fim,
o termo fy é um estimador do spectrum residual a frequéncia zero.

3.3 Resultados

Tal como foi referido, temos quatro varidaveis em estudo sendo elas o maior agregado,
a susceptibilidade do agregado, o nimero de ligagao dentro do né e o ntmero de
ligacoes fora do nd a quais serao aplicados varios testes de modo a verificar se estas
varidveis seguem um movimento Browniano.

Comeca-se a anélise com os testes de raiz unitaria ADF e PP, realizados no
software Eviews, que servem para verificar se uma série tem raizes unitarias, ou seja,
se é passeio aleatorio.

Através da analise dos graficos de cada série (A.2 e A.3), constatou-se que os mesmos
nao evidenciam presenca de tendéncia, pelo que, os testes ADF e PP serao realizados
tendo em conta este facto.

Apos a realizacao dos teste e anélise dos outputs dos mesmos ao nivel de cada variavel
em estudo, os resultados obtidos foram concentrados na tabela 3.1.

No caso destes testes, as regras de decisao passam pela anélise do p-value do teste,
em que nao se rejeita a hipétese nula para p > 0,05 e, contrariamente, rejeita-se a
hipotese nula para p < 0, 05.

25



Varidveis  |p-value ADF [t"” t p-valuepp [t t
0,000] -13,46466 1% -3,958042 0,000(-13,24847 1% -3,958042
Maior Agregado 5% -3,409806 5% -3,409806
10% -3,126605 10% -3,126605
susceptibilidade 0,000 -18,26281 1% -3,958042 0,000|-17,51609 1% -3,958042
5% -3,409806 5% -3,409806
dos Agregados 10% -3,126605 10% -3,126605
Namero de 0,000 -6,008441 1% -3,958042 0,000 -6,13597 1% -3,958042
ligagoes dentro 5% -3,409806 5% -3,409806
donod 10% -3,126605 10% -3,126605
Nimero de 0,000 -6,009462 1% -3,958042 0,000|-6,138599 1% -3,958042
ligagoes fora do 5% -3,409806 5% -3,409806
noé 10% -3,126605 10% -3,126605

a)

Varidveis  |p-value ADF |t"** t p-valuepp [t t
In(Maior 0,000( -13,48487 1% -3,958042 0,000(-13,26675 1% -3,958042
Agrogado) 5% -3,409806! 5% -3,409806
10% -3,126605 10% -3,126605
L 0,000| -17,33059 1% -3,958042 0,000|-16,62135 1% -3,958042

In(Susceptibilidad| o

e dos Agregados) 5% -3,409806 5% -3,409806
10% -3,126605 10% -3,126605
In(Namero de 0,000 -6,186144 1% -3,958042 0,000| -6,29346 1% -3,958042
ligagoes dentro 5% -3,409806 5% -3,409806
do ng) 10% -3,126605 10% -3,126605
In(NGmero de 0,000| -6,186536 1% -3,958042 0,000|-6,293844 1% -3,958042
ligagoes fora do 5% -3,409806 5% -3,409806
no) 10% -3,126605 10% -3,126605

Tabela 3.1: Resultados dos testes ADF e PP: a) para as séries observadas;

o logaritmo das séries.

b)
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Alternativamente & analise do p-value, é através da interpretacao das estatisticas de
teste que também é possivel tirar conclusoes quanto a rejeicao ou nao da hipotese
nula. Se a estatistica de teste para os niveis de significancia de 1%, 5% e 10%, t*, &
menor que o valor critico 4P| ndo se rejeita a hipotese nula, isto é, existe evidéncia
estatistica de presenca de raizes unitarias. No caso contréario, em que a estatistica
de teste para os niveis de significancia de 1%, 5% e 10%, t* ¢ maior que o valor
critico t4PF | rejeita-se a hipétese nula, isto ¢, existe evidéncia estatistica de nao
presenca de raiz unitaria nas séries testadas. As mesmas condigoes e interpretacoes

se aplicam ao teste PP.

No caso em estudo, para todas as variaveis, tanto o teste ADF como o teste PP

apresentam um p-value = 0,000 que é superior a 5% pelo que, ambos os testes
rejeitam a hipotese nula da presenca de raizes unitarias em todas as variaveis.

Quanto a interpretacao das estatisticas de teste, verifica-se que, para todas as var-
iaveis e em ambos os testes, o t* para cada nivel de significancia (1%, 5% e 10%) é
sempre inferior tanto ao t4PF como ao t7, pelo que é reforcada a decisdo de rejeitar
a hipotese nula de as séries serem passeios aleatorios e, sendo assim, nao podemos
tirar nenhuma conclusao acerca da presenca de movimento Browniano.

Para reforcar esta ideia, aplicaram-se estes testes ao logaritmo das variaveis em
estudo para verificar se as variaveis seguem um movimento Browniano Geométrico
e se a conclusao se mantém. Os resultados obtidos sao os que constam na tabela 3.1
(b) e pela analise dos mesmos tiram-se as mesmas conclusoes.

Pelo que, através da analise destes dois testes, a conclusao que se tira é que as quatro
variaveis em estudo nao sao passeios aleatorios.

De forma complementar, estimou-se ainda uma equacao auto-regressiva do tipo Y;
= ¢ + Oxar(1) onde Y; diz respeito a cada uma das quatro variaveis. Esta estimacao
é feita através do Método dos Minimos Quadrados, com o objectivo de verificar se
o coeficiente 6 é igual a unidade, novamente com recurso ao software Eviews.

Os resultados obtidos, tabela 3.2 a) e b), apontam para coeficientes muito proximos
de um e as raizes dos quatro modelos auto-regressivos estimados assumem um valor
unitario pelo que, conclui-se que estas quatro variaveis apresentam uma estrutura
muito proxima de a de um passeio aleatorio. Contudo, os teste ADF e PP realizados
nao corroboram esta conclusao.

Analisando agora as variaveis num outro prisma, com enfoque no estudo de uma
propriedade essencial do Movimento Browniano que é a sua distribuicao.

Como o movimento Browniano tem uma distribuicao Normal, as séries em estudo
deverao ter uma distribuigao Normal para seguir este tipo de movimento. Do mesmo
modo, como o movimento Browniano Geométrico tem uma distribui¢ao logNormal,
para uma série seguir este movimento, o seu logaritmo devera ter uma distribuicao
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Coeficiente do ar(1) Inverted AR Roots
Maior Agregado 0,999624 1,00
Susceptibilidade dos agregados 0,999305 1,00
Numero de ligagoes dentro do n6 0,999946 1,00
Numero de ligagdes fora do né 0,999946 1,00

a)

Coeficiente do ar(1) Inverted AR Roots
In(Maior Agregado) 0,999623 1,00
In(Susceptibilidade dos agregados) 0,999373 1,00
In(NGm. de ligagbes dentro do nd) 0,999944 1,00
In(Ndm. de ligagbes fora do n6) 0,999944 1,00

b)

Tabela 3.2: Coeficiente da Componente Autoregressiva: a) para as séries observadas;

b) para o logaritmo das séries.

normal.

Ao analisar os histogramas das séries dos logaritmos das variaveis em estudo (figura
A4 a)e b)), observa-se que, embora as distribuigoes estejam muito proximas de uma
distribuicao normal apresentando uma skewness e kurtosis muito proximos de zero
e trés respectivamente, em todos os casos o teste da normalidade de Jarque-Bera é

rejeitado com um p-values=0,00.

Apos todas estas analises aqui apresentadas, a conclusao que se tira é unanime: nao
existe evidéncia estatistica de que as séries sejam passeios aleatorios, pelo que, com
base neste testes, exclui-se a possibilidade de as séries em estudo serem movimentos

Brownianos.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Sendo o principal objectivo deste trabalho verificar se as medidas dos clusters de
uma economia ficticia seguem um movimento Browniano, para ser possivel assim
aplicar os modelos financeiros a estas medidas, aplicado o estudo a esta economia
ficticia, a conclusao a tirar é que as medidas dos clusters, por nao seguirem um
movimento Browniano, nao trazem uma previsibilidade acrescida.

Ao serem realizados varios testes para verificar se as medidas em estudo tém as mes-
mas propriedades que um movimento Browniano, demonstrou-se que todos os testes
devolvem uma resposta negativa e que estas medidas nao seguem um movimento
Browniano.

Apesar de os resultados serem negativos, este estudo tem uma grande importancia
para Closer proporcionando a possibilidade de estudar caminhos alternativos.

Para além das quatro medidas estudadas, existem outras medidas que nao foram
estudadas no ambito deste trabalho mas que tém bastante interesse. Sera o caso do
expoente da rede v da expressao P(k) o< k=7 que poderé ficar como investigagao
futura.

Uma grande limitacao deste estudo sao os dados que estao na base do mesmo. Por
serem dados de uma economia ficticia, dados estes que foram desenvolvidos com base
nas teorias apresentadas, podem ter caracteristicas substancialmente diferentes dos
dados econoémicos reais. Sendo dados ficticios, qualquer que fosse o resultado, este
estudo deveria posteriormente ser aplicado a dados reais para ser possivel tirar con-
clusoes mais fiaveis. Como investigacao futura propoe-se precisamente a aplicagao
deste estudo a dados reais para se verificar se os mesmos resultados sao obtidos ou
se é possivel analisar as medidas dos clusters em vez de analisar as séries financeiras,
nao sendo previsivel que dados reais passiveis de anélise neste ambito possam vir a
ser recolhidos a curto prazo.
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Figura A.1: As filas de dominos: Exemplo da criticalidade, [9].
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Figura A.2: Grafico das séries Susceptibilidade dos Agregados e Maior Agregado.
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Figura A.3: Grafico das séries: N° ligacoes dentro e fora do noé.
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Figura A.4: Distribuigao:

Senes: Infig. dentro do n)

Sample 1 1000000
Obsenvations 965000
Mean 0602991
Median 0603950
Maximum 0952688
Minimum 0299608
Std. Dev. 0091572
Skewness 0.097807
Kurtosis 3177823
Jarque-Bera 2810005
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b)

Series: In(lig. fora do nd)
Sample 1 1000000
Observations 965000
Mean 0.602170
Median 0.603222
Maximum 0952171
Minimum 0.299364
Std. Dev. 0.091515
Skewness 0.096823
Kurtosis 3ATT0NG
Jarque-Bera 2767 686
Probabilty  0.000000

a) das séries observadas; b) do logaritmo das séries.
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