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MODELOS DE OTIMIZACAO PARA A GESTAO DE ATIVOS E PASSIVOS NOS

FUNDOS DE PENSOES

RicArRDO BRITO MELO

ORIENTADOR: ONOFRE ALVES SIMOES

MESTRADO EM: DECISAO ECONOMICA E EMPRESARIAL

REsumo

No futuro teme-se que as pensdes de reforma por velhice possam estar subfinanciadas,
devido ao envelhecimento da populagdo e também ao inicio tardio da vida laboral. E
possivel que, para tentar contornar esta situacdo, seja necessario um aumento
significativo no nivel das contribuicdes feitas pelos empregadores e empregados. Uma
forma de procurar minimizar esse aumento € o recurso a modelos de otimizacdo, que
serdo aplicados precisamente a gestdo dos ativos e passivos associados a fundos e

planos de pensdes.

Este trabalho, que é essencialmente um estudo teorico, esta dividido em duas partes. Na
primeira, apresentam-se 0s aspetos essenciais dos planos e fundos de pensfes e também
os conceitos fundamentais na gestdo de ativos e passivos (Assets and Liabilities
Management - ALM), pois ndo sdo temas tratados na parte curricular do mestrado, nem
na licenciatura. Na segunda, depois de uma analise bastante exaustiva da volumosa
literatura existente sobre o tema, apresentam-se oito trabalhos que foram selecionados
atendendo ao propdsito de procurar dar a conhecer, tanto quanto as restricbes de
dimensdo do texto o possibilitam, as diferentes abordagens para a resolucdo do
importante problema em causa.

PALAVRAS-CHAVE: PLANOS E FuNDOS DE PENSOES, ALM, MODELOS DE
OTiMIZACAO, PDE.



OPTIMIZATION MODELS FOR THE MANAGEMENT OF ASSETS AND LIABILITIES

IN PENSION FUNDS

RicArRDO BRITO MELO
SUPERVISOR: ONOFRE ALVES SIMOES

MASTER IN: ECONOMIC AND BUSINESS DECISION

ABSTRACT

Retirement pensions may be at risk in a future not so far, because of aged populations
and late start of working life. This means that an increase of contributions by the
sponsors, employers and employees, may be required. Another way to mitigate the risk
of this happening is to apply optimization models in the management of the assets and

liabilities for pension funds and pension plans.

This document is essentially a theoretical text, in two parts. The first part presents the
main features about pension funds and pension plans and fundamental concepts
regarding assets and liabilities management (ALM), because these are ‘new’ topics, in
the sense that there is no course in the Masters program (or in the Bachelors program) in
which they are covered. The second part gives the possible review of the existing
extensive literature; a particular detail is given to eight contributions that give very

interesting different approaches to solve the ALM problem for pension funds.

KEYWORDS: PENSION PLANS AND PENSION FUNDS, ALM, OPTIMISATION MODELS,
SDP.
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1. Introducéo

O tema desta dissertacdo surgiu do desejo de tentar aplicar os conhecimentos adquiridos
na parte curricular do mestrado a um problema decorrente da atividade profissional do
autor, exercida no centro de servicos, de calculo de responsabilidades, de uma
consultora. O problema tratado consiste na otimizagdo da gestdo de ativos e passivos de
fundos de pensdes, com a finalidade de maximizar o beneficio ou de minimizar as
contribuicdes. Esta questdo torna-se cada vez mais atual, devido as dificuldades
crescentes sentidas pela Seguranca Social e que se prendem sobretudo com fatores
demogréaficos, o que tendencialmente fard aumentar o peso dos planos privados no
financiamento da reforma.

Como se 1€ em Garcia e Simbes (2010), os fundos de pensdes constituem um
patrimonio autonomo destinado a concretizagdo e realizacdo de um ou mais planos de
pensdes e de planos de beneficios diferidos associados, como a saude. Isto significa que
os fundos de pensdes sdo instituidos para conceder beneficios e é essencial que tenham
a solidez para que isso aconteca, 0 que obriga a dispor de um suporte técnico e atuarial
efetivo e de um adequado enquadramento legal e fiscal. A estes requisitos esta inerente
uma otimizada gestao de ativos e passivos.

Numa primeira fase do trabalho, o objetivo era escolher um modelo de gestdo de ativos
e passivos (Assets and Liabilities Management - ALM) que parecesse mais adequado,
entre 0s existentes na literatura, passando-se depois a desenvolver uma aplicagdo
pratica, numa tentativa de conciliar teoria e pratica. O modelo foi escolhido, mas a
impossibilidade de obter dados reais, devido aos varios acordos de confidencialidade,
acabou por interditar esta via e a ideia de concretizar um contributo académico, na
otimizacdo da gestdo de ativos e passivos de um fundo de pensdes particular, teve que
ser abandonada.

Restou entdo a abordagem que aqui se apresenta: aprofundar a revisao bibliogréfica
anterior e apresentar como que o current state-of-the-art no tratamento do tema. Depois
de uma primeira triagem com 19 trabalhos (Consigli e Dempster (1998), Dutta, Kapur e
Orszag (2000), Boender (2006), Cairns, Blake e Dowd (2006), Hilli, Koivu, Pennanen e
Ranne (2007), Josa-Fombellida e Rincén-Zapatero (2006, 2008, 2010), Geyer e Ziemba
(2008), Dupacova e Polivka (2009), lyengar e Ka Chun Ma (2010), Lim e Wong
(2010), Hana e Hung (2012), Li e Li (2012), Yu, Huang, Chen e Lin (2012), Gulpinar e
Pachamanova (2013), Aouni, Colapinto e La Torre (2014), Guan e Liang (2014),



Homem-de-Mello e Bayraksan (2014)), escolheram-se oito modelos que se afiguram
como 0s mais representativos daquilo que os diferentes autores tém oferecido ao longo
do tempo sobre o assunto.

Esta opcdo acabou por se revelar muito enriquecedora, pois o leque de alternativas €
muito variado na forma de tratamento do problema e, ao mesmo tempo, vai de encontro
as conclusdes a que os diversos contributos chegam.

O texto esta dividido em quatro capitulos: introducdo, um capitulo sobre conceitos
fundamentais (Capitulo 2), os modelos selecionados para apresentacao (Capitulo 3) e as
conclusdes (Capitulo 4). O Capitulo 2, por sua vez, divide-se em duas grandes seccdes:
na primeira, descreve-se brevemente a importancia dos fundos de pensoes, ilustrando os
diferentes tipos de planos e os métodos de custo e de financiamento; a segunda contém
nogOes basicas de ALM e a sua relevancia extrema no dominio dos fundos de pensdes.
O Capitulo 3 também se encontra dividido em duas sec¢fes: na primeira Sao
sucessivamente introduzidos quatro modelos que recorrem a programacao dinamica; na
segunda, incluem-se quatro modelos que usam outras metodologias®.

Naturalmente, o texto ndo pode deixar de refletir as diferencas formais que os trabalhos
originais evidenciam, o que de algum modo lhe pode tirar unidade, mas este & um risco
inevitdvel num trabalho com estas caracteristicas. Apesar disso, espera-se que O
resultado obtido possa servir como ‘guia’ sobre o conhecimento do trindémio Modelos
de Otimizacdo, ALM e Fundos de Pensoes.

Uma revisdo da bibliografia existente é necessariamente incompleta, uma vez que o
espaco € bastante limitado. Tal limitacdo impediu por vezes uma analise mais profunda
das diferentes formulagdes, nomeadamente, a discussdo em torno dos parametros
escolhidos em cada caso. No entanto, confia-se que este contributo seja til na forma
como relaciona assuntos tédo variados como otimizacdo, fundos de pensées, gestdo de
ativos e passivos, mercados financeiros, programacdo dindmica e estocastica e
programacgdo ndo dindmica. Espera-se também que seja uma rampa para trabalhos
futuros, onde se alie o célculo atuarial em fundos de pensdes a matematica financeira e a

otimizacgdo da gestéo.

! A teoria béasica e exemplos de aplicagdes da programacéo dinamica e estocéstica, que é a metodologia
mais natural na resolucdo do problema, podem ver-se em Ross (1983).



2. Planos e Fundos de Pensdes e Gestdao de Ativos e

Passivos

2.1 Planos e fundos de pensoes
2.1.1 Nogdes basicas

As nocdes basicas sobre planos e fundos de pensdes podem encontrar-se, por exemplo,
em Brown e Schieber (2005) ou Garcia e Simdes (2010). Nesta subsec¢do faz-se apenas
uma sintese breve dos aspetos essenciais.
Planos de pensdes sdo programas (conjuntos de regras) com a finalidade de estabelecer
as condicBes necessarias a constituicdo do direito ao recebimento de uma pensdo. A
pensdo pode ser recebida a titulo de reforma por velhice, reforma antecipada, pré-
reforma, reforma por invalidez ou ainda por sobrevivéncia.
Os planos de pensbGes sdo vantajosos para as empresas (permitem aumentos na
produtividade, atraem e retém pessoas chave, obtém incentivos fiscais) e para 0s
trabalhadores (a incerteza relativamente a Seguranca Social aumenta e a necessidade de
ser o setor privado a providenciar rendimentos na reforma é cada vez mais evidente).
Podem ser contributivos, se o trabalhador financia o plano conjuntamente com a
empresa, ou ndo contributivos, se essa reparticio das responsabilidades de
financiamento ndo acontece.
Existem essencialmente dois tipos de planos de pensdes: os planos de beneficio definido
(BD — ver 2.1.2) e os planos de contribuicdo definida (CD — ver 2.1.3). Ha ainda planos
hibridos, mais recentes, que conjugam os dois tipos anteriores. Encontram-se sobretudo
no RU e nos EUA (ver Hill T, Pang G, Warshawsky M (2010)).
Um fundo de pensdes é uma entidade auténoma, que recebe as contribui¢des periddicas
previstas no plano, e vai constituindo um patrimoénio que € utilizado exclusivamente
para financiamento das pensdes naquele previstas. Os fundos de pensbGes sdo um
poderoso instrumento financeiro e, em principio, 0 modo mais seguro de financiar um
plano de pensbes. O comportamento dos investimentos dos fundos é da maior
importancia para o controlo dos riscos e para a seguran¢a dos beneficios, razdo pela
qual a politica de investimentos deve ser estabelecida e controlada pelos principais
interessados.
Os intervenientes num fundo de pensBes sdo as entidades gestoras (seguradoras que
exploram o ramo vida e sociedades gestoras de fundos de pensdes), 0s associados

(pessoas coletivas que contribuem para o fundo), os participantes (pessoas singulares,



em funcdo das quais se definem os direitos subjacentes ao plano), os beneficiarios
(pessoas que tém o direito a receber as pensdes), o depositario (instituicdo de crédito
onde se deposita o fundo) e a Autoridade de Supervisdo de Seguros e Fundos de
PensGes (ASF, antigo ISP — Instituto de Seguros de Portugal).

Os fundos de pensbes podem ser fechados ou abertos. Os fundos de pensdes fechados
sdo constituidos por iniciativa de qualquer empresa, associacdo ou grupo de empresas.
A adesdo a este tipo de fundos obriga a um vinculo laboral ou social entre os
participantes, sendo necessaria a concordancia destes para a inclusdo de qualquer novo
associado. A constituicdo dos fundos de pensGes abertos é feita por iniciativa de
qualquer entidade autorizada a geri-los. A adesdo coletiva e individual faz-se sem
exigéncias de ligacdo entre os aderentes, dependendo unicamente da aceitacdo por parte
da entidade gestora. O seu patrimonio é dividido em unidades de participacdo e
consideram-se constituidos no dia da entrega da primeira contribuicéo, efetuada nos

termos do respetivo regulamento de gestao.

2.1.2 Planos de beneficio definido
Nos planos BD o beneficio que sera atribuido ao trabalhador na reforma esta pré-
definido, sendo calculado de acordo com uma férmula. Esta pode variar, mas tem
normalmente em conta trés fatores essenciais: o salario, a idade e os anos de servico.
Os planos BD dizem-se independentes quando os beneficios garantidos ndo dependem
da pensdo da Seguranca Social, complementares integrados, quando sdo um
complemento a pensdo da Seguranca Social, ou complementares ndo integrados,
quando o beneficio total tem um limite que integra a pensdo da Seguranga Social.
Os trabalhadores conhecem o beneficio e ndo estdo expostos ao risco de investimento,
mas pode haver dificuldade na portabilidade dos beneficios. Quanto as empresas, existe
incerteza em relagdo ao custo do plano, a exposicdo ao risco de investimento, a
exigéncia de um nivel de financiamento e a necessidade de avaliagdes atuariais
periddicas.

2.1.2.1 Fatores de custo atuarial

E essencial que os responsaveis pela politica de investimentos atendam a relagdo entre
as responsabilidades do plano e os ativos a este afetos, bem como ao impacto que 0s
resultados dos investimentos tém sobre as contribui¢cdes a fazer. Para definir a politica

de financiamento, tem assim que se fazer a chamada ‘avaliacdo atuarial’.



A avaliacdo atuarial tem varios objetivos: estimar o custo a longo prazo do plano de
pensdes; indicar as contribuicdes necessarias para o fundo, dado o conjunto de
beneficios; preparar relatorios atuariais; calcular a responsabilidade para com os
membros que mudam de plano.
Regra geral, a populacdo de um plano é constituida por quatro grupos: ativos, Ex ativos,
reformados e beneficiarios. As caracteristicas que afetam o custo sdo o nimero de
participantes, género, idade atual, anos de servico e idade de entrada no plano. E crucial
saber se a populacdo esta a crescer, diminuir ou constante, através dos decrementos de
saida, invalidez, reforma e morte. Os atuais acréscimos na longevidade, bem como a
distribuicdo salarial s&o outros aspetos fundamentais.
Um importante passo da avaliacdo € a determinacdo do valor esperado atualizado (valor
atuarial) dos beneficios acumulados ou projetados para cada tipo de beneficio e para
cada pessoa. As bases usadas sdo demograficas, relacionadas com a populacdo, e
economicas, relacionadas com as taxas de retorno, salario e inflagio. E ainda necessario
ter em consideracdo as despesas associadas aos planos de pensdes (de desenvolvimento,
administrativas e com 0s pagamentos).

2.1.2.2 Métodos de custo atuarial
Contribuicdo Normal é o valor do custo, atuarialmente calculado para cada ano, para
responder as responsabilidades do fundo, através de um método de financiamento.
Responsabilidade Atuarial € o valor (atuarial) das despesas futuras com os beneficios do
plano. Depende do método de avaliagdo, do financiamento e dos pardmetros usados.
Ganhos e Perdas Atuariais acontecem frequentemente, visto que as responsabilidades
variam se existirem alteragbes na populacdo, salarios, beneficios ou pressupostos
atuariais. As previsdes dos valores das contribuicdes e das responsabilidades
normalmente ndo se concretizam e é necessario identificar a causa dos possiveis ganhos
e perdas atuariais.

2.1.2.3 Meétodos de financiamento em planos de beneficio definido
Os métodos de financiamento tém como objetivo formar provisées suficientes para que
o fundo possa cumprir o plano estabelecido no tempo previsto e sem contribuicdes
extraordinarias. Ha varios métodos para avaliar as responsabilidades: Unit Credit
projectado, ndo projectado e corrigido, Aggregate cost method, Entry Age e Attained

Age, entre outros.



— Unit Credit projetado, ndo projetado e corrigido
Calcula as contribuicfes considerando a divisdo do valor da responsabilidade com a
pensdo em tantas partes quantos os anos de servico. Se o beneficio final pode ser
estimado, poder-se-a obter a unidade de pensdo em cada ano de servico, de modo que
toda a pensdo seja assegurada quando chegar a reforma. Assim, no Unit Credit
projetado, em cada ano é financiada uma parte da pensdo a adquirir, tendo como base a
projecdo salarial para a idade normal de reforma. E o método consagrado na atual
legislagdo para calculo das contribuigdes.
Na variante ndo projetado, o0 método ndo tem em consideracdo possiveis crescimentos
salariais. Na versdo ndo projetado corrigido prevé-se a entrega ao fundo dos montantes
necessarios, sempre que se verifiguem aumentos salariais; ndo ha uma projecéo anterior,
mas h& um acerto posterior, quando necessario.

— Aggregate cost method
Agrega as responsabilidades, ndo permitindo a separagdo entre as atribuiveis a servicos
passados e as atribuiveis a servigos futuros. Tem por objetivo a fixacdo de uma
contribuicdo regular, por vezes uma percentagem fixa da massa salarial. A contribuicdo
resulta do quociente entre o valor atuarial total das responsabilidades para a populagéo
ao abrigo do plano e o valor atuarial da massa salarial futura correspondente. Permanece
constante se ndo houver variacGes populacionais e todos os valores considerados,
beneficios ou salarios, forem projetados para a data normal de reforma.

— Entry Age
Neste método a contribui¢do normal é a correspondente a contribuicdo nivelada de um
participante recém-entrado no plano. Assim, a contribui¢cdo aumenta com o aumento da
idade de admissdo. A contribuicdo necessaria para o financiamento do plano é expressa
em percentagem do salario, aplicando-se a toda a massa salarial da populacdo. A
contribuicdo normal pode, por considerar uma idade média de entrada, ser insuficiente
para cobrir o custo dos beneficios futuros.

— Attained Age
E uma unido entre o Unit Credit projetado e o Aggregate cost. Os custos totais dos
beneficios sdo separados em servigcos passados e futuros. A contribuicdo obtém-se
nivelando os custos atuariais relativos ao servigo futuro dos atuais participantes ativos.
O fundo normal é igual ao do Unit Credit projetado, correspondendo a responsabilidade

por servicos passados dos participantes. Ndo tem em consideracdo novas entradas para o



plano, pelo que, se as houver, a contribuicdo terd de ser ajustada. Como a idade das
novas entradas tende a diminuir, a taxa de contribuicdo requerida pode diminuir. A
vantagem do metodo estd no conhecimento do encargo médio futuro, expresso em
percentagem dos salarios, caso se verifiqguem as hipéteses atuariais assumidas.
Naturalmente, a opcdo por um particular método vai ter grande influéncia no nivel de
financiamento requerido e no valor das contribuicdes normais que serdo necessarias,
aspetos muito importantes quando se considera o lado do passivo num estudo de ALM.
2.1.2.4 Previsoes

A dinamica dos planos de pensdes e as caracteristicas de longo prazo dos varios
métodos de custo atuarial podem ser simuladas em sucessivas geracdes de participantes,
com apropriados pressupostos sobre experiéncias futuras. Tais simulagbes do plano
atuarial podem dar ao associado informacfes preciosas sobre o potencial do custo
normal, responsabilidade atuarial, fluxos de caixa e acumulacéo de ativos, em diferentes
cenarios. Também pode indicar as futuras consequéncias financeiras de qualquer
mudanca no plano. Os associados de grandes planos de pensdes tém interesse em fazer
previsdes do custo das pensdes e dos fluxos de caixa, mas a dificuldade em prever a

muito longo prazo torna os resultados imprecisos.

2.1.3 Planos de contribuicdo definida

Nos planos CD é a contribuicdo que estd pré-definida, sendo normalmente uma
percentagem do salario pensionavel. Cada trabalhador tem uma conta individual, onde
sdo creditadas as contribuicdes e os rendimentos gerados pelos ativos afetos ao plano,
sendo informado regularmente sobre o saldo. Na data da reforma, os valores
acumulados nas contas individuais sdo usados para a aquisicdo de uma renda. A pensao
a receber depende assim ndo s6 do valor que se acumulou durante o periodo ativo, mas
também das condigdes existentes a nivel do mercado das anuidades na data da reforma.

Do ponto de vista da empresa, a grande vantagem é a reduzida volatilidade dos custos,
que igualam as contribuicdes efetuadas, e estas sdo pré-definidas. Para os trabalhadores,
é a existéncia de direitos adquiridos e portabilidade, mas o risco do investimento fica do
seu lado. Estes planos ndo garantem um valor do beneficio, que depende dos montantes
e timing das contribuigdes entregues e dos rendimentos gerados pelas aplicacbes
financeiras. O participante tem pouco controlo sobre o desempenho do fundo e o nivel

de risco envolvido. Consequentemente, e contrastando com os planos BD, a



percentagem de beneficio que se pretende alcancar € um objetivo que pode nao ser

alcancado.

2.2 Gestdo de ativos e passivos
2.2.1 Nocdes basicas

O tdpico da gestdo de ativos e passivos (em Inglés, Assets and Liabilities Management-
ALM) pode encontrar-se, por exemplo, em Zenios SA, Ziemba WT (2006 e 2007) e em
Society of Actuaries (2003). Segue-se um resumo breve dos principais aspetos.

ALM é a pratica de gestdo onde as decisdes sdo tomadas levando em linha de conta a
coordenacdo entre ativos e passivos. Pode assim ser definida como um processo
continuo de definicao, implementacdo, monitorizacao e revisao das estratégias relativas
a ativos e passivos, para se alcancarem os objetivos estabelecidos. E particularmente
importante na gestdo de bancos, seguros de saude e de vida e no contexto dos planos e
fundos de pensdes. Inicialmente orientada para o risco de taxa de juro, abarca agora
muitos outros tipos de risco, nomeadamente, os riscos de liquidez, cambial e soberano.
O primeiro passo do método tradicional de ALM ¢é o levantamento da estrutura e
dimens&o das responsabilidades (e sua exigibilidade) e das principais classes de ativos a
considerar. O segundo passo, iterativo, € a definicdo da afetacdo estratégica, ou seja,
estabelecer um limite para cada tipo de ativo, no sentido da otimizacdo desejada.
Define-se uma estratégia inicial, que se monitoriza ao longo do tempo, por forma a
otimizar os objetivos em termos de retornos, seguranca e liquidez, mantendo ao mesmo

tempo o risco em niveis aceitaveis.

2.2.2 Acarteira

A principal responsabilidade de um gestor de carteira é calcular os valores das
aplicacdes nos diferentes ativos, olhando os retornos e os riscos, mas o gestor de um
fundo de pensdes nédo se pode limitar a tentar maximizar a carteira de ativos, usando por
exemplo a técnica tradicional da fronteira eficiente: deve procurar fazer o matching
entre o encaixe financeiro dos juros, dos dividendos, das transacdes de ativos e 0s
pagamentos das responsabilidades assumidas, num prazo que as vezes € muito longo.

Aos associados de um fundo de pensdes de beneficio definido interessa que 0s retornos
e as contribuicbes tenham pouca volatilidade. Aos beneficiarios e autoridades de

controlo interessa que o fundo tenha ativos suficientes para respeitar 0s compromissos.



Muitas organizacOes estabelecem contas de ativos e passivos e fazem corresponder
grupos de ativos a especificos grupos de passivos. A gestdo ALM deve seguir certos
principios metodologicos:

— ldentificar todos os riscos envolvidos, medir o impacto que provocam nas carteiras
e geri-los, antes ou a posteriori, com eficiéncia.

— Estar organizada de modo a vigorar uma politica de prevencdo, detecdo e
tratamento eficaz de riscos, com procedimentos e responsabilidades atribuidas a
todos os niveis da hierarquia.

— Assegurar que os sistemas de controlo e os capitais envolvidos se ajustam a

natureza e a complexidade dos riscos.

2.2.3 ALM em planos e fundos de pensdes

Como os planos e fundos de pensdes estdo sujeitos a um conjunto vasto de normas
legais vindas da ASF?, para se obter uma ALM otimizada ha sempre a necessidade de
conciliar diferentes objetivos e restricdes. Um associado preocupado com as
consequéncias de eventuais perdas nos investimentos terd um modelo de ALM diferente
de um outro que se preocupe sobretudo com o aumento das responsabilidades. E
importante identificar o risco mais significativo para cada organizacao.

Em planos de contribuicao definida interessa aos participantes o que vao receber a idade
de reforma, em troca das contribuicBes entregues ao fundo. Tais contribuigdes sdo uma
percentagem do salario e antes da reforma nio se sabe qual a taxa de substituicio. E
uma variavel aleatéria, funcdo das contribuicdes, do aumento salarial, dos retornos dos
ativos e do custo de vida, elementos que constam dos modelos usados em ALM. A
aplicagdo destes modelos aos fundos de pensdes ajuda 0 associado a estabelecer a
politica de selecdo de ativos, de modo a aumentar o valor do fundo no longo prazo com
0s retornos obtidos e procurando controlar os riscos de curto e longo prazo.

A concluir, uma referéncia as simulacdes de Monte Carlo, de que a ALM em fundos de
pensdes se socorre amiude, sendo variaveis chave a inflacdo, o crescimento salarial, as
taxas de juros, as yields de obrigacdes de longo prazo e o retorno de investimentos para
toda a classe de ativos. Os modelos devem incluir dindmicas de longo prazo das
variaveis econémicas e dos mercados de capital: correlacdo entre variaveis, reversao a

média, padrdes de correlagdo e volatilidade (ver Korn, Korn e Kroisandt (2010)).

2 ver http://www.asf.com.pt/NR/exeres/8861CD79-800C-4A2A-802B-32774623CF16.htm.



http://www.asf.com.pt/NR/exeres/8861CD79-800C-4A2A-802B-32774623CF16.htm

3. Os Modelos de Otimizacdo — Selecédo e Revisdo

3.1 Modelos de Programacdo Dinamica
A vasta literatura sobre a otimizacdo da gestdo dos fundos de pensdes, citada ao longo
do capitulo, evidencia que a natureza do problema conduz naturalmente ao recurso a
programacgdo dinamica (PD), nomeadamente a programacdo dinamica estocastica
(PDE), pelo que um grande nimero de trabalhos faz uso desta ferramenta para a sua
resolucdo. Optou-se assim por se lhes dar relevo neste survey, comegando-se por uma

breve explicacdo do essencial da PD e da PDE.

3.1.1 Programacdo dindmica e programacao dindmica estocastica

Nos paragrafos que se seguem, acompanha-se mais de perto Ross (1983), mas também,
por exemplo, Cooper e Cooper (1981) e Taha HA (2011), sendo estes referéncias uteis.
A PD é uma técnica matematica de enumeracdo usada para resolver problemas
complexos, em que € necessario tomar decisfes sequenciais que ndo sdo independentes
umas das outras, pois encontram-se interrelacionadas. Num esfor¢o de simplificagdo,
pode dizer-se que permite desenvolver um processo recursivo que possibilita a
determinacdo de uma solucdo otimizada por enumeracdo explicita de um namero de
solucgdes (relativamente) reduzido.

Aparentemente, a PD pode ser aplicada a problemas com muito poucas semelhancas,
mas a realidade é que todos compartilham as seguintes caracteristicas: (1) podem ser
subdivididos em etapas, devendo ser tomada uma decisdo em cada uma delas; (2) no
inicio de cada etapa, o sistema subjacente ao problema pode estar num certo niUmero ou
infinito de estados possiveis; (3) a decisdo tomada em cada etapa conduz o sistema a um
dos estados possiveis na etapa seguinte; (4) o processo de solugdo consiste em
determinar uma politica étima para o problema global, o que passa por encontrar a
decisdo Gtima em cada etapa, dado o respetivo estado do sistema; (5) para um qualquer
estado do sistema, a politica 6tima nas fases seguintes é independente das decisbes
tomadas nas etapas anteriores, de acordo com o chamado principio de otimalidade de
Bellman (a decisdo Otima depende apenas do estado corrente e ndo de como este foi
alcancado, Bellman (1952)); (6) é possivel definir uma férmula de recorréncia que
identifica a politica 6tima numa determinada fase, dada a politica 6tima na fase seguinte

(normalmente, o processo de resolucao € regressivo — backwards).
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Relativamente a este Ultimo aspeto, se N é o nimero de etapas, n é a etapa corrente
(n=1,2,..,N), s, € 0 estado corrente na etapa n, x, é a variavel de decisdo na etapa
n, x;, € o valor 6timo de x,, dado o estado s,, e f,,(s,, x;,) € a contribuicdo das fases
> n para a funcgdo objetivo (admitindo que na etapa n o sistema se encontra no estado
sy, € tomada a decisdo x,, e se segue a politica 6tima nas etapas seguintes), a formula de
recorréncia vem

fn* (Sn) = fn (Sn' X;;) = w (mln){fn (SnJ xn)}-

E uma formula de recorréncia porque f,(s,, x,) € escrita a partir de £, (sp41) ©
também da contribuicdo de x,, para a funcgao objetivo.

Nos problemas de PDE, o contributo do periodo corrente para a fungdo objetivo ou o
estado na etapa seguinte ndo sdo conhecidos com certeza, ou Seja, S0 variaveis
aleatdrias, com uma determinada distribuicao de probabilidade.

De seguida, introduzem-se entdo os quatro modelos selecionados (por parecerem mais

significativos, tendo em conta o fim deste trabalho).

3.1.2 Modelo multiperiodo para otimizagdo do portfolio num quadro de ALM com
controlo da insolvéncia — Li e Li (2012)

Este estudo trata o problema complexo de otimizacdo de um portfélio de ativos ao
longo do tempo, no quadro mais alargado da gestdo de ativos e passivos, e de modo a
controlar a probabilidade de insolvéncia no horizonte considerado, situacdo tipica em
muitos fundos de pens@es. Constitui assim um contributo de contornos muito amplos.
O problema é formalizado como um modelo de média-variancia, segundo o classico
binbmio de Markowitz (1952) para a selecdao de portfélios (ver também Elton, Gruber,
Bown and Goetzmann (2010)), incluindo ainda o controlo de insolvéncia periodo a
periodo. Li e Li (2012) recorrem aos multiplicadores de Lagrange, ver Bazaraa e Shetty
(1979), e a PD para a sua resolucao.
Admita-se que em t = 0 0 fundo tem disponibilidades x, e responsabilidades de valor
lo- No mercado existem dois ativos com risco, um dos quais pode tender a ativo sem
risco. O gestor deve decidir sobre como repartir x, entre os dois ativos emt =0, e
como reajustar essa primeira afetacdo no inicio de cada um dos periodos seguintes, até
se atingir o momento final da analise, t = T. Para orientar a determinacdo dessa
estratégia dindmica de selecdo do portfolio tem por objetivo maximizar uma funcdo que

depende da média e da variancia do valor do fundo em t = T, bem como da sua aversdo
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ao risco. As restricdes resultam da necessidade de respeitar simultaneamente as
dindmicas do valor do fundo e do valor das responsabilidades, ao longo do tempo.
Adicionalmente, os autores introduzem um controlo de insolvéncia, que consiste em
atuar sobre a probabilidade de o valor do fundo no fim de cada um dos T periodos ser
inferior ao que designam por ‘barreira do desastre’. As ‘barreiras do desastre’ sdo
previamente estabelecidas e o parametro que controla a probabilidade de insolvéncia
também.

Notacao:

0, 7, q.:taxas de retorno dos trés instrumentos (ativo 1, ativo 2 e responsabilidades)
no periodo t + 1, que decorre entre os momentostet +1,t =0,1,..T — 1

x;: valor disponivel para aplicacdo nos dois ativos no momento t

l.: valor das responsabilidades no momento t (supostas exdgenas, ndo dependem do
portfélio)

s; = x; — l;: valor do fundo no momento ¢, depois de liquidadas s responsabilidades
(surplus)

w > 0: fator de aversdo ao risco do gestor do fundo

b;: ‘barreira do desastre’ no momento t

a; € (0,1): fator de controlo do risco de faléncia no momento t

u = {ug, ..., up_4}: estratégia do portfélio dinamico (u, € o0 montante investido no ativo
2 no momento t); sdo as variaveis de decisdo

Formalmente, tem-se o seguinte modelo média-variancia generalizado, GMV (w7, a):

(max E[sy] —w;Var(sy)

I sujeito a: Var(s,) < a,(E[s,] —b)?t=0,1,..T — 1

{ Xepr = 100 —up) +Fu, =%, + 1t ouy, t=0,1,.T—1 (1)
I Ft\frto

{ by = @l t=0,1,..T —1 (2)

O primeiro conjunto de restricbes exprime o controlo da probabilidade de insolvéncia, o
que é feito de forma engenhosa com o recurso a conhecida desigualdade de Chebychev,
(1) exprime a dinamica dos ativos e (2) exprime a dindmica das responsabilidades.
Estabelecidas as convenientes hipdteses de independéncia entre os retornos, o problema
é resolvido recorrendo a abordagem indireta da Lagrangeana dual, o que obriga a
resolver primeiro um problema auxiliar e a recorrer depois a0 método primal-dual.
Restricdes de espaco obrigam a remeter o leitor para o artigo original, relativamente as
questdes técnicas, mas apresenta-se de seguida o procedimento que permite obter a

estratégia dinamica u = {uy, ..., uy_1} 6tima.
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O problema Lagrangeano € construido introduzindo os multiplicadores de Lagrange
w = (wq, Wy, ..., wp_,) = 0 associados as restricdes sobre a insolvéncia e incluindo

estas na funcdo objetivo, como é habitual. Vem L(w, wy, a):
T-1

m3XE[5T] —wrVar(sy) — Z w[Var(s,) — a,(E[s] — b)?]
sujeitct)zil Me(2)

Uma vez que L(w, wy, @) ndo é separavel no sentido da PD, é necessario passar ainda a

um problema auxiliar, A(1, w, wy), propositadamente construido para “abrir caminho”:

mL?XE lz (AeSp — w¢ (St)z)l'

=1
sujeito a (1) e (2)
onde A = (A4, ...,Ar) € um vetor de pardmetros auxiliares. Os autores mostram que
aplicando a PD a A(4, w, wr) se consegue obter a seguinte solucdo (Teorema 3.1):

E[ejAtFri1] _ E[e1AtD¢+1D¢41Bezd]
2 E[e AiD¢y1D{,,Are;]  E[ejAiDri1D] 1 Aces]

ur(, w) =

t=01.,T—1, (3

onde ' indica a operagdo de transposicao de matrizes e

(1 _(2 0 _ Zg et Tt T A+ A
e = , A(; = ’ Ft - T =s—t—1
0 0 0 s=t+14t As — As

1 1 1 1
D, < ZB{ "t e, ,  wlBftle, , !, Ble, wle >,
=0 =1

~o_ (& O =i [t 0
b _<0 _0>’ Btl_<0 q:)’
qt qt
E [rtlrto] . : iy Elrd ]

[(Tt )2] ftl = T't077tl+1 T't T't+1 E[( 1)2]

70 = g, — 1 E[Tt qe] E[Xs- t+2 o 2qE T ws + wpgq]
t ‘ [( 1)2] E[ Ss= t+2(rti1t 2)2(“)s'|'(")t+1] ’

Gt = q,q! piict Elrlq.] E[Xi- t+2 T CQiet W5+ Wiyq]
i~ E[(1)%] ElXi—rs(FET™)% @5 + @p4q]

0
_(m 0) _ (xt)
Bt (0 q¢ ’ Zt lt .

Acontece porém que a solucdo u* fornecida por (3) é independente do vetor de

parametros auxiliares, o que torna necessario determinar o particular A* para o qual uma
solucdo 6tima de A(X*,w, wr) é também solucdo 6tima do problema L(w, wr, a) — €
daqui se chegar, finalmente, a solucdo 6tima de GMV (w, @).

Li e Li (2012) mostram que, sob certas condicOes, dada u*, A* € a solucdo do sistema

linear

13



A / E[e'Bo] \ —Za)}alb1

A-w "2 |=—]| : | —w-t ‘
( ) : K —20Wr 1A _1p,_,
Ar \E [e’BOT ‘120] / 1
0 0
/5—/115[51] 6—/“5[51]\ |
A=| 5 . 5 |, w= diagQw, (1 + ay), 2w (1 + ar_1),2wr),e; = (_1).
\EE[ST] 6—/1TE[ST]

Obtido A*, substitui-se em (3) para se determinar a estratégia 6tima em L(w, wy, a).
Posto isto, falta apenas encontrar o vetor w* de forma a que a solugdo Otima de
GMV (wr, ) possa ser obtida a partir da solucdo 6tima do problema Lagrangeano. Com
esse propdsito, 0s autores recorrem ao método primal-dual. Considerando agora o

problema LD(wrg, @):

T-1
min H(w) = max Els;] = wrVar(sr) = ) oflVar(s) = a(Els:] = b))
> u p—

e 0 resultado (Teorema 6.1): Se @ € solucdo 6tima de LD (wy, @) e u(w) € solugdo
6tima de L(@, wy, a), entdo u(w) é solugdo 6tima de GMV (wr, &), assim dao resposta a
questdo. Para isso, usam ainda as fungdes

[Var(s,) — a;(E[se] = b)?lla@) @¢ >0,

, t=1,...,T -1,
rnaX{O, [Var(s,) — a.(E[s¢] — bt)z]hj(a)}: w =0

ge(w; @0) = {

onde o vetor w = @ € dado e se admite que u = @ € estratégia 6tima para L (@, wr, @).

O algoritmo seguinte agrega todo este elaborado processo.

Passo 0. Seja k = 0. Escolher um ponto inicial w* > 0 e um valor & > 0, arbitrariamente
pequeno;

Passo 1. Resolver o problema L(w, wy, @), via A(4, w, w;). Seja u* (w*) a estratégia 6tima
obtida. Se |g,(w*;u*)| < et =1,..,T— 1, parar e considerar que w* é solucdo otima de
LD (wr, @) e uk(w®) é solucdo 6tima de L(w*, wr,a) e de GMV (w;, a). Caso contrario, ir
para o Passo 2;

Passo 2. Resolver o problema

{ rglzing(a)" + 8g(wk;uk))

, gl uk) = (g1 (05 u"), ..., grog (@ ub)).
sujeito a w* + dg(w*;u*) >0 (o ~ )

Seja 6% a solugdo. Fazer w**! = w* + §*g(wk;u*), fazer k = k + 1 e voltar ao Passo 1.

Li e Li (2012) apresentam um exemplo numérico onde fica claro que o controlo da
insolvéncia tem um impacto importante sobre a estratégia 6tima de investimentos. O

recurso a desigualdade de Chebychev como proxy do mecanismo desse controlo obriga
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0 decisor a optar por estratégias muito mais conservadoras do que as que adotaria se
aquele ndo existisse. Concluem com a sugestdo de que seria interessante passar de uma

ALM em tempo discreto para uma abordagem em tempo continuo.

3.1.3 Otimizacdo da carteira de ativos de planos de pensdes CD com inflagdo em
todo o horizonte temporal — Han e Hung (2012)

Estes autores tratam especificamente os planos CD, onde ndo existem responsabilidades
como as dos planos BD, mesmo quando ha a garantia de um beneficio minimo. No
entanto, uma vez que os beneficios dependem do desempenho do portfélio do fundo,
que se traduz no saldo da conta do participante no momento T da reforma, todos os
esforcos devem ser desenvolvidos para que este desempenho seja 6timo.
Assim sendo, Han e Hung (2012) centram-se na gestdo dos ativos. Admitem que existe
um beneficio minimo e que estd previsto um mecanismo de protecdo contra o risco da
inflacdo ao longo do tempo, uma questdo que em situacdes de muito longo prazo, como
as dos fundos de pensoes, é determinante. Mais ainda, a inflacdo é considerada ndo sé
durante a fase de acumulacdo do fundo, mas também durante o periodo da reforma.
Assumem ainda que os participantes contribuem durante a vida ativa (a fase de
acumulacédo) e que as contribui¢des sdo investidas em obrigacdes de cupéo zero, todas
com sucessivas maturidades t,, acbes, obrigacdes indexadas a inflacdo e ainda no
mercado monetario, em propor¢des que dependem do perfil de risco. As inflation
protected bonds (cf. Broverman (2010)) destinam-se a possibilitar que o investidor faca
o0 hedging do risco de inflagdo a longo prazo.
O problema de otimizacdo que se coloca é a determinacdo do portfolio, ao longo do
tempo, de modo a maximizar a utilidade esperada do saldo real final na conta, para além
do minimo garantido. No modelo proposto, muito geral, praticamente todas as variaveis
sdo associadas a processos estocasticos. No essencial (a exposicao dos detalhes remete-

se para o artigo), tem-se

masx E[ ! (WT—GT)H]

(Xt o<t<r} 1-vy Pr
sujeito a
th = Wt(XtTFA + Rt)dt + Ctdt + WtXTFdZt,
Xpt og(ty) 0 0 Ar+/Re dZy,
_( X T = A — A _|dz
X, = St | ; T'=1 0¢+/Ry O 0 |; A= S e dZ, = 2t |,
t X, s1y 't Os2 Py t dZs,

J11(T2) O Op3
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onde:

X, € 0 vetor com a composi¢do do portfolio no momento t, indicando Xz, 0 peso das
obrigagdes de cupdo zero, Xs; 0 peso das agdes e X;; 0 peso das obrigacdes indexadas a
inflagdo; o restante é investido no mercado monetario. S&o as variaveis de decisdo.

As preferéncias do participante sdo representadas pela funcdo de utilidade CRRA
1-y
(Constant Relative Risk Aversion), da forma u(x) = —xlTy, onde y é o coeficiente de

aversao relativa constante ao risco.
W, é o saldo na conta do participante no momento t, 0 <t <T.
Gr € o valor da garantia minima.
Pr é o preco de um cabaz de bens e servicos a que o beneficio final (real) deve dar
acesso.
[' € a matriz de cargas resultantes das dinamicas dos retornos dos trés tipos de
investimento com risco.
A é o vetor com as remuneracGes que o mercado requer pelos riscos inerentes as
aplicagdes.
R; é a forga de juro sem risco, que remunera a aplicacdo no mercado monetario.
C; é a taxa instantanea das contribui¢cbes no momento.
Z; € um vetor cujas componentes sdo movimentos Brownianos standard, ligados as
dindmicas dos processos introduzidos.
Uma vez que se trata de um modelo complexo de PDE em tempo continuo, Han e Hung
(2012) introduzem um ‘processo do excedente’, Y; = W; — G;, e passam a um problema
auxiliar de mais facil resolucéo, aplicando os métodos proprios da PDE. Vem
1 Y\
max [E —(—) l
X 1—y\Pr
sujeito a
dY, = W, (XITA + R,)dt + Y, X[ TdZ,,

5 WtXt+Ft(FT)_1ch(t)—Gt(FT)_laG(t) .
onde X; = ” e F; € o processo do valor atual de todas as
t

contribuicdes futuras, a partir do momento t, com retornos cuja dindmica depende de op.
Depois de calculos muito pouco triviais, obtém-se a solu¢do deste sequndo problema,
X; (ver equagdes (58) e (59) do artigo), de onde se passa a solucdo do problema em

estudo, apresentada aqui na sua forma condensada, de facil interpretacéo:
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Verifica-se que o portfolio 6timo em cada momento acaba por ser a soma ponderada de
trés portfélios: o portfdlio solucdo do problema auxiliar, o portfolio que faz a replicacédo
do valor atual das contribuicdes ao longo do tempo (ver equacbes (40) - (42)) e o
portfélio que faz a replicacdo do valor atual da garantia final (ver equacgdes (47) - (49)).
Os autores terminam com uma ilustracdo numérica e concluem que, quando o tempo se
aproxima da data de reforma, o participante tende a privilegiar os ativos com menos
risco, ao contrario do que sucede no inicio da fase de acumulagdo, em que investe
fortemente nesses ativos: as propor¢des investidas em acdes e obriga¢des de cupdo zero
sdo inicialmente altas e diminuem com o passar do tempo e as investidas em obrigagdes
indexadas e no ativo sem risco apresentam a evolucdo oposta. Também, quando a
aversdo ao risco é alta, o investimento especulativo diminui, fazendo decrescer a
procura por agdes. A aplicagdo numérica ilustra assim que a dindmica do portfdlio
6timo fornecida pelo modelo é consistente com o conhecimento convencional, o que €

sempre importante.

3.1.4 Gestdo 6tima de um plano de pensGes CD com taxa de juro e volatilidade
estocasticas — Guan e Liang (2014)

Neste trabalho, de algum modo semelhante ao anterior, procura-se uma estratégia de
investimento 6tima (combinando liquidez, obrigacdes e ac¢des), no quadro da gestdo de
um plano de pensdes CD, como fazem Han e Hung (2012). A maior complexidade,
relativamente a outros trabalhos, resulta da consideracdo de uma taxa de juro estocéstica
e de que ndo s6 as contribui¢fes dos participantes sdo incertas como ainda 0s retornos
das acdes tém volatilidade estocastica, o que introduz niveis de risco mais dificeis de
controlar e torna a resolugdo do problema mais desafiante. Como o valor final do fundo
deve exceder o montante necessario para pagar pensdes vitalicias garantidas aos
participantes, a partir do momento em que estes se reformam, é igualmente necessario
modelar a mortalidade. O objetivo é maximizar a utilidade esperada do valor excedente
do fundo (depois de paga a garantia), para 0 que € mais uma vez escolhida a funcdo de
utilidade CRRA (ver 3.1.3). Guan e Liang (2014) recorrem a programagao estocastica

para resolver o problema.
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Seja (Q, F, {F:}t=0,P) um espaco de probabilidade filtrado, onde F, representa a
informacédo disponivel no mercado, antes do momento ¢. O fundo de pensdes surge no
momento O e a data de reforma é T. E assumido que todos os processos introduzidos a
seguir serdo todos bem definidos e adaptados a filtracdo {F;};so-

O mercado financeiro oferece aplicagdes em liquidez, obrigacdes e acdes. Adotando
opcdes de modelizacdo de outros autores, que citam, e a muitos conceitos e modelos
préprios da abordagem estocéstica a matematica financeira (ver Bjork T (2009), Guan e

Liang (2014)) estabelecem que: (i) a dinamica da taxa de juro instantanea € dada pela
equacdo diferencial estocastica dr(t) = (a — br(t))dt — Vkyr(t) + k,dW,.(¢),
r(0) =1y, onde a,b,k;, e k, sdo constantes positivas e W,.(t) € um movimento

browniano standard no espago de probabilidade (Q, F, {F;}:s0, P); (ii) 0 ativo sem risco

satisfaz a equacdo 0(()) r(t)dt, S(0) = S,; (iii) o preco das obrigacdes satisfaz a
equacao
4B (t) _
b = r(©dt + h(K)lar (@ Tk, (2T (0 + kzdt + dW;(2) ), sendo
mt_
h(t) = 2(em-1) =0 -k )E+ 2k, & Akr(® + ks O

m—(b—kiA)+e™t(m+b—A,kq)
preco de mercado do risco associado a Wi.(t).

Quanto as ac¢des, tem-se

ds(t)

SO r(t)dt + askar(t) + k; (/1 Vigr(6) + kydt +dW, (t)) + vL(t)dt + /L(t)dW,(t)

dL(t) = a(§ — L())dt + o, [L(t)dW, (t)
onde a,é a volatilidade estocastica, v, , §, ;, S80 constantes positivas e W, (t) e W, (t) sdo

movimentos brownianos, independentes de W,.(t), com Cov(W;(t), W, (t)) = ps;t .

vy/L(t) é o preco de mercado do risco associado ao processo W, (t) e o preco de
mercado do risco associado a W, (t) pode ser arbitrado.

Para o processo de pagamento das contribuices assume-se a dinamica

T =t + 0, I (© + ko (A (@ + kadt + dW,(0)) + oc, (vLOde +LDAWSD)),

que é convenientemente similar a dindmica do retorno das agoes.

O beneficio garantido é expresso pela fun¢do G(T) = fTw g(s)B(T,s)s_rprds, onde
g(s) = g(T)ede=T) introduz a inflacio, w € a idade maxima de sobrevivéncia e
AW — o= frgZdu

sy =€ = w—:; é a probabilidade de o contribuinte sobreviver

até s, dado que esta vivo em T, usando A(t) = ﬁ do modelo classico de De Moivre.
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Postos todos os fatores, pode entdo estabelecer-se que o valor do fundo ao longo do

tempo tem dindmica

dX (t) = uo (DX (¢) SO°(())+ up (DX(L) BKK(()) us(t)X(t)T())w(t)dt
X(0) =X,

uo(t), ug(t) e ug(t) representando os pesos das aplicacdes em liquidez, obrigagdes e
acoes, respetivamente.
Se se recordar que o0 objetivo é maximizar a utilidade esperada do valor excedente

terminal do fundo depois de paga a garantia, usando a func¢éo de utilidade CRRA, vem

{maxu(t)en E{u(Xx(T) — G(T))}.
sujeito aX(T) = G(T) '

u(t) = (uB(t),us(t)) é a variavel de decisdo, a estratégia 6tima de investimentos, a
determinar, eIl é o conjunto das estratégias admissiveis, face as especificidades dos
processos em presenca. Os autores recorrem aos resultados das financas estocasticas
para transformar o problema num problema equivalente de investimento unico,
resoluvel pelo método de programacdo dindmica. Depois de um laborioso processo
chegam a conclusdo de que a estratégia otima de investimentos deve satisfazer as

seguintes dindmicas:

I( ué(t) =1-up(t) - u;(t)

. Y (t) F(t,T) )
I Y*(¢t) (t )

L 6O =5mmw O g “e

Guan e Liang (2014) finalizam com uma simula¢do de Monte Carlo, visando ilustrar a
sensibilidade do modelo aos valores dos parametros. Concluem que a abordagem
aparenta ser robusta, pois em geral nos diferentes cenarios, mesmo 0s mais extremos,

fornece solucbes que sdo consensuais com a pratica estabelecida.

3.1.5 O Modelo InnoALM de ALM para fundos de pensfes austriacos - Geyer e
Ziemba (2008)

Geyer e Ziemba (2008) optam por uma aplicacdo real e ddo a conhecer o modelo de

programacao linear estocastica InnoALM, usado desde 2000 na gestdo do fundo de

pensdes Siemens Austria (o maior fundo privado do pais) e posteriormente estendido a

outros fundos. O plano Siemens é um plano CD com contribuicdes fixas.
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A aplicacdo dispde de um interface que possibilita uma interacdo facil com o utilizador
e estd preparado para avaliar os efeitos das alteracdes em todos os inputs. Também
fornece outputs detalhados com bastante rapidez, agilizando assim o processo de
tomada de decisdo com efeitos muito positivos no desempenho do fundo.
Na opinido dos autores, a maior utilidade do InnoALM resulta da facilidade com que
acomoda restricdes e objetivos numa multiplicidade de cenarios, 0 que permite
identificar trajetorias para os ativos e passivos do fundo e uma avalia¢do do risco em
cada cenario. O modelo prevé correlacdes variaveis entre os retornos dos ativos, de
forma a poder reagir a acontecimentos extremos de forma atempada. A inclusdo a
partida de correlac6es dependentes do estado levam a portfdlios que se adaptam melhor
a cenarios extremos e tém bom desempenho também em cenarios mais provaveis.
Concretamente, trata-se de um modelo linear estocastico multiperiodo (0os momentos de
decisdo vdo det =0 atét =T — 1) para determinar as compras e vendas 6timas de
cada ativoi =1, ..., N (acOGes emitidas nos EUA, Pacifico, Europa e paises emergentes e
obrigacdes emitidas nos EUA, RU, Japdo, Europa...). Socorre-se de uma funcdo de
utilidade para introduzir a aversdo ao risco e tem como objetivo maximizar a riqueza
esperada final, liquida dos custos. Para cada ativo i e cada momento t, as variaveis de
decisdo (ndo negativas) sdo: valor aplicado W;,, compras P, e vendas S;,. O valor
investido no ativo i ao longo do tempo é dado pela dindmica:

Wip = W™ + Py — Sio

Wiy = RyWio + Py — Sy
+b,—-S;, t=2,..,T—1

Wit = EitWi,t—l
WiT = ﬁiTWi,T—l'
onde R;, é a taxa de retorno (aleatdrio) da aplicagdo em i no intervalo de tempo t.

A restricdo orcamental é

N N
Z P(1+tep;) = Zfit(l —tes;))+C,, t=0,1,...,T —1,
i=1 i=1

onde tcp; e tcs; sao 0s custos de transacdo para cada compra e venda do ativo i e C; € 0

cash flow liquido sendo introduzido no modelo com um valor fixo n4o aleatério®.

®Se t=0,0 ~ é suprimido, pois no momento inicial as compras e vendas n&o
dependem do cenario.
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As restricdes de portfolio indicam as combinacGes admissiveis, de acordo com as

imposicoes existentes, relativamente a algumas classes de ativos:
N

N
ZWit_HUZWitSO e _ZWit+9LZWl’tSO, t=1,...,T—1,
1

= i=1 i€L i=
sendo 8, o0 peso maximo admissivel da classe de ativos U e 6; o peso minimo
admissivel da classe de ativos L.

O modelo comporta ainda restricdes que impdem montantes W, para o valor do fundo

no fim de cada periodo:
N
Z(Wlt - Plf + glt) + ME/V 2 Wt' t = 1, ...,T;
i=1

M}’ é o desvio relativamente ao valor fixado.
O modelo permite também a definicdo de objetivos estocasticos, que dependem do

cenario e se representam por B,, dando origem as restrigcdes

N
Z(Wit — By +S)+MP 2B, t=1,.,T;
i=1
ME € o desvio relativamente ao estabelecido.
Finalmente, a funcdo objetivo determina a maximizacdo do valor esperado atual da
riqueza final, liquida dos custos esperados, também atualizados. Usa-se uma medida de

risco convexa c,(.), que sera linearizada por trogos. Vem

N T
Max E dTZ Wir — /12 d,w, Z vicr (MF)
i=1 t=1 kEW,B)

d, sdo os fatores de atualizacdo, v, sdo pesos convenientes afetos a riqueza e w; sdo
pesos convenientes afetos aos desvios, relativamente aos limites fixados . O parametro A
€ 0 peso designado para medir o risco em termos de variancia. A funcdo objetivo apenas
penaliza os desvios atras referidos, o que é traduzido pelo conjunto {W,B}. W é o
conjunto de restri¢ces introduzidas no que diz respeito a carteira de aplicagbes e B € 0
conjunto de restricdes referentes a Benchmark.

Os autores explicam que o0s cenarios em InnoALM sdo definidos em termos da
distribuicdo dos retornos de ativos. Para cada ativo, o usuario pode escolher entre a
normal, t-student, ou uma distribuicdo empirica. Devido a dificuldade associada com a
escolha apropriada da distribuicdo paramétrica, pode também usar-se uma aproximacéo

ndo paramétrica para gerar amostras aleatérias refletindo a forma da distribuicdo do
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retorno histérico. InnoALM usa trés matrizes de correlacdo diferentes e correspondentes
conjuntos de desvios padréo.

Geyer e Ziemba (2008) implementam uma aplicacdo com quatro ativos (acles e
obrigac@es da Europa e dos EUA) e cinco periodos (seis estados). Os periodos 1 e 2 sdo
anuais, os periodos 3 e 4 cobrem dois anos cada e o periodo 5 corresponde a quatro anos
(dez anos no total). Procurando sempre refletir praticas de investimento real, criam
maltiplos cenérios, distribui¢cdes ndo normais e diferentes volatilidades e regimes de
correlacdo. Concluem que o modelo providéncia de uma forma sistematica para estimar
antecipadamente os resultados provaveis de uma alteracdo de politica e dos retornos de
ativos. Alertam ainda que a acuidade nos inputs dos cenarios e, especialmente, nos
pressupostos dos retornos € crucial para 0 bom desempenho de todo este pesado
modelo. Se assim for, a sua utilizagdo certamente provera os decisores com a
capacidade de ajustar a estratégia de investimentos no sentido pretendido (e sempre
presente em planos CD com contribui¢cdes fixas) da maximizacdo dos beneficios

proporcionados pelo fundo.

3.2 Outros Modelos
3.2.1 Introducéo
Apesar de parecer tdo natural o uso da PD no ambito da gestdo otimizada dos fundos de
pensdes, a vasta literatura sobre o tema também é abundante em outras abordagens,
nomeadamente a programacao estocastica ndo dindmica, modelos de média-variancia, a
programacdo por metas e a simulacdo. De um modo geral, a distingdo maior é que a
programacgdo ndo dinamica procura dividir o problema principal em subproblemas
independentes entre si, sem 0 uso de uma equagao recursiva de backward ou forward.

Em cada passo consideram-se as solucGes 6timas e admissiveis.

3.2.2 Otimizacéo de portfolios com programacédo por metas - Aouni, Colapinto e La
Torre (2014)

Aouni, Colapinto e La Torre (2014) apresentam o estado da arte no que se refere ao uso

da programacao por metas (PM, que os autores declaram ser 0 modelo mais popular no

campo da programacdo multiobjetivo), na gestdo otimizada de portfélios. Exploram 92

contribuicdes surgidas desde os anos 70 e indicam um vasto conjunto de situacoes

concretas onde a abordagem se aplica, nomeadamente, a gestdo de fundos de pensdes.
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O trabalho comeca por revisitar o incontornavel modelo da média-variancia (Markowitz
(1952)), enquadrando-o num modelo com dois objetivos conflituantes, a maximizagéo
do retorno do investimento e a minimizacdo do risco relacionado com as perdas
financeiras. O portfélio 6timo deve atender a ambos, fazendo um trade-off de modo a
alcancar um equilibrio global entre risco e retorno. Mas porque este modelo bicritério
ndo reflete a complexidade e multidimensionalidade do processo de decisdo na selecéo
de portfélios financeiros, muitos outros contributos seguiram-se ao longo dos anos.
Neste esforco, a PM tem sido amplamente usada, pois agrega multiplos objetivos e
permite determinar portfélios que minimizam os desvios entre o que se consegue obter e
0 que se tem como meta a alcancar, sendo um processo progressivo e evolutivo, facil de
entender e aplicar.

Sem resolver propriamente qualquer problema pratico, Aouni, Colapinto e La Torre
(2014) resumem de uma forma muito util as diferentes formalizacdes que € possivel
considerar, quando se quer determinar um portfolio 6timo (e recorde-se que no
portfélio, quando conveniente, se podem incluir tanto os instrumentos ativos como 0s
passivos, a semelhanca do que fazem Li e Li (2012)). Aproveitando o seu esforco,

apresentam-se aqui as variantes mais significativas no contexto deste trabalho.

1. PM Lexicografica (Hierarquizada)
Baseia-se na otimizacdo dos objetivos, de acordo com a sua importancia relativa para o
decisor. O objetivo mais importante tem prioridade maxima e 0 menos importante tem
prioridade minima. Deste modo, os desvios obtidos a niveis de prioridade mais elevados
vao sendo introduzidos como restricdes nos modelos seguintes, para minimizagdo dos
desvios relativos a objetivos com prioridades mais baixas — que tém assim importancia

cada vez mais marginal para o processo de decisdo. O modelo é

Lex Min L = [1,(67,8%),1,(67,6%),...,1,(867,6)]
sujeito a:
i) +67 =6 =g, i=12,..,p

n
x;=1

x€F, §,6% =0, i=1.2,..,p.

L é um vetor ordenado dos desvios §~ e 67 ndo desejados, g indica os diferentes niveis

de prioridade, f, f, ..., f, 40 0s objetivos conflituantes, x; € a propor¢éo a investir no
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ativoj,j = 1,2,...,n, gq,9z --,9gp S40 as metas estabelecidas para os p objetivos e F €

0 conjunto das solugdes admissiveis.

2. PM com ponderadores
Neste modelo, o decisor ndo hierarquiza os objetivos, mas atribui ponderadores w;" e
w; aos diferentes desvios, pesando assim a importancia que lhes atribui para a

determinacgdo da solugdo. O modelo é
P

Min.Z = Z (Wi+6l'+ + Wi_5i_)
i=1

sujeito a:
i) +67 -6 =g, i=12,..,p

n
z Xj =1
j=1

x€F, 6§7,67>0, i=12..,p.

3. PM polinomial
Os retornos dos ativos ndo tém reconhecidamente distribuicdo normal e apresentam
muitas vezes assimetria acentuada, aspeto que ndo pode ser ignorado pelo decisor. Para
introduzir a assimetria recorre-se entdo a PM polinomial, obtendo-se o seguinte modelo,

com dois objetivos para a determinagéo do portfolio étimo.

Min Z = [(dy)P! + (d3)P3]

sujeito a:

n
j=1

n 3
> x(-E) =5
j=1

]_
20
XiXpoi = 1
je1dmig=1
J

x€F,dyed; >0.

p1 € p3 Sao 0s parametros de preferéncia, o primeiro relativamente ao valor esperado do
retorno e o segundo relativamente a assimetria, E*é a meta estabelecida para o valor
esperado do retorno e S* a meta definida para a assimetria, oy, € a covariancia entre os

retornos dos ativos j e k. A preferéncia por assimetrias positivas esta relacionada com o
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facto de esta ser observada nos melhores mercados, e assim também nos melhores

portfélios. A terceira restricio mantém o risco controlado.

4. PM Estocéstica
Consiste basicamente em assumir que as metas estabelecidas sdo bem representadas por
variaveis aleatdrias, com uma dada distribuicdo, em vez de se estar a fixar exatamente
uma certa quantidade. E uma forma de incluir a incerteza inerente ao processo de
tomada de decisdo. Se se admitir que a distribuicdo em causa € a normal, o modelo geral

é da forma seguinte, podendo depois ser adaptado a cada caso particular:

P <
MinZ = z 6+ +67)
i=1
sujeito a:

n
z ajxj+867 =6 =g, i=12,..p
j=1

ijzl
j

x€EF
55,67 =0, i=1.2,..,p.
gi~N(u; 67).

5. PM Difusa
Abordagem desenvolvida para as situagdes em que o decisor ndo consegue mais do que

fixar “aspiracdes vagas e imprecisas”.

Max Z = 1
sujeito a:

fi(x)+5i‘—5i+=&,

A; A;
A+67+6<1 i=1,..p

ZX]=1
J

x€EF
A67es =0, i=1,...,p.

Il
:—\
=

A; € a chamada constante de desvio do nivel de aspiracdo g;, estabelecida pelo decisor,

fazendo uso de toda a sua experiéncia, intui¢do e discernimento.
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Os autores concluem salientando que a PM, como se pode ver pelos trabalhos que a
descrevem, tem como grandes vantagens a flexibilidade para incorporar as preferéncias
do decisor nos mais diversos casos e a toleravel exigéncia computacional requerida na
maior parte das situacdes. Apoiando-se na formulacdo que faz do problema, aquele deve
escolher os trade-offs que lhe proporcionam o melhor portfélio, sendo todo o processo

extremamente desafiante e exigindo um elevado grau de expertise.

3.2.3 Programacdo estocastica para a ALM de fundos de pensbes na Finlandia —
Hilli, Koivu, Pennanen e Ranne (2007)

Para Hilli et al. (2007) a programacdo estocastica é uma abordagem muito eficiente na
determinacdo de estratégias otimizadas, no que se refere a gestdo de ativos e passivos,
pois permite tratar a complexidade inerente a dindmica e as restri¢cdes existentes neste
tipo de problemas. Referem muitos trabalhos anteriores e a originalidade do seu
contributo resulta de ser um case study de uma sociedade gestora sedeada na Finlandia,
com grandes fundos e um enorme nimero de participantes a atingir a idade de reforma
até 2020. Propdem-se resolver um problema dindmico de selecdo dos investimentos
(liquidez, obrigacdes, acdes, imobiliario e concessdo de empréstimos aos participantes),
de modo a cobrir as responsabilidades nos momentos em que estas ocorrem. Incluem a
questdo do pagamento de bdnus 6timos e também restricdes sobre a composicdo dos
portfolios e os tipos de transagdes, algumas das quais provém do “intricado sistema de
pensdes na Finlandia”. Particular ateng¢do ¢ dada aos fatores incertos, nomeadamente,
aos retornos dos investimentos e as provisdes técnicas, pois é 6bvio que a solucdo de
um problema com programacédo estocastica depende muito de como sdo modelados 0s
fatores estocésticos.
Na formalizacdo do problema, os momentos de decisdo tém indice t € {0, 1, ...,T} e 0s
ativos tém indice j € | = {caixa, obrigacdes, acoes, imobilidrio, empréstimos}.
As variaveis de decisao sdo p;;, 0 montante a investir em t na compra do ativo j, s¢;, 0
montante a realizar em t com a venda do ativo j, h;, 0 valor em carteira do ativo j no
periodo [t,t + 1] e H,, 0 montante aprovisionado para bénus no periodo [¢t,t + 1].

As restricbes de inventario descrevem a dinamica da composicdo da carteira: hy; =
h +poj — so;, onde h) é o valor em carteira do ativo j em t =0 e hyjcper_q; =
Rijhe_q,j + pej — s¢j,onde R, ; € a valorizagdo do investimento no ativo j no periodo

[t — 1,t] (no momento final T ndo é forcoso reequilibrar o portfélio).
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As restrigbes orgamentais garantem que no periodo t, de amplitude t;, a despesa ndo
ultrapassa a receita: Yje;(1 + ¢/') po; + H-1 < Xje;(1 + ¢f)so; + Fo, onde ¢! e ¢ sdo
0S custos com a compra e venda do ativo j, H_; é a provisao para bonus no ano anterior
at=0eF, € o cash flow nesse mesmo ano; X;(1+ c}’) Pist<r-1,j + TeHe—1 <
Yi(14¢f)sej+ XjeyDejhe—yj + Fr, onde Dy sdo os dividendos pagos pelo ativo j no
periodo [t — 1,t] e F, éaliquidezem [t — 1,t].

As restricdes de portfolio delimitam os pesos dos ativos na carteira, obedecendo as
imposicoes legais: [jw, < h.; < wjw;, onde w, = X ¢, he; € 0 valor da carteira em t, ;
sao os limites inferiores e u; sdo os limites superiores do peso do ativo j na carteira.
Uma vez que no fim do horizonte ndo se reequilibra o portfélio, tem-se w; =
Yjej(Rrj +Drj)hr_qj + Fr — trHy_;.

As restricOes de transagdo obrigam as compras e vendas, por periodo de cada ativo a

respeitar certas proporgOes, estabelecidas estrategicamente: po<i<r—1,; < rtb}’wt;
Sost<T—1,j < T¢b;we, onde bf’ sdo os limites superiores para as compras definidos para
um ano e b; sdo os limites superiores para as vendas definidos para um ano e 7; é 0

tamanho do periodo considerado.

O governo finlandés impde uma restri¢do de solvéncia que forca os ativos da companhia
a cobrir as provisfes técnicas L;, que correspondem ao valor atual das pensdes futuras,
descontadas com a taxa técnica de juro definida. Os fundos, além do total de
investimento w,, comportam um montante residual liquido, com outros débitos e
créditos. Esse montante é calculado como sendo uma proporcéo fixa c¢ das provisdes
técnicas. A restricdo de solvéncia obriga o chamado capital de solvéncia, C;, a ser
positivo: C; = wy +cL; — Ly = w, — (1 —c%)L, > 0. Se nalgum momento se
observa C; < 0, a companhia é obrigada a declarar faléncia. Note-se que os planos de
pensdes em causa sdo maioritariamente de beneficio definido, de modo que os cash
flows e a provisdo técnica dependem dos salarios dos participantes e da dinamica da
populacdo, que se assume serem independentes.

O regulador criou também patamares para diagnosticar as diferentes zonas em que as

companhias se podem encontrar, atendendo ao nivel da margem de solvéncia, dada por

B, = (a X)) mjhe; + byZ; re) Orehe o) S onde a = —0.00972, b = 0.01782 e

We

~ o . . Ce . ,
m e o sS40 as médias e as covariancias dos ativos: se s € [2, ), a companhia estd em
t
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C . . ., C .
zona segura; seBTf € [1,2), estd um pouco abaixo do desejavel; se Brt € [0,1), estd em
t t

. C .
crise; se Brt € [—,0), é a bancarrota.
t

O governo imp6s ainda uma férmula para limitar o bénus anual, que depende do capital
e do limite de solvéncia: A% = ¢(C,/B,)(C; — B;), onde ¢(z) é uma funcio linear
por trogos em que o valor minimo é 0se z <1 e o maximo é 0,04 sez>4. B, e
H{™** sgo fungbes ndo convexas, 0 que leva os autores a recorrerem a aproximagoes

convexas para obterem uma solucdo. A margem de solvéncia é substituida por B, =

aXjmihyj + by kejOjichejhe € HM™* é substituida por H™* = 0.03 max{C, —
By, 0}, que se baseia na média histérica de ¢ (z) (= 0,03).
A construcdo da funcdo objetivo exige a definicdo adicional de trés variaveis de défice

(shortfall), por periodo: SFicicr—11 = 2By — Cy, SFicter—12 = By — Cp + % e

SFi<t<r3 = —C¢, €m que cada uma indica o montante pelo qual as diferentes zonas de
solvéncia ndo foram atingidas. Estes montantes serdo subtraidos na funcdo objetivo. A
desigualdade para SF; , incorpora a restricdo H, < H{"** para transferéncias de bonus.
A penalidade para SF; , sera definida de forma a garantir que no 6timo o limite superior

é atingido. O estado da companhia é dado pela funcdo de utilidade u(Cy, B, Hy, L) =
H
Co/le = Tier VoSFeu/Le +uP (1),6 = 0., T=1, & por up(Cr,Ly) = Cp/Ly -

v3SFr3/Lr. Finalmente, os autores estabelecem que o objetivo deste complexo modelo
€ maximizar o valor esperado atualizado da utilidade, ou seja, maximizar, tendo em
atengdo todas as restricdes indicadas, EP{¥7_!d,u(C., B, Hy, L) + drur(Cr, L)},
onde P é a distribuicdo de probabilidade e d; ¢ o fator de atualizacdo em t. Neste
sentido, as restricdes serdo satisfeitas, quase certamente, em relagdo a P. O conjunto de
estratégias disponiveis em cada periodo vai depender apenas das observacdes nesse
periodo dos fatores aleatérios. Trata-se de um problema de otimizacdo convexa ndo
linear na funcédo objetivo e nas restrigdes.

A distribuicdo P é de importancia crucial e obtém-se exprimindo os fatores estocasticos
em funcdo de sete varidveis econdmicas facilmente observaveis (taxa de juro de curto
prazo, taxa de juro das obrigacdes de longo prazo, indice de precos das aces, indice de
dividendos, indice de precos do imobiliario, indice de valores das rendas de casa e

indice de salarios), que sdo elas proprias modelizadas recorrendo aos modelos de séries
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temporais. Como os autores optam por uma distribuicdo continua, o problema fica com
dimens&o infinita, o que obriga a pesquisar as solu¢des numericamente.

Comeca-se entdo por recorrer a técnicas de discretizacdo que consistem essencialmente
em aproximar a distribuicdo continua por meio de uma distribuicdo discreta, o que
origina um problema estocastico finito onde a incerteza é abordada com uma arvore de
cenarios. O gerador dos cenarios é escrito em C e toma como inputs o periodo e 0s
modelos de séries temporais ajustados para os fatores estocasticos. Em seguida é gerado
0 cenario para os ativos e as responsabilidades. O modelo de otimizacdo e 0s cenarios
sdo entdo processados usando a linguagem AMPL "A Mathematical Programming
Language” e toda a estrutura e tratada pelo programa MOSEK?®, que procura solucdes
interiores de problemas convexos ndo lineares e pode ser usado na maior parte das
plataformas Unix e Windows.

No final do artigo Hilli et al. (2007) entregam-se a multiplas experimentacdes do
procedimento e concluem, de forma talvez um pouco sucinta, que os resultados
numéricos obtidos indicam tratar-se de um modelo robusto e que pode fornecer
estratégias com resultados superiores aos que seriam obtidos com a gestdo mais
tradicional dos ativos e passivos. Observam que a politica Otima investe mais
fortemente em acbes quando o nivel de solvéncia da companhia é bom, ou quase s6 em
obrigacBes quando ha sinais de perigo, reduzindo a exposi¢do ao risco, 0 que é

apropriado na gestdo de um fundo de pensdes.

3.2.4 ALM de planos CD: otimizacdo com recurso a simulacdo - Yu, Huang, Chen e
Lin (2012)

Yu et al. (2012) retomam o incontornavel problema da selecdo do portfélio, no quadro
dos investimentos a longo prazo proprios dos fundos de pensdes, tendo em consideracao
a taxa de substituicdo (entre salarios e pensdes) em planos de contribuicdo definida.
Os autores constatam que pode ser dificil aplicar a programacéo dindmica a problemas
reais porque normalmente obriga a introduzir hipoteses muito fortes, se o que se
pretende é obter uma solucdo fechada. Assim sendo, optam por recorrer a simulacao,
que permite incluir todo o tipo de restricdes existentes nos problemas reais, e ajudam a
tomar decisdes adequadas nas mais diversas situacGes, se bem que ndo fornecem

propriamente solucdes, mas resultados. Acrescentam que, sendo 0s modelos de

* https://mosek.com/
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simulacdo bastante complexos no caso dos planos e fundos de pensdes, os métodos de
otimizacdo tém que ser escolhidos e aplicados com cuidado, pois S0 assim serdo uteis ao
processo de decisao.

Yu et al. (2012) desenvolvem um modelo de simulacdo multiperiodo em tempo discreto
para 0s ativos e passivos, no qual integram um algoritmo evolucionario (ver Costa
(2003)) para a estratégia de investimentos, com o fim de garantir que os planos de
pensdes CD conseguem cobrir as responsabilidades e manter o risco de grandes perdas
controlado, ao longo do tempo. Sendo:

P;;: Proporgdo adquirida do ativo j no ano t,j = 1,2,3,4,t = 1, ...,n (0s quatro ativos
escolhidos sdo obrigacdes de curto prazo, obrigacdes a prazos mais longos, obrigacoes
indexadas e agdes); A(0): valor total inicial de ativos; A(t): valor total de ativos no ano
t; c%: taxa de contribuicdo salarial; S;: salario inicial; S,: salario no ano t; 7;(t):

retorno do investimento do ativo j no ano t, o valor total dos ativos na maturidade €

A(n) = zilc% X St n; lezlpij X (1 + Tj(i))l-

Assumindo que a taxa de substituicdo pretendida é igual a 80%, a responsabilidade a
data de reforma é L(n) = 80% X S, X d,, onde S, é o salario na idade de reforma x e
d, € o valor atuarial de uma perpetuidade antecipada de valor 1 paga a partir da idade x
(ver Garcia e Simdes (2010)). Assumindo ainda que o retorno dos investimentos de
cada ano t ndo pode ser inferior a 5% nem a taxa de inflacdo rpi,, a responsabilidade
desse ano vem L(t) =[L(t — 1)+ ¢% X S;_;] X max{1.05,rpi.} ; L(0) =0, t =
1,...,n— 1. Tomando periodos de cinco anos para a restruturacdo do portfélio (This is
because if the proportions are changed every year, the number of variables considered
in the model increases significantly and optimally solving the simulation model will
become computationally intractable (...) Yu et al. (2012), p. 2686), pode entdo definir-
se a fungdo objetivo

-1

E[A(Tsxx) — L(Tsxp)].

Min 6 x E [(A(m) — L())"] - z

k=1

onde & é um ponderador que exprime a importancia dada ao matching entre ativos e
responsabilidades no momento da reforma. As variaveis de decisdo na aplicacdo sdo a
taxa de contribuicdo e as propor¢des dos quatro ativos nos sucessivos portfolios.

Para determinar a estratégia de evolucdo da composi¢cdo do portfélio, que cai entdo no
dominio dos algoritmos evolucionarios, os autores comegcam por usar o0 modelo classico

de investimento de Wilkie (Wilkie (1995)), na simulacdo de um conjunto de 4000
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cenarios para os retornos dos ativos nos préximos 40 anos, tentando assim captar todas
as possiveis situacdes. O modelo vai ter que ajudar a decidir sobre a taxa de
contribuicdo necessaria na fase de acumulacdo e sobre a composi¢do do portfélio ao
longo do tempo (com ajustamentos quinguenais).

As conclusdes obtidas para otimizacdo com as multiplas simulacdes sdo, também neste
caso, as esperadas: os investimentos de maior risco vao aumentar a rendibilidade média
anual e diminuir a taxa de contribuicdo, mas também sdo responsaveis pelas maiores
perdas. Assim, é preferivel investir em acbes nos primeiros anos e ir substituindo este
tipo de aplicacdes por aplicacdes com riscos menores, a medida que o tempo vai
passando e 0 momento da reforma se avizinha. Portanto, também este € um modelo
razodvel, no sentido em que mostra que as estratégias de investimento geradas em
condicdes diferentes constituem informacéo valida para apoiar o processo de decisdo

dos gestores dos fundos de pensdes.

3.2.5 Modelo média-variancia no financiamento das pensbes - Duttaa, Kapurb e
Orszagb (2000)

O bindmio média-variancia (Markowitz (1952)) é classico, quando se trata de avaliacao
de investimentos com retornos aleatorios, ver por exemplo ainda McNeil, Frey e
Embrechts (2005). Tal como Li e Li (2012) também Duttaa, Kapurb e Orszagb (2000) o
utilizam no particular contexto das pensdes. O modelo que apresentam, muito embora
incidindo sobre os fundos de pensdes publicos e a discussdo reparticdo/capitalizacéo,
que lhes esta sempre inerente, tem bastante interesse no contexto deste trabalho, por
chamar a atencdo para fatores que sdo igualmente essenciais nos fundos privados,
sobretudo porque regularmente se discute se serd melhor permanecer no sistema publico
ou optar por desviar parte das contribui¢cdes para fundos privados — onde, por sua vez,
ha a discussdo beneficio definido/contribuicdo definida. Por se tratar de um contributo
que apresenta esta diversidade de perspetivas, foi escolhido para fechar o capitulo.
Os autores referem que o argumento maior em defesa dos sistemas de pensGes em
regime de reparticdo se baseia na possibilidade de ineficiéncia dindmica de Paul
Samuelson e também que este regime constitui um método direto de redistribuicdo do
consumo atraves de geracoes. Explicam também que a evolucgéo recente que favorece os
sistemas de capitalizacdo se apoia na hipétese de que a taxa de retorno dos
investimentos (ativos) excede a taxa de crescimento das pensfes (passivos) 0 que, na

auséncia de efeitos na oferta de trabalho e na tributacdo, da origem a pensdes superiores
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as do regime de reparticdo. Este argumento € forte em paises com envelhecimento
populacional, em que o custo de pensbes ndo financiadas cai assimetricamente sobre
jovens trabalhadores, mas é claro que nos sistemas de pensfes com maiores taxas
médias de retorno o risco é sempre maior e, para além da média, especial atencdo deve
ser dada a variancia.
Duttaa, Kapurb e Orszagb (2000) abordam a questdo em duas fases, a partir da analise
da média e da variancia dos retornos obtidos com as contribuigdes (por outras palavras,
com as pensdes que serdo obtidas a partir destas).
Seja r a taxa de retorno obtida pelas contribui¢cbes dos pensionistas num fundo de
capitalizacdo e seja g o retorno obtido num fundo de reparticdo, g igual a taxa de
crescimento do rendimento nacional. Claro que estas duas taxas sdo variaveis aleatérias
(v.a.). Sejaw,0 < w < 1, a fragdo das contribuicdes que é encaminhada para o fundo
de capitalizacdo. Entdo, a pensdo total, por unidade monetaria de contribuicdo, é
também uma v.a., seja P = 1 + wr + (1 —w)g. Introduzindo uma funcéo de utilidade
U e calculando o valor esperado, obtém-se a utilidade esperada da pensédo, E[U(1 +
wr + (1 —w)g]). O objetivo é calcular w, de modo a maximizar este valor esperado.
Se ndo existe aversdo ao risco € muito facil provar que é 6timo investir num sistema de
capitalizacdo sempre que E[r] > E[g], isto é, a decisdo 6tima é opt out e entregar todas
as contribui¢des num fundo privado w = 1. Havendo aversao ao risco, pode ser melhor
fazer 0 hedging com uma politica mista.
Introduzindo uma nova funcédo de utilidade esperada, também dependente da variancia,
seja

E[U(P)] = E[P] — §Var(P),
onde y é o parametro da aversdo ao risco, vai obter-se a solucdo

E[r]-E[g]+y(Var(g)—Cov(.9))
y Var(r-g)

w =

Calculada a fragdo w, e numa segunda fase, os autores abordam o problema do fundo
que tem que decidir como aplicar a contribuicdo que Ihe foi confiada. Admitindo que os
gestores podem investir em acgdes, que providenciardo o retorno r, mas tém maior risco,
ou em obrigagOes soberanas, que normalmente tém menos risco e retorno r ,1, < g,0
problema agora consiste em determinar a fracdo a a aplicar em ac¢des. Notando que
agora cada unidade de contribuigdo resulta numa pensdo de valor P =1 + war +
w(l—a)r, + (1 —w)g, e usando dados de cinco paises (EUA, RU, Franca, Alemanha

e Japdo) , e possivel concluir que as obrigacdes apresentam consideravel variancia,
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apesar dos baixos retornos, pelo que a longo prazo toda a fragdo w deve ser aplicada em
acoes.

A principal conclusdo acaba assim por ser que a melhor estratégia, a nivel pessoal, é
contribuir para a Seguranca Social e também para fundos privados e que estes devem
aplicar as contribuicGes praticamente s6 em ac¢Bes — 0 que as legislacdes geralmente nao
permitem. Segundo 0s autores, que ndo deixam de salientar que o modelo é talvez
demasiado simplista, assim se consegue diversificar o risco e também fazer a sua

cobertura.
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4. ldeias Finais

Nestas ideias finais, procura-se fazer uma apreciacdo dos modelos anteriores, referindo
brevemente os aspetos mais essenciais de cada um, de modo a fazer como que uma
sintese conclusiva do trabalho.

Li e Li (2012) tratam o problema de otimizagdo de um portfélio de ativos ao longo do
tempo, no quadro da gestdo de ativos e passivos, de modo a controlar a probabilidade de
insolvéncia no horizonte considerado, sendo este o aspeto mais original do seu
contributo.

E um modelo de média-variancia, segundo o trabalho pioneiro de Markowitz (1952), e
recorrem a Desigualdade de Chebychev, aos multiplicadores de Lagrange e a PD para a
sua resolucdo. Concebem um algoritmo complexo e a aplicacdo numérica que
desenvolvem evidencia que o controlo da insolvéncia tem um impacto importante sobre
a estratégia Otima de investimentos. Verificam que o recurso a desigualdade de
Chebychev, como proxy do mecanismo desse controlo, obriga o decisor a optar por
estratégias muito mais conservadoras do que as que adotaria se aquele nao existisse.
Terminam com a sugestdo de que seria interessante passar de uma ALM em tempo
discreto para uma abordagem em tempo continuo.

Han e Hung (2012) tratam os planos CD e, portanto, centram-se na gestdo dos ativos.
Admitem que existe um beneficio minimo e que estd previsto um mecanismo de
protecdo contra o risco da inflacdo ao longo do tempo, ndo sO durante a fase de
acumulacdo do fundo, mas também durante o periodo da reforma, uma questdo
determinante. Introduzem a funcdo de utilidade CRRA para orientar o processo de
decisdo. Uma ilustracdo numérica mostra que, quando o tempo se aproxima da data de
reforma, o participante tende a privilegiar os ativos com menos risco, ao contrario do
que sucede no inicio da fase de acumulacdo, em que investe fortemente nesses ativos. A
aplicacdo numeérica ilustra assim que a dindmica do portfolio 6timo fornecida pelo
modelo é consistente com o conhecimento convencional, 0 que € sempre importante.
Guan e Liang (2014) procuram uma estratégia de investimento 6tima também no quadro
da gestdo de um plano de pensdes CD, também com um beneficio minimo garantido. A
maior complexidade resulta da consideracdo de uma taxa de juro estocastica e de que
ndo so as contribuicdes dos participantes sdo incertas como ainda os retornos das acdes
tém volatilidade estocastica. E também necessario modelar a mortalidade. Para

maximizar a utilidade esperada do valor excedente do fundo (depois de paga a garantia),
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recorrem a PE. Terminam com uma simulacdo de Monte Carlo e concluem que a
abordagem é robusta, pois mesmo nos cenarios mais extremados fornece solucbes
consensuais com a pratica estabelecida.

Geyer e Ziemba (2008) optam por uma aplicacdo real e ddo a conhecer o modelo de
programacao linear estocastica InnoALM, usado para definir a composicao do portfélio
dos ativos em planos CD com contribui¢des fixas. Na sua opinido, a maior utilidade do
InnoALM resulta da facilidade com que acomoda restricbes e objetivos numa
multiplicidade de cenarios, o que permite identificar trajetdrias para os ativos e passivos
do fundo e uma avaliacdo do risco em cada cenario. O modelo socorre-se de uma funcao
de utilidade para introduzir a aversdo ao risco e procura maximizar a riqueza esperada
final, liquida dos custos. Geyer e Ziemba (2008) implementam uma aplicagdo com uma
multiplicidade de cenarios baseados nas préaticas reais de investimento. Concluem que o
modelo ajuda a estimar antecipadamente os resultados provaveis de uma alteracdo de
politica e dos retornos de ativos, o que € util para ajustar a estratégia de investimentos
no sentido da maximizacdo dos beneficios proporcionados pelo fundo.

Para Aouni, Colapinto e La Torre (2014) a programagdo por metas € a abordagem mais
adequada para a gestdo otimizada de portfdlios, pois agrega multiplos objetivos e
permite determinar portfélios que minimizam os desvios entre o que se consegue obter e
0 que se tem como meta a alcancar, sendo um processo evolutivo, facil de aplicar.
Havendo dois objetivos conflituantes, a maximizagdo do retorno do investimento e a
minimizacdo do risco relacionado com as perdas financeiras, o portfélio 6timo deve
fazer um trade-off, de modo a alcancar um equilibrio global entre risco e retorno. Sem
resolver qualquer problema pratico, Aouni, Colapinto e La Torre (2014) resumem as
diferentes formalizacBes que € possivel considerar e salientam que a PM tem
flexibilidade para incorporar as preferéncias do decisor nos mais diversos casos.

Ja Hilli et al. (2006) preferem a programacédo estocastica como sendo uma abordagem
eficiente a gestdo otimizada de ativos e passivos, pois permite tratar a complexidade
inerente a dindmica e as restricGes existentes neste tipo de problemas. A originalidade
do seu contributo resulta de ser um case study para a determinacdo do portfélio 6timo
de uma sociedade gestora sedeada na Finlandia, incluindo o pagamento de bdnus
(6timos) e também restricGes sobre a composi¢do dos portfélios e os tipos de
transacdes, algumas das quais provém do “intricado sistema de pensdes na Finlandia”.
Particular atencdo é dada aos fatores incertos. ApOs mdltiplas experimentacbes do

modelo, concluem que este pode fornecer estratégias com resultados superiores aos que
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seriam obtidos com a gestdo mais tradicional dos ativos e passivos. Observam que a
politica 6tima investe mais em agdes quando o nivel de solvéncia da companhia é bom,
ou quase s6 em obrigacdes no caso contrario, 0 que € apropriado na gestdo de um fundo
de pensoes.

Por seu turno, Yu et al. (2012) optam por recorrer a simulacdo, que permite incluir todo
0 tipo de restricbes existentes nos problemas reais, se bem que ndo forneca
propriamente solucgdes, mas resultados. Esta opcdo resulta de constatarem que pode ser
dificil aplicar a programacéo dinamica a problemas reais, porque normalmente obriga a
introduzir hipoteses muito fortes. Desenvolvem um modelo de simulacdo multiperiodo
em tempo discreto para os ativos e passivos, no qual integram um algoritmo para a
estratégia de investimentos, com o fim de garantir que os planos de pensdes CD
conseguem cobrir as responsabilidades e manter o risco de grandes perdas controlado ao
longo do tempo. As conclusbes obtidas com as simulacdes sdo as esperadas: 0S
investimentos de maior risco vdo aumentar a rendibilidade média anual e diminuir a
taxa de contribuicdo, mas também sdo responsaveis pelas maiores perdas. Assim, é
preferivel investir em ac¢fes nos primeiros anos e ir substituindo este tipo de aplicagdes
por aplicagdes com riscos menores, a medida que o0 momento da reforma se avizinha.
No altimo dos contributos, Duttaa, Kapurb e Orszagb (2000) apresentam um modelo
que, muito embora incidindo sobre os fundos de pensdes publicos e a discussao
reparticao/capitalizacdo, que Ihes esta inerente, tem bastante interesse no contexto deste
trabalho, pois chama a atencdo para fatores também essenciais nos fundos privados,
numa altura em que se discute se serd melhor permanecer no sistema publico ou optar
por desviar parte das contribuigdes para fundos privados. Concluem que a melhor
estratégia, a nivel pessoal, € contribuir para a Seguranca Social e também para fundos
privados e que estes devem aplicar as contribuicdes praticamente s6 em acoes.

Em suma, verifica-se que as mais variadas abordagens e os mais complexos modelos
confirmam que, na pratica, os gestores de fundos de pens@es tendem a adotar estratégias
otimizadas na gestdo de ativos e passivos dos fundos a seu cargo. Nos planos BD,
muitas vezes, e no fim de contas, tomam as suas decisdes apoiados na simples
constatacdo da necessidade de fazer o matching entre ativos e passivos, com base
essencialmente nas respetivas duragGes e convexidades (cf. Rebelo (2009), por
exemplo). Apesar disso, verifica-se que chegam a estratégias que estdio em
conformidade com as solugdes e ilustragdes descritas nos modelos vistos,

substancialmente mais sofisticados. J& nos planos CD, também ha concordancia em que
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é preferivel investir em ativos com maior risco nos primeiros anos e ir substituindo este
tipo de aplicagdes por aplicagdes com riscos menores, & medida que o tempo vai
passando e o momento da reforma se avizinha. Parece, assim, haver um bom
entendimento entre a teoria e a pratica e é natural que a monitorizacdo frequente do
fundo com base neste ou naquele modelo permita efetivamente obter ganhos adicionais
ou evitar perdas inesperadas.

A finalizar, s6 a indicacdo de que o modelo primitivamente escolhido para apoiar este
trabalho é o de Hilli et al. (2007). Se algum dia os dados ficarem disponiveis sera um

bom trabalho futuro tentar a sua implementacdo no mercado portugués.
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