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SARA LOPES SISTEMAS DINAMICOS E SERIES TEMPORAIS
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SARA LOPES SISTEMAS DINAMICOS E SERIES TEMPORAIS 1 INTRODUCAO

1 Introducao

Quando se pretende estudar em detalhe o comportamento de um sistema em
muitas situacoes apenas se tem acesso a evolugao no tempo de certas medicoes sobre
as variaveis que compoem esse sistema. Se considerarmos que as observacoes destas
medicoes podem ser representadas por uma série temporal e que esta representa a
trajectoria de um dado sistema dinamico, torna-se entao importante compreender
que propriedades do sistema global conseguimos obter através da analise da série
temporal.

Uma das técnicas de analise de séries temporais que tem como objectivo obter
informagcoes sobre variaveis nao observaveis é a chamada Reconstrucao do Espaco de
Fases que tem por base principios provados por Takens - Teorema do Mergulho de
Takens-1981. Este teorema permite reconstruir um espaco de fases m-dimensional
similar ao espaco de fases original a partir de medicoes de uma tunica variavel e
este espaco reconstruido apresenta uma suave variacao de coordenadas em relacao
ao espago original (preservando os invariantes geométricos do sistema, tais como os
expoentes de Lyapunov).

Neste trabalho analisa-se em detalhe a demonstragao do Teorema do Mergulho de
Takens ( Takens Embedding Theorem) e para isso é necessario ter presentes algumas
definicoes de topologia diferencial e de sistemas dinamicos inerentes & compreensao
dos métodos utilizados. Essas defini¢oes, bem como alguns resultados a que se
recorre ao longo da demonstracdo encontram-se nos Anexos.

Na seccdo 2 demonstra-se o Teorema do Mergulho de Takens seguindo [2]| e
extende-se o resultado provado num contexto mais geral. Na seccao 3 estuda-se
uma implicagao do teorema relativamente aos expoentes de Lyapunov do sistema
reconstruido através das medicoes do sistema original. Finalmente, na seccao 4,
apresentam-se algumas metodologias utilizadas na pratica para obter informacao

util sobre o sistema original através da reconstrucao do espaco de fases.
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2 Teorema de Takens

Denote-se por Diff*(M) o conjunto dos difeomorfismos em M que sio k vezes
diferenciaveis e por C*(M,R) o conjunto das fungoes C* de M em R. As restantes
defini¢oes utilizadas no enunciado e na demonstracao do Teorema de Takens podem

ser encontradas nos Anexos.

Teorema 1. (Teorema de Takens) Seja M uma variedade diferencial compacta de
dimensdo m. Para um par C-genérico (¢,vy) tal que ¢ € Diff (M), y € C*(M,R),

a aplicacao
preas Dy, o M — R

Do) (@) = (y(2), y(¢(2)), Y(¢*(2)), ... y(™" ()

¢ um mergulho.

Observacgao: Uma vez que o conjunto Diff?(M) x C?(M, R) ¢ denso em Diff* (M) x
CY(M,R) , ver [1], na demonstragao iremos considerar que o par (¢,y) pertence a
Diff?(M) x C?(M,R) para provar o resultado enunciado no Teorema 1.

De uma, forma simplificada o que o Teorema de Takens nos diz é que se tivermos
um sistema dinamico que depende de m variaveis, e se escolhermos uma fungao de

medicao para esse sistema e com essas medicoes construirmos os vectores:

(y(x), y(p(x)), y(*(x)), .., y(¢*™(2))
(y((x), y(@*(x)), .. y(@*™ ' (2))

podemos reproduzir a dinamica do sistema original.

Este resultado é surpreendente uma vez que podemos simplesmente observar
ao longo do tempo uma das variaveis do sistema e escolhendo adequadamente a
dimensao dos vectores de reconstrugao, conseguimos compreender a evolugao do

sistema de m variaveis, como ilustra a figura seguinte:
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Figura 1: Teorema de Takens

O Teorema afirma ainda que o conjunto dos pares (¢, y) que tornam a aplicacao
de delay ®(4,) um mergulho ¢ um subconjunto genérico de Diff' (M) x C*(M,R).
Na prética isto significa que, embora ® 4,y nao seja um mergulho de M para todos
os pares (¢, ) € Diff' (M) x C*(M,R), dado um par (¢, y) para o qual a propriedade
falhe podemos escolher um par (¢', ') arbitrariamente préximo tal que (4, seja
um mergulho de M em R?*™*!, Tsto &, basta uma pequena perturbacao ao par inicial
para que a propriedade se verifique.

Note-se ainda que o teorema garante que temos um mergulho se a dimensao dos
vectores de reconstrucao for igual a 2m + 1, mas podemos ter uma boa reproducao
do sistema original se essa dimensao for inferior. Por exemplo, no caso do atractor
de Lorenz, conseguimos reconstruir a dinamica originada por 3 variaveis através de
vectores de reconstrugdo de R? com observagoes de apenas uma das variaveis [9)].

As figuras seguintes apresentam uma trajectoria do sistema (& esquerda) e a
reconstrucao da trajectoria utilizando apenas as observagoes da segunda coordenada

(a direita).
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Figura 2: Atractor de Lorenz e Reconstru¢aoom o = 10p = 285 = 8/3 » = 8 5t = 0.01)

Teorema 2. (Teorema de Takens V2) Seja M uma variedade diferencial compacta

de dimensiao m e ¢ : M — M um difeomorfismo C? com as sequintes propriedades:

1. Existe um numero finito de pontos periddicos de ¢ com periodo menor ou iqual

a 2m,

2. Se x é um ponto periddico com periodo k < 2m entao os valores proprios da

derivada de ¢* sdo todos distintos.

Entdo para y € C*(M,R) genérico, a aplicagio

Do) (@) = (y(2), y(¢(2)), y(¢*(2)), .. y(™" ()

€ um mergulho.

Iremos primeiro demonstrar a versao 2 do teorema e apos este estar estabelecido

generalizamos os resultados por forma a obter a versao 1.
2.1 O conjunto das fungoes de medicao é aberto

Pretendemos mostrar que o conjunto das fungoes de medicao y que tornam a
aplicacdo ®(4,) um mergulho de M, é um conjunto aberto.! Para isso comegamos

por demonstrar que a aplicagao F, definida por:

F: C*(M,R) — C*(M,R*"™)

F(y) = P(o(2) = (y(2), y(6(2)), y(¢* (@), ... y(6™" (2)))

¢ continua.

'na topologia C*
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Proposicao 3. A aplicacio F(y) = P4y = (y,y 0 d,y 0 ¢?, ...,y 0 ¢*™) € continua.

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em trés lemas: primeiro mostramos que
a aplicacao y — y o ¢ é continua, de seguida mostra-se por inducao que a aplicacao
y — y o ¢" é continua e finalmente concluimos que F é continua.

Lema 1: A aplicacio Fy : C*(M,R) — C?*(M,R) definida por y — yo¢ € continua.

Seja {(U;, hi),i € A} um bom atlas finito de M e seja W; = h; ' B(1). Pretende-
mos mostrar que existe uma vizinhanga N () = (), N*(y, (Ui, hi), (R, id), W, €) de
y tal que se J € N(e) entdao Fy(7) € N =, N (yo ¢, (U, hy), (R,id), W;,€) .

Os conjuntos {W;,i € A} formam uma cobertura de M e como ¢ é um difeomor-
fismo, também os conjuntos {¢~'W;,i € A} e {7 W;NW;,4,j € A} sao coberturas
de M.

Como as funcgoes Dhiqﬁhj’l c oW, N Wj — R™*™ 530 continuas, tém dominio
compacto e sdo em numero finito, existe uma constante A tal que ||Dhigbhj_1|| <A
para todo o i,j € A

Seja x € W;, logo © € ¢~ 'W; N W; para algum i € A e seja 2’ = ¢(x) € W, e
escolha-se € < min{¢, %}

Entao: R 1 1 ~ /
[y 0 ohy~(hjz) =y o ohy(hyx)| = [y(z') — y(2)] =

— G0 ohi (') — yo by ()| < e < €
e
|DG o ¢hy (hjx) — Dyodhy* (hjx)|| = | Dyh; ' hi¢hS ' (hjx) — Dyhi ' hiphy ! (hjz)| =
= | Dgh; (hia') Dhyoh ! (hjw) — Dyh; " (hia') Dhiohy* (hya)|
< ||Dgh; ' (hia') — Dyh; " (hia')|[I| Dhih;* (hjz)|| < €A < €
Logo yo ¢(x) € N e portanto F; é continua.
Lema 2: A aplicagio F, : C*(M,R) — C?(M,R) definida por (y,p) — yo ¢™ : é
continua.
Sabemos que é verdade para n = 1 e pretendemos mostrar que se y o ¢" 1 é

continua entao y o ¢" é continua. Temos yo ¢" = (yo ¢" 1) o ¢ que &, por hipotese,
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uma composicao de aplicacoes continuas e por isso ¢ uma aplicacao continua.
Lema 3: A aplicagio F(y) = Py = (y,y 0 ¢,y 0 ¢, ...,y 0 $*™) é continua.

Escrevendo F =T o F onde F = (Fy, Fi, ..., Fy,) e
T : [C2(M, R — C2(M,R*™) ¢ a aplicacdo que transforma o conjunto de
2m—+1 funcoes reais no vector de dimensao 2m+1 cujas componentes sao as funcoes
reais.

Pelo lema anterior sabemos que F' é continua; logo, apenas temos de mostrar
que T é uma aplicacao continua, o que faremos demonstrando que para cada con-
junto de fungoes (fo, f1, .., fom) em [C?*(M, R)]MH, para toda a vizinhanca N
de T(fo, f1,-, fom) = [ existe uma vizinhanca N(e) de (fo, f1,..., fom) tal que
TN(e) C N.

Seja {(Ui, hi),i € A} um bom atlas finito de M, W; = h; ' B(1). Dada qualquer
vizinhanga N em C?(M,R*™*1) de f existe uma vizinhanga da forma

ﬂNl(f, (Us, hy), (R*™ 1 id), W, €') contida em N

2m
Tome- se N (e) ®ﬂ/\/1 fis (Ui, by), (R, id), W, €) e seja
7j=1 1
(ﬁ),ﬁ, ,fgm) e N (e), f: T(ﬁ),fl, .. fgm) exeW,.
Entao:
2m
(it (hia)—f R (i) < Z b (i) = fih (ha(w))| < 3 e = (2met1)e < €
e ainda 7=
2m
IDFh;* (hi(x))—D fhy! |<Z||ij hi(w))=D fih; (ha(x))]| < D e <€
=0
Logo f € N e T é continua. O

Considere-se agora o conjunto S das aplicagoes C?, f : M — R?*™! que sao
mergulhos de M. Este conjunto é aberto em C?(M,R*"*!) |3], logo como F é
continua obtemos o resultado pretendido: F~1(S) = {y € C*(M,R) : F(y) € S} ¢é

um conjunto aberto.
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2.2 O conjunto das fungoes de medicao é denso

Para mostrar que o conjunto de fungoes de medicao y que tornam @4,y um
mergulho ¢ denso temos de mostrar que para cada y € C?(M, R) qualquer vizinhanga
de y contém uma funcao y’ para a qual a aplicacdao de delay é um mergulho. Para
isso é suficiente encontrar um bom atlas de M e mostrar que para qualquer € se
tem y' € N, N'(y, (U, hy), (R,id), W;,€) com y' € C*(M,R) e tal que ®(4,) é um
mergulho de M .

Iremos construir explicitamente um 3y’ adequado somando func¢oes a y:

N
v =y+ ) ap) (2.1)

j=1
onde N é finito, a; € R e ¢; : M — R fungdes C*°. Ajustaremos y’ varias vezes por
forma a dotar, a cada ajustamento, y’ com alguma propriedade desejada. Temos na-
turalmente de garantir que cada um dos ajustamentos ¢é possivel e que a medida que

dotamos ¥’ de novas propriedades conseguimos preservar as propriedades anteriores.

Lema 4. Sejay € C*(M,R) evp; : M - R,j=1,.... N fungées C=, com N finito.
Seja a = (ay,...an)t € RN. Para cada vizinhanga N de y existe algum § > 0 tal

que se |lal]| < 0 a fungdo definida por

N

V=y+> aa

j=1
pertence a N.
Demonstragao. Seja {(U;, h;),i € A} um bom atlas finito de M e seja
Ny Ny, (Ui, hi), (R,id), W;,e) C N. Para cada j, 1 < j < Nei € A a fungdo
(O W,; — R & continua com dominio compacto e por isso existe uma constante B

tal que |¢;| < B.

Temos assim :
N N N

b (i) — yhi (i) = | ageshi (i) < gl ()] < B Jay]
j=1 Jj=1 Jj=1

De forma andloga como Dvjh; 530 funcdes continuas podemos utilizar os mes-
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mos argumentos e obter:

N
1Dy’ hi7! (hiw) — Dyhi ™ (hix)|| < B'Y  lay|
j=1
E assim podemos concluir que se ||a|| < § entdao y' € N. O

Pretendemos agora construir fungoes de medigao ¢’ da forma (2.1) que originam
aplicacoes de delay que sao mergulhos de M fazendo sucessivas alteracoes a iy’ que

a dotam de propriedades que se verificam em partes de M sucessivamente maiores.
2.2.1 Mergulho de Pontos Peri6dicos

Seja Py, o conjunto dos pontos peridédicos de ¢ com periodo menor ou igual a
2m. Quando tentamos mergulhar M em R*"*! através de uma aplicacdo de delay
os pontos periddicos com periodo menor ou igual a 2m criam problemas pois para
estes pontos as coordenadas das suas imagens por 4 ) serao iguais. Em particular,
para pontos fixos de ¢ todas as coordenadas sao iguais e portanto ® nao serd um
mergulho. Por exemplo, se ¢ for a identidade, isto &, ¢(x) = = entdo P4y (z) =
(y(z),y(x),...,y(x)) e portanto ®(4,) nao serd um mergulho de M qualquer que seja
a funcao de medicao escolhida.

Impoe-se no Teorema 2 que o numero de pontos periédicos de ¢ com periodo
menor ou igual a 2m seja finito, i.e, que P, € um conjunto finito e assim temos que
para qualquer ponto x; € P, existe uma sua vizinhanca que nao contém nenhum
outro ponto de Ps,,.

Por forma a garantir que nenhum destes pontos periddicos tem a mesma imagem,
isto ¢, que @ seja uma funcao injectiva em P, temos de ajustar y de forma a que
tome valores diferentes para diferentes pontos e fazemos esse ajustamento utilizando
funcoes bump :

Sejam x1, Ty € Py, para os quais y toma o mesmo valor e sejam (U, h;) as cartas

que contém x; com hyxy o centro de B(3) e defina-se a funcao ¢ : M — R por

10



SARA LOPES SISTEMAS DINAMICOS E SERIES TEMPORAIS 2 TEOREMA DE TAKENS

A(hiz) para o hi'B(3
by 4 M) paraa € hiBE)

0 C.C

onde A : R™ — R é uma funcao bump com suporte em B(3) e igual a 1 em B(1).

Logo se definirmos ¥ = y 4+ ay) com a € R temos que y'(z1) # y'(x2) (diferem
por a).

Utilizando o mesmo tipo de argumentos podemos tratar o caso em que mais do
que dois s tém a mesma imagem (nesta situagao teriamos de fazer mais do que uma
alteracao), e desta forma conseguimos encontrar uma fun¢ao de medigao y injectiva
em Py, 0 que implica que para y genérico, ®4,) € injectiva quando restringida a
Ps,,.

Pretendemos agora mostrar que ®4,) ¢ uma imersao em P, e para isso temos
de garantir que D<I>(¢,y)h[1(hixi) tem full rank em todo o x; € Psy,.

Considerem-se primeiro os pontos fixos de ¢:

Imersao dos Pontos Fixos: Seja x; um ponto fixo de ¢ entao a k-ésima coluna

da matriz D® g h; ' (hyx) &
Dy¢" *hit (hyzy) = Dyhy' (hiz)Dhy ¢ hit (hyzy)
e se escrevermos v = Dyh;*(hyx) e J = Dhy¢hy*(hy71) obtemos:
Dy¢" hit (hyzy) = vJ*!

Pretendemos entao mostrar que o conjunto {v,vJ,vJ? ..., vJ?*™} contém m vec-
tores linearmente independentes e como por hipétese J tem m valores proprios
distintos \; com j = 1,...,m e consequentemente m vectores proprios linearmente
independentes e; com j = 1,..., m. Expressando o vector v como uma combinagao li-
near dos vectores proprios de J, i.e, v = Zj aje; logo para cada j temos: e;J = Aje;
logo se v =} . aje;j entdo : vJ =) aje; ] =3 ajhe;.

Na base B = {ej, s, ..., e, } 0s vectores {v,vJ, vJ?, ...,vJ*"} podem ser repre-

sentados pela matriz seguinte:

11
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O-/l a2 ) am
A agde o Qg (2 2)
QAT I A2

Se considerarmos apenas as primeiras m linhas da matriz anterior temos que a carac-
teristica dessa matriz serd igual m se e s6 se o seu determinante for nao nulo. Uma
vez que o determinante pode ser visto como uma funcao polinomial dos coeficientes
da matriz em R isto é: det : R™ x R™ — R entao, ou a funcao ¢é identicamente igual
a zero ou os seus zeros formam um conjunto finito.

Por forma a mostrar que o determinante nao é identicamente igual a zero pode-
mos escolher (aq, ag, ..., ) = (1,1, ..., 1) e obter assim uma matriz de Vandermonde

(que tem full rank).

1 1 1
)\1 )\2 ce )\m

Note-se que a matriz quadrada que se obtém ao escolher as primeiras m linhas da
matriz (2.2) e a que é obtida escolhendo as m primeiras linhas de D® 4, b1 (h121)
sao matrizes semelhantes, o que implica que tém a mesma caracteristica.

Desta forma mostrou-se que o conjunto de vectores v para os quais a derivada de
P4,y tem full rank é aberto e denso em R™ e podemos encontrar v’ tal que a dife-
renga a = v’ —v tem norma arbitrariamente pequena e o conjunto {v,v'J?, ..., v’ J*™}
forma uma base de R".

Suponha-se agora que y ¢ uma func¢ao de medigao para a qual @4, nao é imersiva

12
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em z7. Se definirmos as fungoes C* ¢, : M — R 1 < j < m como

bi(z) = pi(x)A(hx) para = € h{'B

0 c.c

onde p; : Uy — R é a i-ésima funcao coordenada de h; e

Y (r) =y(x) + Z ;i ()

entdo temos Dy'hi ' (hix) = Dyhy'(h12) +a uma vez que g:f; (u) = ;) com u = hyx
e ur ¢ a k-ésima coordenada de w.

Escolhendo a com norma arbitrariamente pequena entao conseguimos encontrar
y numa vizinhaca de y tal que {Dy'h;* (hyz)J*, k = 1,...,2m} forma uma base de
R™ e tal que @4,y ¢ uma imersao de z;. Uma vez que o niimero de pontos fixos de

¢ é finito, entao precisamos apenas de um nimero finito de ajustamentos a y por

forma a garantir que temos uma imersao de todos os pontos fixos.

Imersao dos Pontos Peridédicos: Considerem-se agora x; e x5 pontos periddicos
tais que ¢(z1) = 9 e ¢(x2) = 1. Como x1 # x2 podemos encontrar conjuntos aber-
tos disjuntos que contém x; e x5 homeomorficos a bolas abertas By e By centradas
em hy(z1) e ho(xs).

Analise-se a questao de imersividade em z1, isto é, o rank de D<I>(¢7y)h1’1(h1x1),

cuja 27 + 1 - ésima coluna é igual a :
Dy¢® hit(hyx1) = Dyhy *hi¢* hi' (hizy) = Dyhy' (hiwy) Dhi¢® by H(hyoy) = vJ'
e a 2i-ésima coluna é:
Dy¢*~'hi'(lx1) = Dy¢* ¢~ ' by (1) = Dy¢™ by (1) D¢ by (haay) = wJ*

pois 1 = ¢?(x1) e onde se define J* = Dhi¢*h{*(hiz1), v = Dyhi'(hiz1) e
w = Dy¢~'hit (hay).
Queremos agora averiguar se {v,wJ,vJ, wJ?, ..., wJ™ vJ™} contém m vectores

linearmente independentes e tal como anteriormente se escrevermos v e w em termos

13
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dos vectores proprios de J temos:
— 0. — o (- N2k, [
v =) ;aje; ew =) Be; e podemos escrever v.J* = 3 . a;A"e; e wt =

> BiNite;
Nesta base D® 4 ,)h; " (hiz) toma a forma:

al az ) am
Bl)\l 62)\2 te Bm)\m
A1 agde ot Ay,
Bl)\l 52)\2 e Bm)\m
A A" aA e agp A

e se rearranjarmos as colunas podemos ter:

aq Q2 e (a77%%
AL e Ay,
A A" agAY e agp AT
Bl)\l B2)\2 e Bm)\m
| SIAT BaAs e B

Se agora eliminarmos as ultimas linhas obtendo uma matriz quadrada, se as
primeiras m linhas forem linearmente independentes, entao o determinante da matriz

m X m sera diferente de 0.

Se escolhermos : (aq, g, ..., am, B1, Boy oy Bm) = (L, 1, .. 1, BY, Bs, .., B,
com f1, 55, ..., B, fixos obtemos uma matriz de Vandermonde que ja sabemos nao
ter determinante igual a zero.

Assim o conjunto de pares (v, w) para os quais a derivada tem full rank é aberto

e denso em R™ xR™ e podemos encontrar v’ e w' tais que ||(v,w) — (v, )| &
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arbitrariamente pequena e que o conjunto {v’,w’, v'J* w'J? .. v/ J™ w'J"} forma
uma base de R™.
Suponha-se agora que y ¢ uma funcao de medi¢ao para a qual ®4 ) nao é imersiva

em x1. Podemos definir ¥, : M - Re x; : M - R1 <7 <m como :

J ) (hiz ara ¢ € h{'B
U, (x) = pri(z)A (i) p 1 D1

0 C.C

poi(z)A(hox) para x € hy'B
e yilz) =
0 c.C

onde . ; € a i-ésima funcao coordenada de hy, k =1,2 e

m m
y(@) =y() + Y ali(z) + > bixi(x)
i=1 i=1

Pretendemos agora mostrar que existem vectores a e b com norma arbitraria-
mente pequena tal que @4,/ é imersiva em 2.2

Temos Dy'hy ' (hizy) = Dyhy*(hi71) + a = v + a entdo escolhemos a = v — v’ e
Dy ¢~ hit(hix1) = Dy'hy t(hoxo) Dha¢'hi* (hizy) = (Dyhs '(hoxo)+b)A = w+bA
onde A = Dhy¢~thi*(hiz1) é uma matriz invertivel (pois ¢ ¢ um difeomorfismo) e
podemos escolher: b = (w' — w)A™",

Estas escolhas para a e b tornam @4, uma imersao em z; e uma vez que
podemos escolher a norma de (v —v', w — w’) arbitrariamente pequena, também as
normas de a e b serao arbitrariamente pequenas.

Estes argumentos podem ser estendidos por forma a cobrir todos os pontos pe-
riodicos de ¢ com periodo menor ou igual a 2m, i.e, para ao fazer uma sequéncia de

ajustamentos a y podemos construir uma fun¢ao de medicao ' tal que (4, seja

uma imersao em todos os pontos em P,,,.

2Note-se que como Bj e B sdo disjuntos entdo nao existe nenhum ponto z tal que ¥;(x) e
X;j(z) sejam simultaneamente nao nulos.
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Imersao numa Vizinhanga Compacta de P, Uma vez que &y, é uma
imersao de P, pelo Teorema 22, conseguimos encontrar uma bola de raio r; e
centro em x; b;(r;, x;) de cada ponto = € Py, tal que ® 4,y seja um mergulho dessa
vizinhanca de x;.

®(4,) € uma imersao na uniao destas bolas e é injectiva em cada bi(r;, ;) mas
podemos ter @y ) (0i(75, ;) (| Loy (bj(15,2;)) # 0 com i # j. No entanto, como
®4,) € continua, se tomarmos raios mais pequenos, 7;, podemos encontrar bolas
mais pequenas cujas imagens nao se intersectem e assim @4,y serd uma imersao
injectiva na uniao destas bolas mais pequenas.

Considerem-se agora bolas fechadas b;, de centro em x € Py, raio % (tal que b;
é um subconjunto das bolas abertas mais pequenas referidas no ultimo paragrafo) e
seja V, = |, b; que é um conjunto fechado e por isso é uma vizinhanca compacta de
Pam entao podemos concluir assim que @4, € uma imersao injectiva deste conjunto

compacto.
2.2.2 Imersao de M

O proximo passo da demonstracao consiste em mostrar que em qualquer vizi-
nhanca de y, denote-se por U,, podemos encontrar uma outra funcao de medigao
que da origem a uma imersao de toda a variedade M.

A estratégia é a seguinte: comegamos por cobrir M com conjuntos compactos
e mostrar que fazendo alteracoes arbitrariamente pequenas na funcao de medicao,
podemos produzir um delay map que é uma imersao num destes conjuntos. Fazendo
um numero finito de perturbacoes conseguimos imergir todos os outros conjuntos

compactos (que sao em nimero finito pois M é compacta).

Construcao de um atlas adequado Tome-se um atlas arbitrario de M. Uma
vez que todos os pontos em P, se encontram num dominio de uma carta podemos
escolher outro dominio U] tal que: U] = U; Nb; e ajustando o sistema de coordena-

das (e tomando se necessario um dominio maior) conseguimos encontrar uma carta
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(Us, hi) com U; C b; e Uy = h; 'B(3). Podemos encontrar uma destes para cada
z; € Py, e cujos dominios das cartas sdo disjuntos. Se tomarmos W; = h; ' B(i)

entao {W, : x; € Pa,,} € uma cobertura aberta de Py,,.

Construcgao da Cobertura Compacta de M Considere-se agora o complemen-
tar de Py, PS que é um conjunto aberto. Para cada elemento deste conjunto, os
pontos {x,¢(z),...0*™(x)} sdo todos distintos. Logo podemos encontrar um con-
junto aberto U, C P que contém z tal que os conjuntos {U,, pU,, ...¢*"U,} sao
disjuntos. Podemos tomar U, como sendo um dominio de uma carta e encontrar um
sistema de coordenadas (U, h,) com U, = h;'B(3).

Finalmente temos uma cobertura aberta de M: {W, = h;1B(1) : z € P$ } U
{W; : z; € Py} e desta extraimos uma subcobertura finita (que contém todos os
conjuntos de {W; : x; € Py, }).

Sejam W;, 1 < i < k os conjuntos que contém os pontos periédicose W, k < <1
os conjuntos contidos em PS . Por construgdo, @4,y ¢ um mergulho do conjunto
compacto Ule W,. Falta-nos portanto ajustar a funcio de medicdo de forma a que

seja uma imersao nos restantes W,’s.

Imersao dos Conjuntos Compactos Seja i o menor indice maior que k para
o qual ®(4,) falha em ser uma imersao de W;. Seja x um elemento de U; e sejam
pi U — R, j=1,...,m as fun¢des coordenadas de h;, i.e, hjx = (i, ..., i) €
seja u = hix e u; = p;x.

Entao a matriz Jacobinana de ®,,) em h;x é:

[ oyh () oyh (u) |
Cow Ouy
Aydhy;* (u) Aydh;* (u)

Oouq o Oy,
Ay¢*™h;  (u) Ay¢*™h;  (u)
L ouy o Oy, J
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Para algum u € h;W;(= B(1)) esta matriz ndo tem full rank: temos de a tornar full
rank através de perturbacoes em y. Em cada uma das alteracdes modificamos uma
e apenas uma coluna da matriz tornando-a linearmente independente das colunas a
sua esquerda. Ao fim de um méaximo de m alteracdes obtemos uma matriz com full
rank.

Suponha-se que as primeiras s colunas de D® 4,y sao linearmente independentes
para todo o u € B(1). Defina-se como habitualmente A : R™ — R uma funcio bump

igual a 1 em B(1) com suporte em B(2). Defina-se também v : M — R como

entdo ¥ (x) = psi1(z) se x € Wy, ¥ tem suporte em U; e 1) o ¢~/ tem suporte em
' U;.

Defina-se agora ¢; : M — R como ¢); = o ¢ 7 para 0 < j < 2m. Os Yjs tém
suportes disjuntos.

Construimos a funcao de medicao v/ =y + Z?Za aj1t;

Desta forma, para u € h;W;, ¢*h; ' (u) € ¢*U; temos que,
Y&h () = yothiH(w) + apn (0 T (W) = Yot hy (u) + apps (B (u) =

= yﬁbkh;l(U) + Qp1Usy1

ay/¢khi—1 ay¢kh2—1
e portanto u) = (w) + apgq.
P 8U5+1 ) aus—H \ ) s

Uma vez que sabemos como ajustar a s + 1-ésima coluna da matriz Jacobiana
pretendemos saber como é que através de uma perturbacao arbitrariamente pequena

a tornamos linearmente independente das s colunas a sua esquerda.

Lema 5. Seja M, ., o espaco das matrizes com n linhas e m colunas. O conjunto

das matrizes (m x n) com full rank é aberto em M, x,.

Seja Js(v) a matriz formada pelas primeiras s colunas de D®, .,y em = € U;.

Entdo, por hipotese, para x € W, , Jy(x) tem full rank. Note-se que J, é uma funcio
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continua de U; para o espaco das matrizes de dimensdo (2m+1) X s entao pelo Lema
5 existe um conjunto aberto X C U;, com W; C X tal que para todos os pontos em
X as primeiras s colunas da matriz D® 4,y sao linearmente independentes.

Denote-se a coluna s da matriz Jacobiana de ®,) por [D(ID(Qy)]S e defina-se
agora a funcao S : R® x X — R?m+!

()\17 )\27 teey >\S7 ZU) — Z )\.7 [Dq)((ﬁay)]y - [Dq)(¢7y)]s+1

J=1

com s < m de forma a que R® x X tenha dimensao inferior a R*™*!,

A funcdo S é C! uma vez que y e ¢ sio C? e segue entdo do Lema 19 que o
complementar de S(R* x X) é denso em R?*" ! e podemos entao escolher um vector
a € R?™! com norma arbitrariamente pequena tal que a € S (R® x X).

Note-se que S(R* x X) é o conjunto dos vectores, a € R*"*! que verificam :

0= N [DPy) = [DPioy]™ & at [DD,]"" =Y N [DPs))
j=1

j=1

logo escolhendo a ¢ S(R® x X) conseguimos obter uma matriz com caracteristica
s+ 1 e seguindo este esquema as vezes necessarias obtemos uma funcao de medicao
y' que da origem a um delay map que é uma imersio de W; (e também de Ujf:l W;)
e pelo lema 4 podemos encontrar uma funcao de medi¢ao em N que é uma imersao
de qualquer W] com j < i. Repetindo o argumento para W, 1, ao fim de algumas
iteracoes teremos encontrado uma imersao de toda a variedade M.

Uma vez que @4,/ ¢ uma imersao de M entdo para cada r € M existe uma
vizinhanca de z, N, tal que ®(4,y é um mergulho de N, pelo teorema 22, e se
notarmos que M & um espaco métrico podemos encontrar uma bola fechada 3,
centrada em x tal que 5, C A,. Os interiores destas bolas formam uma cobertura
aberta de M (uma vez que para cada x ha uma bola B, que lhe corresponde) e
a partir desta cobertura podemos extrair uma subcobertura finita. A coleccao de
bolas fechadas correspondestes {3, : 1 <4 < n'} forma uma cobertura compacta e
cada um dos seus elementos ¢ mergulhado por ®4 .

Se seleccionarmos uma destas bolas o conjunto das fun¢oes de medicao que dao
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origem a um mergulho é aberto logo o conjunto de func¢oes de medicao que dao
origem a mergulhos de todas as bolas, denote-se por LI;, ¢ um aberto uma vez que é
a interesecgao finita de conjuntos abertos. U é uma vizinhaga de y' e como y' € U,
podemos tomar U, C U,.

Note-se que as fungoes em U, dao origem a mergulhos de cada uma das bolas
individualmente e nao sao necessariamente as funcoes de medicao que dao origem a

n

mergulhos de UBl

Agora, pelé):iema de Lebesgue sabemos que existe € > 0 tal que a bola fechada
de raio € centrada em qualquer ponto de M esta contida no interior de 5, para pelo
menos um 4. Segue-se que cada e-bola ¢ mergulhada por @4,y € também por todas
as aplicagbes @47 com y € U,

Se denotarmos a métrica em M por p podemos resumir estes resultados através

do lema seguinte:

Lema 6. Se y € U, entio @z € uma imersio de M, um mergulho de V, e

Py (x) # Py (a') sempre que x # 2’ e p(x, ') < e.
2.2.3 Mergulho de Segmentos de Orbita

Para cada * € M seja o conjunto de pontos {,dz,...,*"x} é o segmento de
orbita de x. Como vimos anteriormente orbitas periddicas podem criar problemas
quando tentamos encontrar um mergulho e por razoes semelhantes os pares (x, )
onde x’ pertence ao segmente de Orbita de x podem ser também problematicos
uma vez que nao podemos alterar as coordendas de @, ,)(x) sem alterarmos as
coordenadas de ®4 ) (2’). Sao especialmente problematicos os pontos que pertencem
a uma orbita com periodo menor ou igual a 4m pois podemos ter x = ¢’z para
algum 0 < j < 2m e 2/ = ¢’z para algum 0 < i < 2m.

Tendo em conta estas observacoes trataremos nesta seccao o caso da injectividade
apenas nos segmentos de orbita e na secgao seguinte extendemos a injectividade para

toda a variedade M.
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Lema 7. Sejay tal que @4, € uma imersao injectiva em V. Em toda a vizinhanga
de y' em C*(M,R) existe uma funcao, y" tal que para todo o x € M e j tal que

1< < 2m, Boyn(a) # o (72) a nio ser que z = ¢iz.

Demonstracao. Iremos ajustar a funcao y’ para cada j para o qual o lema nao se
verifique. Tome-se j nessas condicoes e defina-se o conjunto S = ﬂf;no OV,5.

Para cada z € S e 0 < k < 2m temos ¢*z € V, e como ja estabelecemos a
injectividade em V), o lema verifica-se em S.

Seja T o fecho do complementar de S, uma vez que S é uma vizinhanca de
Poy, entao se x € T temos que x € Py, e {z, 01, ..., ¢} sdo todos diferentes e
podemos por isso encontrar um conjunto aberto, U,, tal que Uy, ¢U,, ..., $*™U, sdo
todos conjuntos disjuntos.

Temos agora de considerar dois casos:

Se x nao é um ponto periédico com periodo entre 2m + 1 e 4m e neste

caso podemos encontrar U, tal que U,, ¢U,, ¢*U,, ..., »*™U, sao todos disjuntos,
e como habitualmente, podemos assumir que U, é o dominio de um bom atlas:
h,U, = B(3) e W, = h;'B(1)

Se x é um ponto periddico com periodo k, com 2m + 1 < k < 4m, neste

caso encontramos U, tal que Uy, ¢U,, »*U,, ..., #* 71U, sdo todos disjuntos e tomamos
U, como sendo o dominio de um bom atlas. Definimos também X, = W, [ ¢ *W,
(este conjunto é aberto e nao vazio uma vez que x € W)

Por forma a simplificar a notacao para o Caso 1 escrevemos X, = W,.

Assim temos:

e No Caso 1 e Caso 2 quando k > 2m-+j nenhum dos conjuntos ¢*" ' X, ..., *" X,

2m
intersecta U HU,
1=0

e No caso 2 se k < 2m+j nenhum dos conjuntos ¢*" 1 X,, ..., o* "1 X, intersecta
2m

Jd'U, e ¢°X, € W,, "X, C 6W,, .., "X, C ¢#"+i+X,

=0

3Interseccdo dos pontos x € M tais que ¢’z € Vy, para ¢ = 0,...,2m que é a vizinhanca dos
pontos peridédicos com periodo menor ou igual a 2m
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Da colec¢ao {X,,x € T'} extraimos uma cobertura finita de 7', {X;,i = 1,..., N}
com (U;, h;) as cartas correspondentes.

O procedimento agora é o seguinte: Faremos ajustamentos a ¢’ de forma a que a
propriedade descrita no lema se verfique em todos os pontos de um dos X/s. A cada
novo ajustamento estabelece-se o resultado em mais um destes conjuntos e como
esse ajustamento pode ser feito arbitrariamente pequeno conseguimos preservar as
propriedades obtidas pelos ajustamentos anteriores. Ao fim de um namero finito de
ajustamentos, o lema sera verdadeiro para todo o T'.

Suponha agora que X; é o préximo conjunto para o qual pretendemos que o lema

se verifique (para 1 < ¢ < i e todo o x € X;, Dy, (x) # Py (¢’x)). Defina-se

¥ : M — R como /\(h,(x)) se 1 € Ui
U(x) =
0 c.c
eW;: M —-RI1=0,1,...,2m como ¥; = Vo ¢! com suporte em ¢~'U;. Finalmente
definimos 2
y' =y + Z a\V,
1=0
e agora para todo o x € X; temos x € W, e ¢'z € ¢'W; para | = 0,1, ..., 2m logo:
y'(x) =y'(z) + ao
y'(0x) =y'(¢x) + o

y'(¢*x) = y'(¢°7) + as

y//(¢2ml.> — y/(CmefE) + Qo

Os valores de ¢’z dependem se se trata do Caso 1 ou do Caso 2:

’ Caso 1 ou Caso 2 com 2m +j < k ‘ os pontos ¢z, ¢, ..., ¢*™x pertencem a

»W,, (éﬁj+1Wi, ..., @*™ W, respectivamente, e os pontos ¢*"Flx, . .¢*™ Iz ndo perten-
m

cem a U #'U, logo
= v (@) = /(&) + o

() = o (627") + e

y”(¢2m+19€) — y’(qﬁQmﬂx)
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y'(@*mHx) =y (¢*" )

’ Caso 2 com 2m + 7 > k ‘ os pontos ¢z, ¢/ Tl ..., ¢*™x pertencem a

W, W, ..., $*™W; respectivamente, os pontos ¢*™ 1z, ...¢* 12 ndo pertencem
2m
a UgblUI e os pontos ¢*x, oF 1z, ..., ¢*™ g pertencem a W, oW, ..., o>+,

1=0
respectivamente, e assim:

y'(@x) =y (¢r) +q

y”((me:C) — y’(¢x2m) + Ao,

y'(@*m ) =y (¢ )

y//<¢k—1x) — y/(¢k—1x)

y”(gbkx) — y/<¢kx) + ap

y'(¢*"z) =y ($*" ) + ajrom-r
Iremos concentrar-nos no Caso 2 (o Caso 1 & semelhante).

Pretendemos mostrar que existe a = (ag, a1, ..., @2,,)T com norma arbitrariamente
pequena tal que @, (z) # Py (¢'x) para todo o x € W,. Note que para
qualquer z € W; temos:

Do) (1) = Poyn (1) = D) (1) = P(gr)(¢x) + Aa
onde Aa = (ag—aj, ..., A2m—j — Qam, Q2m—jt1, s Ak—1—1, Ck—j — Q0 -, A2 — A2t j—k)T-

Note-se que A é uma matriz (2m+1) x (2m+1) cujos elementos da diagonal sdo
todos iguais a 1, as suas linhas tém no maximo um elemento nao nulo para além do
elemento da diagonal e o mesmo ¢é verdade para as suas colunas. Basta portanto es-
colher as componentes de a por forma a que Aa # 0 e assim @4 1) () # P41 (P )
mesmo que Py () — Py (¢’ x) = 0 € podemos escolher ||a|| suficientemente pe-
queno e fazer uma série de ajustamentos a func¢ao de medigao em que cada um dos

ajustamentos estabelece a propriedade num dos conjuntos X;. Apenas precisamos
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de um numero finito destes ajustamentos para obtermos uma funcao y” tal que
P4y (x) # Py (¢ x) para todoo z €T,

Finalmente, como T é compacto, podemos fazer novos ajustamentos mantendo
as propriedades obtidas até ao momento e em particular podemos ajustar y” de
forma a que para todo o @ € T @4, () # Py (¢’x) para todo o 1 < j < 2m
e fazendo ajustamentos suficientemente pequenos conseguimos garantir que D gy

seja ainda uma imersao injectiva de V, O

Lema 8. Seja y” nas condicoes do lema 7. Entao, existe § > 0 tal que se x,x' € M,

v #a ep(Pa, ') < § para algum par 0 < i,j < k, entao $(4 () # Py ().

Demonstracao. Tome-se 9, — 0. Se o Lema nao fosse verdadeiro seria possivel
encontrar, para cada n, um par de pontos z, e z, x, # x, e inteiros i, e j,,
0 < 'in, Jn, < k, tais que p(¢"a,, ¢mxl,) < 0, € Py (2n) = Doy ().

Uma vez que M é compacta podemos encontrar subsucessoes {z,} e {z/,} com
limite = e 2’ respetivamente. Podemos ainda escolher uma subsucessao {i,} cujos
termos sdo todos iguais a ¢ e uma subsucessao {j,} cujos termos sao todos iguais a j.
Como ¢ ¢ continua temos ¢'x,, — ¢'r e ¢'z!, — ¢’a’ e como p(¢'w,, ¢’ z!) — 0 temos
que ¢’z = ¢’2’, o que significa que z pertence & orbita de 2/ . Mas também pela
continuidade de @4, temos que 4 my(x) = Py, (2") logo pelo lema anterior
concluimos que x = «’.

Uma vez que z, e z/, tendem para o mesmo limite, podemos encontrar n su-
ficientemente grande tal que p(x,,x)) < e. Mas assim z, # z., p(x,,z)) < € e

n

Py (x) = Py (2') 0 que constradiz o lema 6 O

Desta forma temos que a aplicagao @4, nao transforma dois pontos distin-
tos, com oOrbitas suficientemente proximas, na mesma imagem. Na seccao seguinte
tratamos a questao da injectividade para pares de pontos que estao separados por

maiores distancias.
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2.2.4 Mergulho de M

Considere-se o espaco produto M x M e A = {(x,z) : 2 € M} e a aplicagdo

(2, 27) = (Rgym (2) = Do ym ()

Entdo @4, (x) é injectiva se e s6 se a imagem de (M x M)\ A nao contém O.
Neste momento encontramos uma funcao de medicao y” tal que @4 ) ¢ uma imersao
injectiva de V, e @y, (2) # Py (2) se z,2’ € M, x # 2’ e p(¢'z, ¢'2’) < § para
algum 0 <1i,j5 < k.

O conjunto M \ intV, é compacto, tal como o conjunto Z definido por
Z = U2l (M \ intV)). ¢

Seja {U;,l =1,...N} uma cobertura finita de Z com as segintes propriedades:

1. Paracadal=1,.,Ne0<i,j<2m, ¢ UnNe¢ U =0 anao ser que i = j

2. Para cada [ =1,..., N o diametro de U; é menor que ¢

Construcao da cobertura:

Paratodoox € Z.x & Py, logo os pontos x, ¢~ 'z, ..., ¢~ >™x sdo todos distintos e po-

demos encontrar um conjunto aberto U, que contém x e tal que U,, ¢~ *U,, ..., d~2"U,

sao todos distintos. Assim a cobertura {U, : © € Z} verifica a propriedade 1 e ga-

rantindo que U, C b(z, g) verifica também a propriedade 2.

A partir de {U, : © € Z} extraimos uma subcobertura finita {U; : l =1,..N}
Construimos uma particao da unidade em Z subordinada a esta cobertura: sejam

Y M —R [ =1,...,N as fungoes na particao da unidade e definimos

N
ye=y"+> et
=1

para e € RV,

Iremos tentar ajustar y” por forma a que a imagem de (M x M)\ A sob

(2, 8") = By () — (g ym)(2)

seja afastada de 0 € R*™*! caso o contenha.

4¢' é continua logo transforma conjuntos compactos em conjuntos compactos e a unido finita
de conjuntos compactos é um conjunto compacto.
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Considere-se o conjunto W C M x M dado por
W ={(z,2): p(¢'(z),¢ () > b e (z,2') & intV, x intV,}

A ideia é mostrar que escolhendo um € apropriado, y. ird dar origem a um delay map
que leva T para R?*™+1\ {0} e para isso consideramos a aplicacdo ¥ : M x M xRY —

R2m+! definida por:

U(z, ', e, €n) = Po ) (7) = Pig 0 ()

e iremos investigar a imagem inversa de 0 sob W utilizando o Lema 21 e a submer-
sividade de ¥ e em seguida argumentar que utilizando y. temos uma aplicacao de
delay injectiva em M.
Submersividade de ¥:® Queremos mostrar que rankDW¥ = 2m + 1.

Temos de estabelecer a submersidade de W em todos os pontos do conjunto W x 0
e para especificar a derivada de ¥ temos de escolher um atlas para M x M x RV,
Seja {(hy,V,) : p € A} um atlas de M, entao {(gpq,Vp X Vy x RY) : p,q € A} com
Gpg(z, 7' €) = (hy(x), hy(2'),€) € um atlas para M x M x RY.

Utilizando estas cartas e escrevendo hy(z) = u e hy(z') = v’ podemos decompor

a derivada da seguinte forma:

DWg,4(u,u',0) = [ DOyymh, ' (z) | —DRynhy (2) | Alx) - Ala') ]
0y 1y
onde A(z) é uma matriz (2m+1)x N com elemento genérico A; () = a—(u) =
€1

bt hyH(u) = i ().

Pretendemos mostrar que se (z,2') € W entdo as colunas de DWg ! (u,u/,0)
formam uma base de R?™*1,

Iremos para isso mostrar que A(z) — A(z’), que sdo as matrizes que sdo afectadas

pela modificagdo de y” para y. tem 2m + 1 colunas linearmente independentes.

5Se ¥ é submersiva ¥ : M — N entdo rankDV¥ = dim N
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1° Mostrar que cada uma das colunas de A(z) — A(2’) tem no maximo
um elemento nao nulo

Se para algum [ existissem diferentes i e j tais que A;;(z) — A;;(2) e Aji(x) —
A, (2") fossem ambos nao nulos entdo para isso seria necessario que pelo menos um

elemento de {4;;(z), A;;(z')} e um de {A4;,(x), A;,(z')} fosse ndo nulo. Mas

A;i(x), Aji(x) ndo podem ser ambos nao nulos | pois se fossem ambos nao nulos

isso implicaria que ¥,¢"H(z) # 0 e ¢/ 1 (x) # 0 logo tanto ¢'*(z) como ¢/~ *(z)
pertenceriam ao suporte de v; e portanto ao mesmo elemento U; da cobertura o que

quer dizer que ¢*~1U; e ¢/~1U,; sdo ndo disjuntos o que contradiz a propriedade 1.

Também| A;,(x), A;,(2") ndo podem ser ambos ndo nulos |pois se fossem ¢' ()

e ¢’1(2') estariam ambos em U; o que implicaria que p(¢" ! (z)¢"~(2')) < d e

portanto (z,z') ¢ W. Utilizando argumentos semelhantes é possivel mostrar que

A;i(2), Aj(2") ndo podem ser ambos nao nulos |e

A (2"), A;(z) ndo podem ser ambos nao nulos

2° Mostrar que cada linha de A(zx) — A(z') tem pelo menos um um
elemento nao nulo

Assumindo que (z,2") € W entdo pelo menos um de x ou 2’ pertence a M \intV,.
Sem perda de generalidade tome-se z € M \ int)), logo ¢"!(x) € Z para 1 < <

N

2m + 1 e portanto Z 19" H(x) = 1 (pois {1} é uma particdo da unidade em Z) e
por isso para todo é):11 <1 <2m+ 1 tem de existir algum [, 1 <[ < N para o qual
() # 0, isto é , para todo o i existe um [ tal que A;;(x) # 0.

Note-se também que se A;;(z) # 0 entdo A;;(z') = 0 pois caso contrario ¢*~*(z)
e ¢ (2') estariam no suporte de v¢; o que implicaria que (x,2’) ¢ W. Portanto
como A, (x) # 0 temos A, (x) — A;(z') #0

Como A(z) — A(2") tem pelo menos um elemento ndo nulo em cada linha e no
méaximo um elemento nao nulo em cada coluna segue-se que :

o A(x)— A(2') tem de ter pelo menos tantas colunas quanto o nimero de linhas

o A(x) — A(2) tem de ter full rank
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e portanto rankD\Ifgpf; (u,u,0) = 2m+1 o que significa que ¥ é submersiva no ponto
(x,2',0)

Como a derivada e ¥ é full rank em (z,2’,0), por continuidade existe um sub-
conjunto aberto de M x M x RY que contém (z,2’,0) no qual a derivada é full rank,
Estes conjuntos abertos (um para cada (x,2’,0)) formam um cobertura de W x {0}
e a sua uniao ¢ um conjunto aberto X tal que W restringida a X é uma submersao.

Pelo Lema de Lebesgue existe um n > 0 tal que toda a bola fechada de raio n
ou menor, centrada num ponto de W x {0} esté contida em X. Note-se que isto
significa que se € € RY e |l¢]| < n entao W x {e} C X.

Uma vez que ¥y : X — R*""! é uma submersao, pelo lema 21, temos que
\Ifl;g(O) ¢ uma subvariedade de dimensao 2m+ N — (2m+1) = N — 1.

Se considerarmos a projeccao m : X — RY, (z,2',¢) — ¢ e a sua restricao
T, a \Ifl’Xl(O) e supondo que existe algum e com ||e|| < 7, que ndo pertence ao
contradominio de 7 entdo nao existe nenhum par (x,2") € W tal que ®(4,(x) =
Dy (2').°

Mais ainda, como 7 é uma aplicacdo C' de uma variedade de dimensdo N —1 para
RY, pelo lema 1 temos que o conjunto dos €’s que ndo pertencem ao contradominio
de 7 ¢ denso em RY: em particular podemos escolher € com norma arbitrariamente
pequena.

Temos portanto que a imagem de W x {e} sob ¥ nao contém 0 e que os pares
(z,2") em M x M que nao pertencem a W sio aqueles para os quais p (¢'(z), ¢/ (z')) >
d para algum 0 < i,j < k ou x e 2’ pertencem ambos a int), mas para estes pontos
ja sabemos que se ¢ for escolhido suficientemente pequeno entao ¥, ./ ) # 0 a nao
ser que = 2’ logo @4,y ¢ injectiva em M e como na sec¢ao 2.3.2 se mostrou que

¢ uma imersao de M concluimos que é um mergulho de M.

6Pois se houvesse como (r,z’,¢) € X entdo (z,2',¢) € \Ifl_Xl(O) o que implicaria que € pertence
ao contradominio de 7 o que contradiz a hipotese inicialmente colocada.
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2.3 Conclusao da Demonstracao do Teorema de Takens

Até este momento provamos que para o conjunto dos difeomorfismos em M que
tém um nimero finito de pontos peridédicos com periodo menor ou igual a 2m, que
denotaremos por Xy, o conjunto das fungoes de medigao ,Y, que tornam a @4,y um
mergulho de M é aberto e denso em C?(M,R). O seguinte resultado diz-nos que
X, é denso (e aberto) em Diff*(M).

Teorema 9. (Kupka-Smale) Seja M uma variedade compacta e n € N. Para ¢ €
Dzﬁk(]\/[) genérico, o numero de pontos periodicos com periodo menor ou igual a n

¢ finito.

Uma segunda parte do Teorema de Kupka Smale que nao esta apresentada no
presente texto permite ainda garantir que para ¢ genérico, se x é um ponto perédico
com periodo k < 2m entdo os valores proprios de derivada de ¢* sao todos distintos.
Por isso podemos tomar os difeomorfismos em X, nessas condigoes

Uma vez que X, é denso em DiﬁQ(M) e sabendo que para todo o ¢ € Xy existe
um subconjunto aberto e denso de C?(M,R), Y cujos elementos (fungoes de medigao
y tornam @,y um mergulho de M logo podemos escolher V' C Diff*(M) x C?(M, R)
tal que {(¢,y) : y € Y} C V. Assim V & denso em Diff>(M) x C?(M,R) e podemos
concluir que o conjunto dos pares (¢,y) que tornam @,y um mergulho de M é
denso em Diff*(M) x C?(M,R).

Para mostrar que o conjunto dos pares (¢,y) que tornam a aplicagao @,y um
mergulho de M é aberto nao podemos usar o argumento anterior pois mesmo sendo
o conjunto X, um aberto isso nao garante que V' seja aberto.

Assim definimos a aplicacao
F : Dift}(M) x C*(M,R) — C*(M,R*™1)

(6, y) = Py

e tal como na secgao 2.2 iremos mostrar que esta aplicacao é continua.
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Lema 10. A aplicacio Fy : DifP(M) x C?(M,R) — C?(M,R) definida por (¢,1) —

y o ¢ € continua.

Demonstragao. Seja {(Ui, h;),i € A} um bom altas finito para M e seja W, =
h;'B(1). Entdo {¢~'W;;i € A} é uma cobertura de M. Seja {(V;,g;),7 € ©} um
outro bom atlas finito subordinado a cobertura {¢~"Wi;i € A} com X; = g; 'B(1).
Entdo para cada V; existe algum W;, o qual denotaremos por W tal que ¢V; C
Wi

Para qualquer (¢, y) note-se que as funcdes yh; ' : h;W; — R sdo uniformemente

continuas logo dado € > 0 existe um d; > 0 tal que:
lyh; t(u') — yh; Y (u)| < e se |lu' —ul| <6 <6

e como existe um numero finito destas fun¢oes podemos encontrar 6 > 0 que funciona
para todo o 7 € A.

As derivadas Dyh; ' : h,W; — R™ e Dhigbgj_l 1 g;X; — R™™ sio fungdes
continuas definidas num dominio compacto logo podemos encontrar constantes A e

B tais que: L -
|Dyh; " (u)|| < A para todoou € h,W;eie A

||th-gbgj_1(u)|| < Bparatodoou € g;X;ej€O

Dada qualquer vizinhaga em C?(M,R) de y o ¢ existe uma vizinhaca da forma
N =Ny oo, (Vj,g), (R, 1d), X, €)
J
contida nessa. Escolha-se 0 suficientemente pequeno por forma a que se verifique:
lyh; t(u') — yh; ' (u)] < € /2 sempre que ||u' — ul| < 6,u,u’ € Wi eic A

| Dyh;t(u')—Dyh; ' (u)|| < € /3B sempre que |[v'—ul| < §,u,u’ € W;eic€ A, §<€/3Bed<B
Escolhemos também ¢ < min{e'/2,¢'/6B} e considere-se a vizinhanga N (6, ¢) de

(¢,y) em Diff*(M) x C?(M,R) onde

ﬂNl V;’gj ( ()7hZ(J))7Y]a5) X ﬂNl(y7 (Uuhz)?(RaId)aWzae)
Para mostrar que F} é continua temos de mostrar que se (ngS, y) € /\/’1(5, €) entdo
Fl(ﬁga y) € N. Seja ((E, y) € NY(d,¢),j € ©,2 € X; e u= g;z. Entdo:
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G097 (1) — yog; (u)| < [Gog; " (u) — yog; (u)| + [Gogr (u) — yog ' (u)]  (2.3)

-~

Se escrevermos u = hi,(j)(/bgj_l(u) temos:
G095 (w) — yog; ()] = [Ghy () (W) — yhi ()] < e < €/2 (2.4)
pois ¥ € Ny, (Us, hy), (R, Id), W, €) e escrevendo u” = hi,(j)qﬁgj_l(u) assim
lyog; (u) — yog;  (u)| = [yh; L (u)) — yhily (u")] < €2 (2.5)
Como |ju' — u"|| = |\hl-7(j)$g;1(u) - hl-7(j)¢gj_1(u)|] < § combinando as equagoes
anteriores (2.3)-(2.5) obtemos:
1DGég; " (u) — Dydg; (u)|| = |DFeg; ' (u) — Dydg; (u) + Dydg; (u) — Dyeg; (u)|

< | Dgg; (1) — Dyog;  (u)|| + || Dydg;* (u) — Dydg;* (u)]

utilizando a regra da cadeia temos:
|DGég; " (w) = Dydg; (W) < |Dh; (') Dhidg; ' (u) — Dyh; (') Dhiggy ™ (w)|+
+[| Dyh; (w) Dhigg; ™ (u) = Dyh; (u") Dhiggy ()]
< IDGh; (') Dhidg; ™ (w) — Dyh; (') Dhidg; ™ (u) |+
+|[Dyh; ! (') Dhidg;™ (w) — Dyh; (') Dhidg; ™ (u) |+
+|[Dyh; () Dhidg; ™ (u) — Dyh; ™ (u") Dhigg; * (u)|
< | Dhigg; ™ (u)|[| DG (') — Dyh; () ||+
+[[Dyh; ! ()| Dhidg; ™ (u) — Dhidg; ™ (u)l|+

+[Dhigg; (W)l Dyh; ™ (u') — Dyh; (u”)]

Tendo em conta que ¢ € N, N (9, (Vi 95), (Wi, hi(j)), X j,0) entdo
| -1 . . . T -1
| Dhidg;  (u)—Dhipg;  (u)|| < 0 e como § < B isto implica que || Dh;¢g;~ (u)| < 2B

logo obtemos:
/
||Dg7gbgj_1(u) — qubgj_l(u)H < 2Be+ 6A + ;_BB =2Be+ 0A+¢/3 <€

Assim, concluimos que FAN(d,¢) C N logo F; é uma aplicagao continua.

31



SARA LOPES SISTEMAS DINAMICOS E SERIES TEMPORAIS 2 TEOREMA DE TAKENS

Lema 11. A aplicagio F, : Dif?(M) x C*(M,R) — C?(M,R) definida por

(¢,y) — y o @™ € continua.

Demonstracao. Pelo Lema 10 sabemos que F} é continua. Assuma-se que F,_; é
continua e notando que F, = F,_; o G onde G : Diff*(M) x C?*(M,R) é definida
como G(¢,y) = (¢, F1(¢,y)) = (¢,y 0 ¢) que é também uma fung¢io continua. Logo

F,, ¢ a composicao de funcoes continuas e é por isso continua. O]
Proposicao 12. A aplicacao F ¢é continua.

Demonstragio. Seja Fy : Diff*(M) x C*(M,R) — C?(M,R) dada por (¢,y) — y e

seja F : Diff?(M)xC2(M,R) — [C2(M,R)]*"*! especificada por: F = (Fy, Fy, ..., ).
Assim F = T o F onde T é a aplicagao definida na Propisi¢ao (3). Pelo Lema

anterior sabemos que F' é continua e como 7' é continua entao J é a composicao de

duas func¢oes continuas. ]
Pela continuidade de F temos entao:

Proposicao 13. Seja M uma variedade compacta e K um subconjunto compacto de
M. Entao o conjunto dos pares (¢,y) que tornam a aplicagcdo @y : M — R2m+1

um mergulho de K ¢ aberto em Diff?(M) x C?(M,R).

2.4 Extensao do Teorema de Takens

Defina-se a topologia CP no espago das fungoes C*(M,R), p < k, fungoes k-vezes
diferenciaveis de M em R como sendo a topologia gerada pelos conjuntos definidos

da seguinte forma:

1. Sejam f € C*(M,R), (U,h), k € N uma carta em M e K C U um conjunto

compacto e 0 < € < 0.
2. O conjunto N?(f; (U, h), (R, Id), K, €) consiste nas fungdes f € C*(M,R) para
as quais

P (@) = fh @) < ee || DA (@) — D' fh\(a) ||< e
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para todooz € h(K)ei=1,2,...,p.

Teorema 14. Seja M uma variedade diferencial compacta de dimensao m. Para
um par CP-genérico (¢,y) tal que ¢ € Diff*(M), y € C*(M,R), para p < k < 00 a

aplicacao
b ¢ (I)(fb,y) M — R2m+1

Do) (@) = (y(2), y($(2)), y(¢*(2)), ... y(*" ()

€ um merqgulho.

Este resultado é demonstrado utilizando os mesmos argumentos usados para a
demonstracao do teorema 1, onde em vez de recorrermos ao Lema 4 usamos uma

sua generalizacao:

Lema 15. Sejay: M - R € C*(M,R), ke Ne;: M - R,j=1,...N funcies
C>, com N finito. Seja a = (ay1,...an)T € RY. Para cada vizinhanca N de y existe

algum § > 0 tal que se ||a|| < § a fungdo definida por

N
y=y+ Z a;v;
j=1
pertence a N.

Demonstracao. Seja {(U;, h;),i € A} um bom atlas finito de M e seja
N N?(y, (Ui, hi), (R,id),W;,€) € N. Para cada j, 1 < j < N ei € A a fungdo
(O W,; — R & continua com dominio compacto e por isso existe uma constante B

tal que |¢;| < B.

Temos assim :
N N N

B (i) — i (b)) = 1Y ageoghi (hi)] < 3 lagl45(2)| < BY Jag]
j=1 j=1 j=1

De forma analoga como Diwjhi’l,i = 1,2,..p sao fun¢oes continuas podemos

utilizar os mesmos argumentos e obter:

N
D%y by (hi) — D'yhy  (hi)|| < Bi > |ay]
j=1

E assim podemos concluir que se |jal| < § entdo y' € N. ]
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3 Expoentes de Lyapunov

Denotando por f : M — M um sistema dinimico definido numa variedade’
compacta de dimensao m, ® : M — R?"*! o mergulho definido no Teorema de
Takens e g = Pofod~! : RZmF! s R2m+L ¢ gistema dinamico reconstruido. Interessa
agora compreender como se relacionam o expoente méximo de Lyapunov(EML) do

sistema reconstruido com o EML do sistema original.
Proposigao 16. A\f(x) < A\, (P(z))

Demonstragdo. Uma vez que f(z) = @ 1o go ®(z) entdo f*(x) = d o g" o d(x)
e Df"(x) = DO (g" (® (x))) Dg" (@ (x)) DO (x).

Assim [|[Df" (z) || = | D@~ (¢" (® (z))) Dg" (®(x)) DP () || e uma vez que DPu #
0 a nao ser que u = 0 uma vez que ® é um mergulho e Dg"u # 0 a nao ser que

u = 0 pois g é um difeomorfismo obtemos pela Proposicao 24
IDf™ () | < |1D27" (9" (@ (2))) [l.IDg" (@ () ||| DP () |
e assim o EML para uma orbita de f pode ser majorado da seguinte forma:

lim - n (|Df" (2)[) < lim In (ID@ (5" (® ()| 1DS" (@ () D% (2)1]) =

n—oo 1

~ lim [In (D27 (f™ (2(x) [I) + In ([ Dg™ (@ () [}) + I (1D (2) )] =

n—oo M
.1 n .1 1/ m
= i n (| Dg" (@ () ) + lim — [in(| D& (" (@(@)]) + (| D2(z) )]
1
Note-se que lim —In (||Dg"(®(z))]|) é o EML do sistema reconstruido e como
n—oo N,
D® e D® ! sao funcoes continuas definidas num dominio compacto entdo existem
constantes A, B € R tais que
ID®(2)]| < A e [[DE™H(g"(®(2)))]| < B

e assim obtemos:

Tim = In(|DF (@) < Tim ([ Dg"(@()]) + T | - (in(4) + In(B)) | =

:JEEOEIH(HDQH(@@))H)

"Por simplicidade de notacio assumiremos a partir daqui que M C R™
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]

Isto permite-nos concluir que através do estudo dos Expoentes de Lyapunov do
sistema reconstruido conseguimos obter informacao sobre os Expoentes de Lyapunov
do sistema original e que a érbitas cadticas no sistema original correspondem 6rbitas

cadticas no sistema reconstruido.

4 Implementacgao

Quando procuramos ajustar dados de uma série temporal a um modelo linear
existem certos procedimentos standard que podemos seguir e o comportamento da
série pode ser descrito através de um nimero relativamente reduzido de parametros.
No caso de modelos nao lineares isto nao se verifica.

Seguindo a formulacao das sec¢oes anteriores iremos considerar um sistema dina-
mico deterministico onde z,, representa o estado do sistema no instante n, x,, € M
onde M C R¥ é o atractor sobre o qual a dinamica evolui e ¢ : M — M & o ope-
rador de transicao entre estados. Supomos que conseguimos, através da fungao de
medicao y : M — R, fazer uma medi¢ao do estado do sistema em qualquer momento
Zn = y(xy).

Uma vez que y nos devolve apenas um valor ndo conseguimos através de y(z,)
uma descricao completa sobre o sistema. Porém, se observarmos z, em varios mo-
mentos no tempo conseguimos obter informacao que nos permite descrever o sistema
original. De acordo com o Teorema de Takens, se d. € N for suficientemente grande,
a evolucao dos vectores de reconstrucao, (z,, Zni1, ---Zntd. ), Serd a mesma de z,,.

O Teorema de Takens diz-nos que se estivermos interessados em compreender
como evolui o mercado accionista em Portugal podemos tirar algumas conclusoes
relativamente a invariantes topologicos do mercado estudando por exemplo a série
temporal das rendibilidades do PSI20%. Porém, na pratica, ndo sabemos qual o nt-

mero de varidveis que influenciam o mercado acionista portugués e somos confronta-

8Supondo que as condicdes do teorema, sao verificadas, i.e a funcao de medicio tem de ser duas
vezes diferencidvel e a funcdo de transicdo ¢ tem de ser um difeomorfismo C?
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dos com a dificuldade de escolher um d, apropriado para os vectores de reconstrucao.

Embora nao possamos esperar uma perfeita correpondéncia entre o sistema ori-
ginal e o sistema reconstruido podemos escolher d. por forma a compreender melhor
a dindmica original,tentando minimizar o erro cometido. Podemos fazer essa escolha

utilizado o método dos falsos vizinhos.
4.1 Meétodo dos Falsos Vizinhos

Uma das metodologias utilizadas para estimar a dimensao do mergulho, d,, ¢ o
chamado método dos falsos vizinhos, que consiste no seguinte:
Construimos através da série das observagoes pares de vectores, vy e vV (vizinho

mais proximo de v; ) com dimensoes cada vez maiores comparando a cada passo o

nimero de vectores que estdo proximos em R™ mas distantes em R"*!. Cada ponto

Uy = (Zt+7'7 Rt4275 o0 Zt+m')

tem um vizinho mais préximo

NN
vy o= (Zt’+7'7 Bt 4275 oo Zt/+m)

Se estes pontos forem realmente vizinhos entao tornam-se proximos pela dina-
mica do sistema e devem afastar-se de forma relativamente lenta. Porém estes pontos
podem estar proximos porque o mergulho em R™ produziu trajectorias que se cru-
zam (o que pode indicar-nos que a dimensao dos vectores nao ¢ a correcta). Assim,
para cada par de vizinhos v; e v/ podemos aumentar a dimensao obtendo: assim

Uy = (Zt+T7 Rt+275 -5 Rl4nT) Zt—l—(n—i—l)T)
~NN

Uy = (Zt’+7'7 Rt/ 4275 «+y Ft4nT) zt’+(n+1)7)

n /\NN||2

e como ||v; — 0 oMV|12 =

2 ~
— vy — = (Zi4tm+1)r — 2+m+1)r)°- Calcula-se entao
o aumento normalizado da distancia entre estes dois pontos e conclui-se que dois

pontos sao falsos vizinhos se:

|Zt+(n+l)7' - Zt’+(n+1)7'|
>R 41
ooy 2 (4.
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onde Ry ir4 depender da distribuicao espacial das observagoes de vy.
Se Ry for muito pequeno verdadeiros vizinhos serao tomados como falsos vizinhos
e se Ry for muito alto, falsos vizinhos serao tomados como verdadeiros.?
Finalmente podemos calcular a proporcao de falsos vizinhos para cada n e esco-
lhemos d. como sendo o menor valor para n para qual essa propor¢ao se encontra
abaixo de um certo limite. E de esperar que o ntimero de pontos que satisfazem

a condigdo (4.1) diminua & medida que se aumenta a dimensdo dos vectores de

reconstrucao.
4.2 Decaimento da Funcao de Autocorrelacao

Um outro problema esta na escolha da divisao temporal na qual se faz a recolha
dos dados, 7. Em teoria, qualquer valor para 7 é aceitavel, mas a reconstrucao
depende dessa escolha e devemos tomar 7 por forma a conseguir maximizar a sepa-
racao espacial entre as observacoes. Um dos varios critérios para escolher 7 baseia-se
em encontrar o primeiro zero da funcao de autocorrelagao. Defina-se a funcao de

autocorrelagao amostral de N observacoes da série temporal z; como sendo:

25:1(Zn+T —Z)(2, — Z)
ZnNzl (zn —2)?

onde Z é a média amostral. O menor valor positivo de T para o qual p(T) < 0 é

p(T) =

habitualmente utilizado como intervalo de recolha de observagoes.
Desta forma, 7 é escolhido por forma a que as observacoes/coordenadas dos vec-
tores de reconstrucao sejam pouco correlacionadas embora estejam temporalmente

proximas e nos déem o maximo de informacao sobre o sistema.

5 Conclusao

O Teorema do Mergulho de Takens - 1981 garante que, se certas condicoes es-
tiverem reunidas, podemos conhecer melhor algumas dinamicas que interessam a
muitos investigadores e por isso os resultados provados sao utilizados em diversas

areas, como medicina [10] e financas [11].

9habitualmente escolhe-se 10 < Ry < 30.
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Neste trabalho apresenta-se a demonstracao do Teorema de Takens bem como a
de alguns dos resultados utilizados. As proposicoes apresentadas sem demonstracao
encontram-se provadas em grande parte da literatura de topologia diferencial e sis-
temas dinamicos como [3] e [6]. Mostra-se que conhecendo o expoente méaximo de
Lyapunov (EML) do sistema reconstruido podemos tirar conclusoes sobre o EML do
sistema original e que a dérbitas cadticas no sistema original correspondem orbitas
caodticas no sistema reconstruido.

Para trabalho futuro seria interessante estudar a relagao entre 6rbitas periddicas
no sistema original e no sistema reconstruido, generalizar os resultados através da
relaxacao das condicoes de diferenciabilidade na funcao de medicao e da regra de
transicao do sistema original, e ainda analisar o caso em que existe distor¢ao nas
medicoes que sao feitas ao sistema original seguindo o trabalho de M. Casdagli et

al.(1991) [12]

6 Anexos

6.1 Definicoes de Topologia Diferencial

Definicao 1. Um homeomorfismo é uma aplicacao continua, invertivel e cuja inversa

é também continua.

Definicao 2. Uma variedade topoldgica de dimensao d, M, é um espaco localmente
euclidiano de dimensao d, isto é, cada ponto p € M possui uma vizinhanca U C M

homeomorfa a um aberto de R™.

4‘1

Figura 3: Variedade Topoldgica
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Definicao 3. Se M é uma variedade topologica e ¢ : U — V' é um homeomorfismo
de um subconjunto aberto U C M num subconjunto V C R? entdo ¢ é uma carta

(ou carta local) de M e U é o dominio da carta.

Definigao 4. Uma familia de cartas {h, : & € A} com dominios U, diz-se um atlas

de M se UUa:M.

acA
Definigao 5. Uma estrutura diferencidvel de classe C* (1 < k < oo) de uma va-
riedade topologica M de dimensao d, ¢ uma colecgao de sistemas de coordenadas
C ={(Ua, ¢o) : @ € A} que satisfaz as seguintes propiedades:
e {U,:a € A} é uma cobertura aberta de M
e As funcoes de transicao ¢, o gbgl sao de classe C* para quaisquer o, 3 € A
e A colecgao C é maximal: se (U, ¢) é um sistema de coordenadas com a propriedade
de que ¢ o ¢! e ¢, 0 ¢! sdo de classe C* para todo o a € A entdo (U, ¢,) € C

A um par (M,C) chamamos variedade diferencidvel de dimensao d.

Figura 4: Variedade Diferenciavel

Definicao 6. Um difeomorfismo é uma aplicacao invertivel, diferenciavel com in-

versa diferenciavel.

Duas variedades diferenciaveis que sao difeomoérfas podem ser consideradas a

mesma a custa de uma mudanca de coordenadas suave e invertivel.
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Definicao 7. Uma funcao continua f : M — N entre variedades diferencidveis
diz-se diferenciavel no ponto p € M se existem cartas h: U - U’ e k:V — V' com
peUe f(p)eV (VCNelUC M) tais que a composigao ko foh™! ¢ diferencidvel
no ponto h(p) € U'.

A funcao f diz-se diferenciavel se é diferenciavel em todos os pontos p € M.

Definicao 8. Seja f uma funcao diferencidvel no ponto p. Chama-se matriz Jacobi-

ana de f em p relativamente a h e k 4 matriz das derivadas parciais Dko foh™!(h(p)).

Definicao 9. Dada uma funcao f : M — N e um ponto p € M, define-se o rank de
f em p como sendo a caracteristica da matriz Jacobiana de f em p relativamente a

quaisquer sistemas de coordenadas h e k, e denotamos por rankD f(p).

Se rankD f,, for o mesmo para qualquer ponto p € M entao dizemos que f tem
caracteristica constante.
Note-se que rankDf, < min{dimM,dimN} e dizemos que f tem full rank se

rank D f, for igual ao seu limite superior.

Definigao 10. Se a derivada em h(p) é injectiva entao diz-se que f é imersiva em
p. Uma funcdo que é imersiva em todos os pontos de M uma imersao e neste caso
rankD f = dimM.

Se a derivada em h(p) é sobrejectiva entdo diz-se que f é submersiva em p. Uma

funcao que é submersiva em todos os pontos é uma submersao e tem-se rankD f =

dim/V.
M
CcR’
d r
(01
A
Figura 5: Imersao Figura 6: Submersao
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Definicao 11. Se N é uma variedade n-dimensional e M C N é uma varidade de
dimensao m entao M é uma subvariedade de N se em qualquer ponto de M existe
uma carta que pode ser obtido de uma carta (V, g) de N restringindo g a VN M e
perdendo as tltimas n —m coordenadas. Isto &: MV =g (i1 = ... =z, = 0)

O namero k = dim/N — dimM chama-se codimensao da subvariedade.

Exemplo:
Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensoes m e n respectivamente e
seja f : U C M — N uma funcio diferenciavel. Entdao I'(f) = {(z,y) € U x N :

x € Uy = f(z)} é uma subvariedade de dimensao m de M x N

Figura 7: Subvariedade
Defini¢ao 12. Uma funcao diferenciavel f : M — N diz-se um mergulho se f(M) C
N ¢é uma subvariedade diferencidvel e f : M — f(M) é um difeomorfismo.

Definicao 13. Seja M uma varidade compacta. Uma funcao diferenciavel f : M —

N diz-se um mergulho se é uma imersao e for injectiva.

/\/ W
Wf

I | (0,1)

Figura 8: Mergulho

Seja B(a) C R™ = {z € R™: ||z|| < a} a bola aberta de raio a e centro na origem
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Definigao 14. Se M é uma variedade diferenciavel e {U;,i € A} uma cobertura
aberta, entdo existe um atlas {(Vj,g;) : 7 € N,g; : V; — V/} com as seguintes

propriedades:

e Para cada j € N existe um ¢ € A tal que V; C U; e qualquer ponto em M tem

uma vizinhan¢a que interesecta apenas um conjunto finito de elementos Vj;
o« V/={aeR": [z <3} = BO3);
e Os conjuntos W; = g;'(z € R™ : ||lz|| < 1) = g; ' B(1) ainda cobrem M;
Um atlas como este diz-se um bom atlas subordinado a {U;,i € A}.

Definigao 15. (Fungao Bump) Para qualquer raio positivo r e € > 0 considere-se a

funcao A : R™ — R com as seguintes propriedades:
e 0 < A(z) <1 para todo o x € R™;
e \z)=1%x¢€ B(r)
e \Nz)=0<|z| >r+e€

e A é infinitamente diferenciavel.
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Exemplo:

Considere-se a fungao f(t) € C°(R)

et t>0

0 ift<0

Figura 9: f(t)

Seja r; < ry e defina-se agora uma funcao infinitamente diferencidvel h : R — R

como:

h(t)

f(ra —1)

"= T+ 7=

ry Fa

Figura 10: h(t)
Assim h(t) tem as seguintes propriedades:

o ht)=1set<r
o h(t)=0set>ry
e 0 <h(t)<lparar, <t<r,

e tomando agora H : R"™ — R como sendo a funcao definida por: H(z) = h(]|z||)

entao H é uma funcao bump tal que:
e H(z)=1sex < B, (0)
e H(z) =0sex ¢ B,,(0)

e 0< H(z)<1lsez € B,,(0)\ B,(0)
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A funcao H é uma funcao bump: é uma funcao infinitamente diferencidvel que
assume o valor 1 num certo conjunto e 0 fora duma vizinhanca especifica desse

conjunto.

Proposicao 17. Se A é um subconjunto fechado de M e {U;,i € A} é uma cobertura
aberta de A, entdo existe um conjunto de funcées \; : M — [0,1],i € A com as

sequintes propriedades:
o )\, c(C™;
o O suporte de \; estd contido em U;,i € A;
o A familia de conjuntos {suporte);}ica € localmente finita;*°
® > cadi(w) =1 para todo o x € A;
FEste conjunto de fun¢oes € a particio da unidade C* subordinado o {U;,i € A}

As parti¢oes da unidade sdo utilizadas para "colar"as propriedades locais (i.e
que se verificam em dominios de cartas) dai resultando propriedades globais.
Topologias em C?(M,R)

Seja M uma variedade diferencidvel e C%(M,R) o conjunto de funcoes C? de M

para R. A topologia C' em C?(M,R) ¢ a topologia gerada pelos conjuntos abertos

definidos da seguinte forma:

1. Sejam f € C*(M,R), (U, h) uma carta em M e K C U um conjunto compacto

e 0 <e<oo.

2. O conjunto N *(f; (U, h), (R, Id), K, €) consiste nas fungoes fe C?*(M,R) para
as quais
a7 (@) = fh M @) < ee || Df (@) = D () < e

para todo o z € h(K).

19 que significa que para cada ponto existe uma vizinhanca que interesecta apenas um ntimero
finito de suporte);’s
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Isto significa que as representacoes locais de f e f e das suas derivadas estao

e-proximos em todos os pontos de K.

Definigcao 16. Uma propriedade genérica é uma propriedade que se verifica num

conjunto residual - numa interseccao numeravel de conjuntos abertos e densos.

Em particular se uma propriedade se verifica num conjunto aberto e denso entao
é genérica.
6.2 Sistemas Dinamicos

A analise e previsao de séries temporais financeiras ¢ um campo de estudo que
interessa a muitos investigadores e empresarios dada a sua importancia para os
ajustamentos macro-econémicos e decisoes de gestao.

As séries financeiras revelam um comportamento de dificil previsao e por isso
muitas vezes modelam-se retornos e precos de activos utilizando processos estocés-
ticos como o movimento browniano e processos de Lévy. Porém, existem modelos
deterministicos nao lineares que permitem modelizar séries temporais com simulta-
neamente movimentos nao periddicos, ciclos e alteracoes de estrutura que exibem
comportamento erratico, de dificil previsao e cujas orbitas se assemelham a trajec-

torias de processos estocasticos.

Defini¢ao 17. Um sistema dindmico (diferenciavel e invertivel ) é um trio (M, T, ¢)
onde M é uma variedade diferenciavel, 7 é o dominio temporal e ¢ uma regra de

transicao tal que para cada t € T ¢' : M — M um difeomorfismo.

Habitualmente temos 7 = N no caso de sistemas dinamicos discretos ou, 7 = R™

para sistemas dinamicos a tempo continuo. Assumimos 7 = N no que se segue.

Definicao 18. Sejam ¢ : M — M e x € M. A orbita de x sob ¢ é o conjunto dos
pontos {z,¢(z),¢*(x),...}. Diz-se que x é ponto periddico de ¢ com periodo k se
¢k (x) = x e se k for o menor inteiro positivo para a qual a condigdo se verifica. Em

particular, se k = 1, x diz-se um ponto fixo de ¢.
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Definicao 19. Seja ¢ : M — M um difeomorfismo numa variedade de dimensao
1

m. Entao \y(z) = lim — In(||D¢"(2)||) é o Expoente Maximo de Lyapunov(EML)
n—oo N

para a orbita de ¢ com estado inicial x.

2

Os expoentes de Lyapunov dao-nos uma indicacao sobre a que taxa é que as
orbitas de um sistema dinamico com condigoes iniciais proximas se afastam a medida
que o sistema evolui no tempo. Isto é, a sensibilidade do sistema as condigoes iniciais.

Através do conhecimento do EML de um sistema conseguimos concluir sobre o
grau de previsibilidade desse sistema. Se o EML de um sistema dindmico numa
certa orbita é positivo normalmente podemos concluir que a 6érbita é cadtica.

O mapa logistico ¢ um exemplo de um sistema dinamico a tempo discreto definido
através da equacdo de transicio: 2,1 = rz,(1 —2,) . E um sistema ndo linear com
variavel espacial denotada por z,, e com parametro r. Para valores de r superiores

a 3.57 o sistema tem comportamento cadtico.

1 T \ T

08 -

Figura 11: Mapa Logistico com r =4

O atractor de Lorenz ¢ um exemplo de um sistema dinamico a tempo continuo

e é originado através do sistema de equacoes diferenciais seguinte:
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& =o(y—x)

y=alp—2z)—y

Z=uxy— Bz

Figura 12: Atractor de Lorenz (com o = 10,
p=288=8/3)

Trata-se de um sistema nao linear e deterministico onde x, y e z sao as variaveis
que representam o espaco e o, p e  sdo parametros do modelo. Se p = 28 o sistema

exibe comportamento cadbtico.
6.3 Resultados Necessarios & Demonstracao

Um n-cubo C' C R™ de aresta A é o produto C =11 x ..x [, CRx .. xR =R"
de intervalos fechados de comprimento A\. A n-medida de C é u(C) = A\
Um subconjunto X C R™ tem medida nula se para todo o € > 0 existe uma

cobertura de n-cubos, cuja soma das medidas é menor que e.

Lema 18. Seja U C R"™ um conjunto aberto e f : U — R"™ uma aplicacio C1 . Se

X C U tem medidade nula entao f(X) tem medida nula.

Demonstracao. Uma vez que f é diferenciavel no conjunto aberto U temos que para
qualquer ponto de X C U, ||Df(z)|| é limitada por uma contante k& > 0.

Assim || f(z) — f(y)|| < Ek||x — y|| para todo 0 z,y € X.

Segue-se que se X tem medida nula, existe uma cobertura de X formada n-cubos,
cuja soma das medidas é menor que €, entdo existe uma cobertura de f(X) formada
n-cubos, cuja soma das medidas é menor que (k+/n)"¢, logo f(X) tem medida nula.

[]

Lema 19. Se M e N sao variedades com dimensoes m e n respectivamente, m < n

e f: M — N éuma fungio C* entao N\ f(M) é denso em N.
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Demonstrac¢ao. Basta-nos mostrar que f(M) tem n-medida nula. Para isso apli-
camos 0 Lema 18 com X = R™ C R" e considerando os sistemas de coordenadas
(U,h) e (V,g) para M e N, respectivamente, em que a fungao go foh™ : R™ — R"
¢ uma funcao C!, uma vez que f ¢ C*, e notando que R™ tem n-medida nula temos

que f(M) tem n-medida nula. O

Teorema 20. (Teorema do Rank) Sejam M e N variedades diferencidveis de di-
mensoes m e n, respectivamente, e seja F 1 M — N uma funcdo C* com rank
constante r. Para cada p € M existem cartas (¢,U) de M, centrado em p, e (¢, V)

de N,centrado em F(p), tais que F(U) C V e F tem uma representacao da forma:

~

F(Ila ooy Lpy Ly 1, axm) = (zla "'7'171“707 70)

Em particular, se F' é uma submersao tem-se:

~

F(xy,....zm) = (1, ...y )

e no caso em que F é uma imersao:

~

F(xy, oo, Tpy Tigty ooy ) = (21, o0y Ty 0, ..., 0)

Lema 21. Sejam M e N wvariedades com dimensoes m e n respectivamente, m > n
e f: M — N éuma fungio C'. Sejaq € N. Se f é submersiva em todos 0s pontos p
tais que f(p) = q entdo o conjunto f~'(q) € uma subvariedade de M com dimensdo
m —n.

Demonstragdo. Se f € C! é submersiva nos pontos p tais que f(p) = ¢ entdo tem
caracteristica localmente constante igual a dimensao do contradominio. Tome-se

r € f71(q) entdo pelo Teorema do Rank Constante existem cartas ¢ e v tais que

Yo foy ™t (zy, e, ) = (21,..., 2,)

e [T ) NU ={zn11 = ... = x,, = 0} logo f~(¢q) é uma subvariedade de M com

dimensao m — n. O

Teorema 22. (Teorema do Mergulho Local) Sejam M e N variedades diferencidveis

e F': M — N uma funcio C*. Se F é uma imersao num ponto p € M entio existe
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uma vizinhanga de p, U C M, tal que Fjy : U — N € um mergulho.
Demonstracdo. E uma consequéncia imediata do Teorema 20 O

Lema 23. (Lema de Lebesgue) Seja X um espago métrico compacto e seja U uma
cobertura aberta de X. FEntao existe v > 0 tal que para cada v € X, existe um
conjunto U € U tal que a bola aberta de raio r e centro em x, B(x,r), estd contida

em U.

Demonstracao. Uma vez que X é compacto entao existe uma subcobertura finita
{U; : 1 = 1,..,n} que ainda cobre X. Se U; = X para algum i entdo é sempre
verdade que existe r > 0: B(z,r) C U; = X.

No caso em que U; # X para todo o i defina-se A; = X \ U;. Para todo o i, A;
¢ um conjunto fechado, nao vazio e limitado.

Definam-se também as fungées f; : X — R como f;(x) = inf{d(x,y),y € A;}.
Para cada ¢, f; € uma funcao continua.

Uma vez que U; é um conjunto aberto, dado = € U, entao existe § > 0 tal que
B(z,0) C U;. Segue-se que para qualquer y € A; d(z,y) > 0 logo se restringirmos
fi a U; entdo fyy, : Uy — R*.

Tome-se agora f(z) = max{f;(z) : 1 <1i < n} (fun¢ao continua pois o maximo
de fungoes continuas é ainda uma fungao continua). Para qualquer x € X existe um
i para o qual x € U; e por isso f;(z) > 0 logo f(z) > 0 para qualquer ponto de X.

Uma vez que X é compacto e qualquer fun¢do continua tem um maéaximo e um
minimo em X existe r > 0 tal que r = min(f).

Seja x € X. Entao para algum i temos f;(x) = f(z). Suponha-se agora que
y € B(x,r), logo d(z,y) < r, mas que y € U; ( e portanto y € A;) Temos assim
r > d(z,y) < fi(r) = f(z) o que contradiz o facto de termos assumido que r é o

valor minimo de f. Logo temos de ter y € U; se y € B(x,r) O

| Az]]
Definigao 20. Seja A uma matriz m x n. Definimos a norma ||A| = max 7
z T
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Proposicao 24. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz n X p. Entao

IAB]| < [|A[[llB]]
sempre que Bx # 0 se x # 0.
N [ABz|| [ABz||[| Bz || [Az"|[[| Bz|
Demonstragao. ||[AB| = max ——— = max —————— = max ————_— =
220 ||| 220 |[lz||[| Bz || 220 |||l
[ A’ [ Az’
B max ——= < [| B|| max ——— = [|A[|[| B O
220 |2 20 |||

6.4 Mudanga de Base e Matrizes Semelhantes

Seja B = (by, by, ...b,) uma base ordenada para um espaco vectorial V. Se v é
um vector em V entao v = a;b; + asbs + ... + a,,b,, e assim as coordenadas de v
relativas a B sdo vg = [aq, g, ... ).

Seja Mp a matriz que contém em coluna os vectores da base ordenada B

Assim temos: v = a1b; + asbs + ... + a,b, & Mpvy = v e se B’ for uma
outra base ordenada podemos de forma semelhante obter Mgz vy = v e desta forma
obtemos: Mpvp = Mpvg =v & vg = M;MBVB e a matriz : Cpp = M;MB
chama-se matriz de mudanga de coordenadas. Esta matriz ¢ Gnica e invertivel.

Diz-se que duas matrizes quadradas de ordem n, A e B, sdo matrizes seme-
lhantes se B = P 'AP onde P é uma matriz invertivel n x n.

Se A e B sao semelhantes entao rank(A) = rank(B).

Teorema 25. Seja T uma transformacgao linear de um espago vectorial V nele
mesmo e sejam B e B’ bases ordenadas de V. Sejam Rp e Rp as representacoes
matriciais de T relativamente a B e B’ respectivamente. Entio Rp = C 'RgC
onde Cp p € a matriz de mudanga de coordenadas de B' para B. Consequentemente,

Rp e Rp sao matrizes semelhantes.
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6.5 Determinante da Matriz de Vandermonde

Matriz de Vandermonde m X m

D VI VAR U
v 1 A A ot
D VD C R Vi

Proposigao 26. O determinantes de uma matriz de Vandermonde (m x m) pode

ser calculado utilizando a sequinte formula: |V| = H (A — i)

1<i<j<m

Demonstracao. Por indugao:

I A
n=2 [|Vhl= =X -\

1 A

Supomos que para o caso da matriz (m — 1) x (m — 1) a formula para o célculo

do determinante é valida.

e temos entao para o caso m X m:

o1
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I oA A2 o 1 0 0 0
Vil 1 X )\g )\31_1 1 d— XN\ /\g—/\gx\l ,\31—1—A1X5H
1 A\, /\fn )\%*1 1 A=\ )\fn—/\l/\m )\ﬁfl—/\l)\ﬂ*2
Ciy1 = Cip1 — MG
Ao — A1 Ae(Ae—Ay) - )\’2”_2()\2 — A1)
Am — A1 Am(Am — A1) - )\%*Q(Am - A1)
1 X - )\’2”_2
D WD i

= ()‘2 - )‘1)'--(>‘m - >‘1) H1§i<j<m71(>\]' - )‘i) = H1§i<j<m<)\j - )‘i)

A cada coluna da matriz somamos a coluna anterior multiplicada por \{, obtendo
assim determinante de uma matriz de Vandermonde (m—1) x (m—1) e por hipotese

de inducao obtemos o resultado pretendido.
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