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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo introduzir no modelo simples das
bucket brigades alguns fatores humanos para verificar que continua vélida a
propriedade de auto-balanceamento nas linhas de produgao onde este modelo é
aplicado. Adicionalmente, pretende-se demonstrar e reforcar que é um bom mo-
delo a ser implementado nas linhas de producao e nos organizadores de pedidos,
pois nao exige uma gestao exaustiva das linhas.

Neste trabalho, foram analisados essencialmente dois novos modelos de buc-
ket brigades usando a teoria dos sistemas dinamicos.

No primeiro, assume-se que as velocidades dos trabalhadores sao dependen-
tes das posigoes de todos os trabalhadores da linha, pois considera-se que numa
linha os trabalhadores estao atentos as posicoes dos seus colegas e podem variar
a sua velocidade dependendo se o seu sucessor ou antecessor estiver mais perto
ou mais longe. Neste caso, foi feita uma abordagem mais tedrica e foram de-
monstrados alguns resultados importantes como a existéncia de um ponto fixo
e a auséncia de bloqueios na linha.

No segundo, considerou-se o modelo de bucket brigades com dois trabalha-
dores numa linha de produgao e observa-se que, se a troca de tarefas entre os
trabalhadores é feita a direita de um certo ponto, estes vao ter uma veloci-
dade maior do que se for feita a esquerda desse mesmo ponto. Este fenémeno
poderé acontecer porque o segundo trabalhador poderd ter desaprendido as ta-
refas anteriores a esse ponto ou podera estar cansado. Neste modelo foram feitas
varias simulagoes para se perceber se a linha continua a ser auto-balanceada.
Concluiu-se que continuam a existir diversos cendrios em que a érbita ird con-
vergir para um ponto fixo, mas existindo também casos em que a érbita podera
ser periddica de periodo dois ou entao ser um atrator cadtico.

Palavras-Chave: Bucket Brigades, Sistemas Dinamicos, Linhas de Produgéao,
Auto-balanceamento
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Abstract

The present work introduces in the simple model of bucket brigades some
human factors to verify that the property of self-balancing still exists in the
production lines where this model is applied. Additionally, it is intended to
demonstrate and reinforce that it is a good model to be implemented in the
production lines and the order-picking, as it does not require an exhaustive
management of the lines.

In this work, two new models of bucket brigades were analysed using the
theory of dynamical systems.

In the first, the velocity of the workers is dependent of the positions of all
workers on the line. In this case, because it is considered that the workers are
seeing the positions of their colleagues and may vary their speed depending on
whether their successor or predecessor is closer or further away. In this case, a
more theoretical approach was made and some important results were proven,
such as the existence of a fixed point and the absence of blocks on the line.

In the second, is considered the bucket brigades model with two workers on
a production line where if the exchange of tasks between the workers is done on
the right of a certain point, they will have a greater speed than if it is done on
the left of that same point. This phenomenon may happen because the second
worker may have unlearned the tasks before that point or may be tired. Several
simulations are made to realize if the line is still self-balanced. It was concluded
that there are still several scenarios in which the orbit will converge to a fixed
point, but there are also cases in which the orbit can be periodic of period 2 or
be a chaotic attractor.

Keywords: Bucket Brigades, Dynamical Systems, Production Lines, Self-balancing
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Capitulo 1

Introducao

O mundo nunca teve tantas pessoas. Os clientes exigem cada vez mais em menos
tempo, e as empresas esforcam-se por conseguir satisfazer as suas necessidades.
Desta forma, as fabricas tém de ter a capacidade de produzir mais em menos
tempo nas suas linhas de montagem. Antigamente, os armazéns tinham o tnico
propésito de armazenar os varios produtos. Com o desenvolvimento tecnolégico
e o aumento do comércio online, os armazéns deixaram de ter s6 a fungao de ar-
mazenagem para servirem também de centros de distribui¢ao. Atualmente, tém
de ser capazes de entregar indimeras encomendas no prazo de dias (Bartholdi 11T
and Hackman, 2018).

Desta necessidade, surgiu o modelo das bucket brigades (BB) em 1989
(Bartholdi IIT and Eisenstein, 1996) que veio facilitar a gestao das linhas, pois é
um modelo auto-balanceado e, por isso, nao precisa de uma gestao permanente.
Na literatura, as BB tém sido estudadas usando a teoria dos sistemas dinamicos
(Bunimovich, 2001), uma area da matemética que estuda o comportamento de
sistemas que evoluem ao longo do tempo.

Uma versao simplificada do modelo BB é designada por modelo simples.
Apesar do modelo simples das BB apresentar diferentes resultados positivos do
ponto de vista tedrico, nao considera alguns fatores humanos, como a fadiga
ou a aprendizagem dos trabalhadores. Ainda existe escassez de trabalhos que
considerem estes fatores e, por isso, ainda nao se sabe bem se na pratica este
modelo realmente terd sempre resultados positivos sendo um sistema dinamico
com uma Orbita convergente ou se, porventura, poderd em muitos casos ter
uma érbita cadtica. No entanto, ja existem casos praticos onde a aplicacao teve
sucesso.

O objetivo deste Trabalho Final de Mestrado (TFM) foi tentar incluir al-
guns fatores humanos no modelo, variando as velocidades dos trabalhadores
e verificando se a propriedade de auto-balanceamento se mantém valida. No
modelo simples as velocidades dos trabalhadores dependem apenas do préprio
trabalhador e sao definidas como constantes. No mundo real isto é dificil de
acontecer, visto que quando se trabalha em equipa o normal é que as pessoas
tenham atencgao as tarefas que os seus colegas estao a realizar para saberem se



podem abrandar o seu ritmo ou acelerar. Para além disso, como nas BB, os
trabalhadores nao tém um certo nimero de tarefas associadas, a qualquer mo-
mento pode acontecer terem de voltar a fazer uma tarefa mais ao inicio ou mais
a frente do que o habitual. O que podera levar a uma mudanca na velocidade de
trabalho em certas partes da linha em consequéncia do esquecimento da tarefa
ou da fadiga por ter de realizar mais tarefas.

Desta forma, este TFM tem como propdsito comprovar que alguns teoremas
que se verificam para o modelo simples continuam a ser verdadeiros mesmo que
as velocidades dos trabalhadores dependam de todos os restantes trabalhadores
da linha. Adicionalmente, também se pretende ver do ponto de vista mais
pratico, que numa linha com dois trabalhadores, a existéncia de um ponto critico
na linha que define uma alteragao da velocidade dos trabalhadores, pode alterar
o auto-balanceamento.

O TFM tem a seguinte estrutura: no capitulo 2 encontra-se a revisao de
literatura, onde é apresentada a origem das BB, o respetivo modelo e algumas
variantes. No capitulo 3 é feita uma pequena introducao a teoria dos sistemas
dinamicos e sao introduzidos conceitos e teoremas relevantes que serao utilizados
nos capitulos posteriores. No capitulo 4 é introduzido um novo modelo de BB,
onde as velocidades sao dependentes das posicoes de todos os trabalhadores e sao
apresentados resultados do modelo simples e as respetivas demonstragoes com
este novo modelo. No capitulo 5 encontra-se uma simulacao de um modelo das
BB com dois trabalhadores e um ponto critico, usando o software Mathematica e
sao apresentados os resultados obtidos. Finalmente, no capitulo 6, apresentam-
se as conclusoes do trabalho realizado e propostas para trabalhos futuros



Capitulo 2

Revisao da Literatura

2.1 Origem das Buckect Brigades

Atualmente, existe uma procura cada vez maior por parte dos clientes, o que
exige que os centros de producao e de distribuicao encontrem formas de agilizar
as suas linhas de producao e as selecoes de encomendas. Assim, tem-se vindo a
apostar no estudo de novos modelos que otimizem a produtividade das linhas.

Em Boysen et al., 2007 os autores descrevem as linhas de montagem ou de
produgao (Figura 2.1) como um sistema de produgao orientado para o fluxo,
onde as unidades produtivas que executam as operagoes, denominadas estacoes,
sdo alinhadas em série. As pecas visitam as estagoes sucessivamente & medida
que se deslocam ao longo da linha, normalmente por algum tipo de sistema de
transporte.

Figura 2.1: Linha de producao onde se embalam telemdéveis. Fonte:
Bartholdi III and Eisenstein, 2006a.

Segundo Bartholdi IIT and Hackman, 2018, a organizacao de pedidos, de-
signada em inglés por order-picking, representa tipicamente cerca de 55% dos
custos de funcionamento do armazém. Das sub-tarefas que caracterizam a se-
paragao de encomendas, a que consome mais tempo é a deslocagao dos tra-
balhadores e, por isso, é a despesa mais cara no funcionamento do armazém.
Assim, existe a necessidade de reduzir este tempo improdutivo. Quando existe



um grande volume de selecao de encomendas, o maior desafio é colocar os tra-
balhadores onde sdo precisos, mantendo-os todos sempre ocupados (Figura 2.2).

Figura 2.2: Selecao de encomendas. Fonte: Bartholdi III and Hackman, 2018.

Desta forma, as empresas querem encontrar uma solugao para o problema
de visitar um certo ntimero de locais num armazém minimizando a distancia
percorrida, ou seja, uma variante do ”Problema do Caixeiro Viajante”. Usando
métodos heuristicos é possivel obter, com relativa facilidade, diversas solugoes
aproximadas de uma solugao 6tima. Porém, para ser possivel o computador
resolver este problema, necessita de muita informacao sobre o armazém, como
a disposigcao dos corredores, as distancias entre os locais, etc, e a maioria dos
armazéns nao recolhe essa informagao. Para além de que o resultado que iria
dar aos trabalhadores seria a sequéncia de localizacoes a percorrer e nunca o
caminho exato.

As empresas precisam de conseguir medir o seu desempenho, para poderem
avaliar se estao a conseguir alcancar os seus objetivos. Nao podem sé medir
o que sai da fabrica ou do centro distribuigdo, porque poderd nao refletir a
realidade. Assim, foram criados indicadores de desempenho chave, designados
em inglés por key performance indicators (KPI). Os KPI sao caracterizados pelo
racio entre as unidades de saida alcancadas e as unidades de entrada necessarias.
Muitas vezes também ¢ utilizada a taxa de produgao como um indicador, sendo
caracterizada pelo nimero médio de unidades recolhidas por pessoa/hora.

O conceito de bucket brigade foi estabelecido por Bartholdi IIT and Eisens-
tein, 1996 num modelo que veio facilitar a gestao das linhas de produgao e da
selecao de pedidos que, por ser auto-balanceado, nao precisa de uma gestao
permanente.

2.2 Buckect Brigades

A primeira vez que o modelo das Bucket Brigades (BB) foi implementado foi na
industria téxtil em 1989. Nessa altura foi designado por ” Toyota Sewn Products
Management System” (TSS)(Bartholdi IIT and Eisenstein, 1996). A tnica dife-
rencga entre as linhas T'SS e as BB é que as primeiras nao sao necessariamente
auto-balanceadas (Bratcu and Dolgui, 2005).



De seguida, faz-se uma descri¢ao do modelo simples BB segundo Bartholdi I1I
and Eisenstein, 1996. Considere-se uma linha com n trabalhadores e m estacoes,
onde n < m. Em cada estacao sé poderd ser processado um produto/encomenda
(o0 qual designaremos por item) de cada vez, e apenas poderd estar um trabalha-
dor em cada estagdo. O funcionamento da linha é simples (Figura 2.3), sendo
constituido por duas partes principais:

e Forward part: Cada trabalhador terd um item que ird transportar de
estagao para estacao, sendo que em cada estagao o trabalhador com maior
indice tera prioridade. Quando o item lhe é retirado pelo seu sucessor ou
se for o 1ltimo trabalhador da linha e terminou de processar o item, entao
abandona o item e segue para a backward part.

e Backward part: O trabalhador ird andar para tras e vai continuar o
trabalho do seu predecessor ou, no caso de ser o primeiro trabalhador da
linha ira iniciar um novo item e voltar a forward part.

Assumir o trabalho

Novo 1 9 3 4 Item

item —| final

Fluxo do Processo

Figura 2.3: Funcionamento de uma linha Bucket Brigade.

O contetido de trabalho necessario para produzir um item é representado
como um segmento de reta normalizado com comprimento unitario, que esta seg-
mentado em intervalos que correspondem as estacoes. Adicionalmente também
se tem de garantir a suavidade e previsibilidade do trabalho, ou seja, as tarefas
terao de ser constantes e o conteido do trabalho é estendido continua e uni-
formemente ao longo da linha de produgao. Isto significa que o conteido do
trabalho é o mesmo ao longo do tempo. Para visualizar o funcionamento da
linha representam-se as posicoes do trabalhador 4 como uma fragao do trabalho
completo no item em determinado instante de tempo ¢ e representa-se por x;(t).
No modelo das BB nao sao permitidas ultrapassagens:

0<a(t) < - <ap(t) < 1.

Supondo que nao hd sobreposigio de trabalhadores num intervalo [a, b], entéo
respeita-se a seguinte condicao,

Jii(t) < J)H_l(t),t S [a,b]. (21)



Assume-se que cada trabalhador tem uma velocidade v; que depende apenas da
sua posicao na linha. Assim,

o) = 20 ), (2:2)

quando o trabalhador 7 nao é bloqueado.

Se houver sobreposicao dos trabalhadores i e i 4+ 1, entdo o i-ésimo traba-
lhador assume a velocidade do seu sucessor. Assume-se que a fungao v;(x) é
continua em quase toda a parte em [0, 1] e que existem nimeros reais positivos
k e K tal que, para cada trabalhador 1,

0<k<wv(z)<K<oo, Yxel0,1].

Relativamente a backward part, tem-se como hipdtese que o tempo em que
os trabalhadores tém que andar para tras é irrelevante, visto que o tempo total
para montar um produto é significativamente maior que o tempo de percorrer
a distancia da linha de montagem.

Designa-se por instante de reset, t,., 0 momento em que o ultimo trabalhador
chega ao final da linha, ou seja, quando x,(t.) = 1. Desta forma, o primeiro
tabalhador volta ao inicio da linha para iniciar um item,

lim z;(¢) =0,

t—t
e os restantes deslocam-se para a posi¢ao do seu predecessor,

lim z;(t) = x;-1(¢,), i=2,...,n.
t—t

2.3 Auto-Balanceamento

Uma linha de produgao é balanceada se cada trabalhador repete as mesmas tare-
fas em produtos sucessivos (Bartholdi ITT and Eisenstein, 1996). Em Bartholdi ITI
and Hackman, 2018 define-se um sistema auto-balanceado como ”aquele em
que a organizacao global evolui espontaneamente a partir de uma miriade de
interagoes locais das pegas. Os sistemas de auto-balanceamento nao requerem
uma autoridade centralizada para a sua gestao. Em vez disso, conseguem uma
coordenacao global espontanea através da interacao de muitas componentes
simples.”

Para este fenémeno acontecer nas BB é necessario que os trabalhadores este-
jam bem organizados. Desta forma, Bartholdi ITI and Eisenstein, 1996 definiram
a hipétese da ordenagao dos trabalhadores por velocidades como essencial para
o bom funcionamento do modelo. Significa que a distribuicao de tarefas pelos
trabalhadores nao é feita da maneira tradicional. Ordena-se a linha do traba-
lhador mais lento para o mais rapido, porque assim se evitam bloqueios na linha
de montagem e as tarefas sao distribuidas de forma automatica.

Para se conseguir avaliar qual o trabalhador mais rapido establece-se uma
relacdo de ordem entre as velocidades. Assim, diz-se que o trabalhador j é mais



rapido que o trabalhador i, e escreve-se v; < vj, se este for visivelmente mais
rapido em todas as porgoes de contetdo de trabalho:

sup (Uﬁ(m)> < 1.
z€[0,1] Uj(ilf)

Logo, quando se diz que os trabalhadores estao ordenados do mais lento para o
mais rapido significa que vy < -+ < v,.

Em Bartholdi IIT and Eisenstein, 1996 estabeleceram-se alguns resultados
que comprovaram a existéncia de auto-balanceamento nestas linhas.

Teorema 1. (existéncia de uma configuragdo em equilibrio): Para qualquer
linha das bucket brigade existe uma configuracdo em equilibrio, i.e., existe z* =
(x1,...,2x}) tal que se os trabalhadores comegarem nas posigoes x*, entdo estes
irao voltar as mesmas posicoes x* periodicamente no tempo.

O seguinte lema, também definido nesse artigo, expressa uma condigao sufi-
ciente para a existéncia e unicidade da configuragao em equilibrio.

Lema 1. Se os trabalhadores estiverem ordenados tal que v1 < -+ < v,, entao
a configuracdo em equilibrio € unica.

Se esta condicao nao for respeitada entao poderao existir multiplas confi-
guragoes. Assim, com esta condigao chega-se também a outro resultado impor-
tante.

Teorema 2. (convergéncia para wma configura¢do em equilibrio): Para qual-
quer linha das bucket brigades, se os trabalhadores estao ordenados tal que
vy < --- < v, , entao independentemente da posi¢ao inicial, as posicoes dos
trabalhadores convergem para a configuracao em equilibrio.

No caso das velocidades serem constantes, chega-se ao seguinte resultado
que demonstra que o auto-balanceamento maximiza a produgao.

Teorema 3. Se as velocidades dos trabalhadores forem constantes, e se os tra-
balhadores estiverem ordenados do mais lento para o mais rdpido e se, para além
disso, os trabalhadores nunca sao bloqueados, entao a linha converge exponen-
cialmente para uma configuracdo em equilibiro para a qual:

e 0 trabalhador i executa repetidamente uma fracao de trabalho no intervalo

; vitFviog vt 4
da linha entre el S el

n
e a taxa de producdo é Zvj.
j=1
A dedugao da férmula da taxa de produgao é simples. A taxa de produgao

de uma linha é o inverso do tempo de um ciclo. Um ciclo é o tempo que os
trabalhadores demoram a completar um item.

1

taxa de produgao = —— .
tempo ciclo



O tempo de um ciclo é calculado pelo tempo que o utimo trabalhador da
linha demora a percorrer o intervalo

(2 e 1
U1 + e + Un ’
Logo o tempo de ciclo sera o seguinte

Uit tUn—a
Vit-+Un

Un

tempo ciclo =

U

_ niteton

O que significa que
taxa de produgao = vy + -+ + vy.

Para demonstrar os Teoremas 2 e 3 Bartholdi III and Eisenstein, 1996 intro-
duzem a definicao de alocagao. Uma alocagao agt) é o tempo necessario para o
trabalhador 7 finalizar a sua parte do trabalho atribuida durante o instante de
tempo t, incluindo tanto o tempo de trabalho como eventuais atrasos derivados
de bloqueios. Existem assim dois tipos de alocagao: as alocagoes simples que
sdo caracterizadas apenas pelo tempo efetivo de trabalho e as alocacbes com
atrasos, onde também se inclui o tempo de bloqueio. Se a linha for desprovida

de bloqueios entao as alocagoes e a sua evolugao é determinada pela equacao:

oY = T4, (2.3)

onde T é uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov finita, irredutivel
e aperiédica e at) é o vetor de alocacdes ¢ (Resnick, 1992) . Como se sabe, a®
converge para a Unica distribuicao estacionéaria da cadeia de Markov. Dado que
as alocagoes convergem, é possivel demonstrar a convergéncia das posicoes dos
trabalhadores.

Viérios autores tém escrito sobre este tema, tentando implementar melhorias
ao modelo BB e estudar outras componentes que no modelo mais simples nao
sdo contempladas. Algumas dessas componentes sdo, por exemplo, fatores hu-
manos, sendo importante verificar como afetam a velocidade, a previsibilidade
do trabalho e a taxa de producao da linha.

2.4 Bwucket Brigades com Comportamento Cadtico

Sistemas deterministicos simples podem gerar comportamentos cadticos ou erraticos.
Estes comportamentos caracterizam-se por serem dificeis de descrever, prever e
simular, caracteristicas que se costumam observar num modelo aleatério. Em
Bartholdi IIT et al., 2009 aborda-se esta variabilidade nos modelos. Consideram-

se algumas condigoes diferentes do modelo geral propostas no artigo anterior:



e cada trabalhador ¢ tem duas velocidades constantes distintas, v; (veloci-
dade em deslocamento para a frente) e w; (velocidade em deslocamento
para trés);

e todos os trabalhadores poderao comecgar ou acabar um produto e um tra-
balhador ¢ podera dar o seu produto a qualquer seu sucessor j > i;

e sao permitidas ultrapassagens em ambas diregoes, quer os trabalhadores
estejam a trabalhar na mesma direcao ou nao.

Um modelo que inicialmente era caracterizado por padroes simples, nestas
condigoes, torna-se muito complexo. Assim, este sistema ird convergir para um
ponto de equilibrio se a seguinte condi¢ao de convergéncia for respeitada:

1 1 1 1 1 1

U1 w1 V2 Wo Un Wnp,

onde o termo vi — wi representa a diferenga entre os tempos de deslocagao na

forward part e na backward part do trabalhador i e por isso mede o quanto a
sua velocidade ¢ reduzida pelas tarefas que este realiza. Esta condicao, garante
que os trabalhadores sao ordenados do mais lento para o mais rapido. O que
resulta num sistema auto-balanceado. No entanto, se esta condicao for violada
entao o modelo BB podera ter um comportamento cadtico e, consequentemente,
impossivel de prever o futuro.

2.5 Variantes do Modelo Bucket Brigades

Quando se fala de velocidades, supoem-se que estas sao constantes ao longo do
tempo, como ja foi mencionado anteriormente. Porém, no caso real, muitas
vezes isso nao acontece devido a fatores humanos.

2.5.1 Bucket Brigades com Aprendizagem

Um desses casos é abordado em Armbruster et al., 2007. E importante consi-
derar que, quando os trabalhadores repetem intimeras vezes as mesmas tarefas,
poderd existir um processo de aprendizagem e, por isso, a velocidade de trabalho
tenderd a aumentar.

Para testar os casos em que o processo de aprendizagem dos trabalhadores
resulta num aumento da velocidade, sao mantidas as principais hipoteses do
modelo original BB. A este modelo, que terd os trabalhadores ordenados do
mais lento para o mais rapido, adiciona-se um trabalhador sem experiéncia
que, por nao ter qualquer treino, ird ser colocado no inicio da linha, pois serd o
trabalhador com a menor velocidade. Contudo, supoe-se que, ao longo do tempo,
o trabalhador ird aprender e logo ird aumentar a sua velocidade de trabalho nas
tarefas que realiza. E necessdrio salientar que se tem como hipdtese que todas
as tarefas sao suficientemente diferentes ao longo da linha, de tal forma que o
trabalhador apenas aprende as tarefas que realmente realiza.



Numa linha tradicional de BB um trabalhadores é bloqueados sempre que
algum alcanga o seu sucessor. Neste caso, terd de se retirar esta regra de blo-
queio para que a linha de produgao se equilibre por si s6, pois aqui, como a
velocidade do novo trabalhador pode aumentar, significa que a sua velocidade
poderé atingir ou ultrapassar a velocidade do seu sucessor, sendo bloqueado
inimeras vezes. Assim, para evitar que isto aconteca, os trabalhadores poderao
ultrapassar os seus sucessores e, desta maneira, a linha ird auto-balancear-se.
Armbruster et al., 2007 implementa dois modelos de aprendizagem. O modelo
exponencial, que caracteriza a velocidade do trabalhador no instante ¢ pela se-
guinte expressao:

v(t) = v + (v —v)(1— e 7), (2.4)

onde v; > 0 é a velocidade inicial do novo trabalhador, v;, > wv; representa a
velocidade maxima que o trabalhador consegue atingir e 7 caracteriza a dificul-
dade de aprendizagem de uma dada tarefa, com 7 > 0 (quanto menor o valor
de 7 mais fcil serd realizar a tarefa).

O modelo log-linear, caracteriza a velocidade do trabalhador em fungao do
numero de vezes, k, que este repetiu uma determinada tarefa, pela seguinte
expressao:

o(t) = vkt t <t <tppa, (2.5)

onde t; é a sequéncia de tempos entre tarefas e ¢ o indice de aprendizagem
(0 < g < 1). Ao contrério do outro modelo de aprendizagem, este nao limita a
velocidade do trabalhador ao longo do tempo.

Apesar de serem modelos diferentes, os resultados sdo muito idénticos. De-
pois de vérias simulagoes realizadas, os autores do estudo concluiram que o
principio de equilibrio das BB é muito robusto, pois chega-se sempre a um re-
sultado 6timo se se implementar a regra de ultrapassagem dos trabalhadores,
sendo que a posi¢ao inicial do novo trabalhador na linha é irrelevante. Também
concluiram que, se todos os trabalhadores que estiverem na linha de montagem
forem novos e ainda estiverem a aprender, o principio do equilibrio verifica-se.
Significa que poderd ser um bom modelo para aplicar nos casos de uma nova
linha de produgao.

No entanto, também é importante salientar as consequéncias que um sistema
cadtico poderd ter na aprendizagem dos trabalhadores (Bartholdi III et al.,
2009). Como os trabalhadores podem trocar de produtos em qualquer parte
da linha de producao,naot tendo uma atribuicdo de tarefas fixas, o primeiro
trabalhador poderd ser interrompido no meio de alguma tarefa, levando a uma
diminuigao da velocidade de aprendizagem.

Os autores sugerem que no futuro se estudem as consequéncias do esque-
cimento. Esta componente, estudada sozinha no modelo terda uma dinamica
idéntica a da aprendizagem, mas se se combinarem estas duas abordagens po-
dera surgir um sistema dindmico complexo.
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2.5.2 Bucket Brigades com Fadiga

Outro fator que nao se tem em consideracao quando se aplica o modelo simples
das BB ¢é o cansago acumulado pelos trabalhadores ao longo do tempo. Em
Granotto et al., 2019 os autores estudam os efeitos que este fator tem na linha
de producao.

O cansago fisico é muito comum nas linhas de montagem. Um pouco a se-
melhanca do estudo do fator de aprendizagem, aqui também foi aplicada uma
fungao para descrever a fadiga nos trabalhadores: a funcao exponencial de fa-
diga:

Ft)y=1—e™, (2.6)

onde F(t) € [0,1] é o nivel de cansago no instante ¢t e A > 0 representa o quao
rapido um trabalhador fica cansado.

Conclui-se que o cansago causa uma diminuicdo na taxa de produgao das BB,
devido a diminuicao da velocidade de trabalho e causa também uma mudanga
no ponto de equilibrio (local onde os trabalhadores trocam os produtos entre si)
em consequéncia da alteracao do récio das velocidades.

Podera considerar-se, no futuro, o estudo deste fator com outro modelo que
caracterize a fadiga, ou considerar BB com muitos trabalhadores (este artigo sé
estuda o caso com dois trabalhadores) ou vérios corredores, ou casos em que 0s
trabalhadores fazem pausas nos seus turnos de trabalho.

2.5.3 Cellular Bucket Brigades

No modelo mais simples das BB a velocidade dos trabalhadores durante a
backward part é infinitamente grande de tal forma que os trabalhadores percor-
rem distancias quase instantaneamente. Quando a linha de producao é pequena,
o tempo de duragao da backward part é insignificante. No entanto, quando a
linha de producao é maior, nem sempre é possivel negligenciar esse tempo. As-
sim, foi proposto em Lim, 2011 um novo design das BB, conhecido por cellular
bucket brigades para reduzir esse tempo de viagem.

Neste modelo a linha de producao é dividida ao meio, de maneira a que
estas duas metades formem um corredor com largura a, como se pode observar
na Figura 2.4. A produgdo é iniciada na primeira metade da linha (forward
line) e quando o produto chega ao final desta metade passa para a outra me-
tade (backward line). Nas cellular bucket brigades os trabalhadores realizam
as tarefas em ambas diregoes, ao contrario do modelo classico. Quando estao
a trabalhar na forward line trabalham numa direcao e quando mudam para a
outra linha trabalham na diregao oposta.

O funcionamento é idéntico ao modelo simples. O primeiro trabalhador
inicia o processo de produgao na forward line e quando alcanga o seu sucessor,
que estd na backward line, troca de posicao com este continuando o trabalho
do outro. Ao contrario das bucket brigades aqui os trabalhadores ndo trocam
os produtos mas sim as tarefas. Esta troca de tarefas dd-se até que o 1ltimo
trabalhador da linha chegue ao final da forward line. Atravessard o corredor para
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transportar o produto para a backward line até encontrar o seu predecessor na
linha, trocando com este novamente até que o primeiro trabalhador da linha
inicie um novo produto. Neste modelo os trabalhadores nao tém apenas uma
velocidade, mas sim duas: uma velocidade na backward line e outra na forward
line. Nao deixa de haver tempo improdutivo, sendo que agora esse tempo vai
existir quando os trabalhadores estiverem a trocar de linha. Porém, este vai ser
menor do que o tempo que se iria gastar na linha de produgao anterior.

Inicio - |\ Forward Line
I
vi Vi1
w w|iw w a
u; Uil )
Fim - me ! Backward Line
| T T T T 1
2t ozt A bl
0 Ti_q Ty Ty Tig1 1

Figura 2.4: Ilustragao do funcionamento das Cellular Bucket Brigades.

2.5.4 Bwucket Brigades com Aleatoriedade

Anteriormente, descreveu-se as BB e respetivas variantes usando modelos deter-
ministicos. Partindo de um conjunto de regras simples, é possivel descrever, sob
certas condicoes, o comportamento de uma linha de produgao. Contudo, numa
linha de produgao com trabalhadores, agoes humanas poderao causar incerteza
no modelo. Desta forma, poder-se-a recorrer a modelos estocasticos de maneira
a incorporar o fator humano.

Em Bartholdi III et al., 2001 demonstra-se que as BB também podem ser
eficientes mesmo existindo variabilidade no trabalho. Suponha-se que das trés
hipo6teses ja enunciada na seccao 2.4, a que define a suavidade e previsibilidade
do trabalho é substituida por um modelo estocastico. Sabe-se & partida que a
produgao de um item consiste em m tarefas discretas em m estagoes sucessivas.
O conteudo de trabalho nominal em cada estagao é independente e identicamente
distribuido, seguindo uma distribui¢cao exponencial com média normalizada 1.
Isto significa que o tempo que um dado trabalhador 7 necessita para completar
uma tarefa segue uma distribuigao exponencial com média 1/v;. E demonstrado
que a medida que o nimero de estagoes aumenta, ou que as tarefas sao divididas
em subtarefas, o comportamento da linha estocastica aproxima-se do modelo
simples.

2.6 Aplicacgoes e Casos Reais

Como se pode ver, ja foram realizados diversos estudos sobre o modelo BB
chegando-se sempre a conclusoes positivas do ponto de vista teérico. De facto, é
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um modelo de facil implementagao que oferece bons resultados: reducao de cus-
tos, diminuig¢ao do tempo necessério para gerir as linhas de producao e aumento
da taxa de produgao, chegando a alcangar a taxa de produgao otima.

Figura 2.5: Linha de montagem Figura 2.6: Selecionadores de pe-
no restaurante Subway. Fonte: didos na Reader’s Digest. Fonte:
Bartholdi IIT and Eisenstein, 2006d. Bartholdi ITI and Eisenstein, 2006b.

Na Figura 2.1 pode-se ver um caso particular de aplicacao das BB na Mit-
subishi Consumer Electronics America (Bartholdi III and Eisenstein, 2006a).
Inicialmente, as linhas estavam constantemente desequilibradas e quando se im-
plementou este modelo rapidamente se obtiveram resultados positivos, tornando
as linhas mais fluidas.

No conhecido restaurante de sanduiches Subway (Bartholdi IIT and Eisens-
tein, 2006d) também foi implementado este modelo na linha de ”montagem” das
sandes. (Figura 2.5).

As BB sao usadas principalmente em processos de montagem simples, espe-
cialmente em armazéns de distribuicao com o objetivo de organizar os organi-
zadores de pedidos. Uma dessas empresas foi, por exemplo, a Reader’s Digest
que conseguiu ter um aumento de 8% na produtividade e diminuiu em 35% os
erros na recolha dos pedidos (Bartholdi III and Eisenstein, 2006b). Na Figura
2.6 pode se ver uma as BB a serem implementadas na empresa.

Em Bartholdi III and Eisenstein, 2006 ¢ podem ser consultados outros exem-
plos de aplicagoes e casos reais.
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Capitulo 3

Conceitos Basicos da Teoria
de Sistemas Dinamicos

A teoria dos sistemas dinamicos é uma area da matemética que estuda o com-
portamento de sistemas que evoluem ao longo do tempo.

Interpretando as BB como um sistema, definido por regras simples, que evo-
lui ao longo do tempo, Bunimovich, 2001 iniciou o estudo sistematico das BB
usando a teoria dos sistemas dinamicos. No préximo capitulo, serd demonstrado
que este ponto de vista é bastante frutifero quando se pretende estudar o com-
portamento assimtético das BB. No entanto, torna-se imprescindivel introduzir
alguns conceitos importantes desta teoria (Hirsch et al., 2012).

3.1 Sistemas Dinamicos Discretos

Definigao 3.1.1 (Sistemas Dinamicos). Um sistema dindamico discreto é um par
(S, f) onde S € um conjunto e f € uma fungdo com dominio e contradominio
S, ou seja, f: S — S. Diz-se que S € o conjunto dos estados do sistema e que
f € alei do sistema.

Pode-se assumir, de uma maneira geral, que o conjunto S é um espago
métrico e f é uma aplicagcao continua ou seccionalmente continua. Recorde-
se que S é um espago métrico se for dotado de uma distancia.

Definicao 3.1.2 (Distancia). Uma distancia é uma fung¢do que, para cada par,
de pontos x ey em S associa um nimero real ndo negativo d(z,y), que € conhe-
cido como distancia de v ay, (d: S x S — R"), tal que para todo o x,y,z € S:

1. d(z,y) = dly, =),
2. d(z,y) =0& =y,
3. d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).
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Por exemplo, S = R™ com a distdncia Euclidiana e f: R™ — R™ uma
aplicagao continua. Os sistemas dinamicos discretos tém estados com valo-
res que evoluem ao longo do tempo, onde os instantes de tempo sao nimeros
inteiros. Essa passagem de tempo corresponde as iteracoes da funcao f.

Para descrever a evolugao temporal de um estado introduza-se a seguinte
notagdo: comece-se no instante inicial (instante zero), com um ponto xy € S,
o instante seguinte serd f(zq) e depois f(f(xzo)). Para evitar representagoes
extensas, convenciona-se que:

flao) =20 fl(wo):=flzo)  fM(xo) := f(f" " (w0)) paran>1.
O estado zg designa-se por condigao inicial ou semente da érbita.

Definigao 3.1.3 (Orbita de um estado). Sejax € S. O conjunto que representa
a evolugdo no tempo do estado , ou seja, {x, f(x), f2(x), f3(x),...}, designa-se
por orbita do estado x e representa-se por O(x).

Um dos objetivos da teoria é saber se as érbitas tém algum limite ou, nao
tendo, se é possivel descrever os seus pontos de acumulagao.

H4 certos estados em que é fécil descrever os pontos de acumulacao das suas
orbitas.

z

Definicao 3.1.4 (Pontos Periddicos). Diz-se que um estado x é um ponto
periddico de periodo p se p € o menor inteiro positivo tal que fP(x) = .

Quando x é um ponto periddico, a sua 6rbita é um conjunto finito. Portanto,
os pontos de acumulagao de O(z) sdo o préprio O(x)

Definigao 3.1.5 (Ponto fixo). Se x é um ponto periddico com periodo 1, ou
seja, f(x) = x, entdo diz-se que x € um ponto fixo.

Como foi dito anteriormente, o objetivo geral da teoria dos sistemas dinamicos
é descrever os pontos de acumulagao das dérbitas O(x) para z arbitrario, ou seja,
os pontos em torno dos quais a orbita de x se ird aproximar uma infinidade de
vezes. Este conjunto designa-se por w — limite de x e escreve-se w(x).

Definicao 3.1.6 (w — limite). Diz-se que z € w(x) se existe uma sequéncia
infinita e crescente de inteiros positivos ni,na, ... tal que
d(f™(x),z) -0, j— oo.
E fdcil ver que w(z) é um conjunto fechado. De facto,
w(z) = [ U{F@)},
n>1k>n

ou seja, w(x) € uma intersecdo de conjuntos fechados, logo é um conjunto fe-
chado. Se S € compacto, entio w(x) € também compacto e nao-vazio. Além
disso, quando x € um ponto periddico, tem-se w(x) = O(x).
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Definigao 3.1.7 (Atrator). Um conjunto A C S é um atrator para um ponto x
se f(A) = A, i.e., € um conjunto invariante para f, e a drbita de x se aprozima
de A, i.e., w(x) C A. Diz-se que A é um atrator para f se A é um atrator para
todo x € S.

De seguida, ilustram-se os conceitos introduzidos através de dois exemplos.

Exemplo 3.1.1 (Sistema dindmico com um ponto fixo atrator). Seja A =
{(z,y,2) ER®:x+y+2=1,2,9,2 > 0} o 2-simplex, i.e., um triangulo com
vértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1). Com a distincia Euclidiana, o 2- simplex é
um espaco métrico. Define-se a funcdo linear f: A — A,

[ C R I S A i S
Y, 2) = 3 21‘/73 4y 374y 3 .

O par (A, f) € um sistema dindmico discreto. Resolvendo o segquinte sistema

de equagoes € facil ver que f tem um unico ponto fixo p* = (1—67, %, 1—?’7),
1 1, _ _ 6
3T+ 3Yy=1 T =17
1 1, _ 8
Wr3r=2 T \V=1
r+y+z=1 z:%

Usando a teoria das cadeias de Markov, é possivel mostrar que p* € um
atrator de f, uma vez que p* corresponde a unica distribuicdo estaciondria da
cadeia.

Nem todos os sistemas dindmicos admitem pontos fixos como é demonstrado
no exemplo que se segue.

Exemplo 3.1.2 (Sistema dinamico sem pontos fixos). Seja S = {(z,y) € R?:
22 + y? = 1} a circunferéncia de raio 1. Define-se distancia em S como o
comprimento do menor arco de circunferéncia que une os dois pontos em S.
Com esta distancia, S é um espago métrico. Dado 0 € [0,27[, a fun¢do f: S —
S

flz,y) = (xcosf —ysinf,xsinb + ycos )

define um sistema dindmico (S, f). Geometricamente, a fun¢do f roda no sen-
tido anti-hordrio um ponto (x,y) € S pelo dngulo 6. E facil mostrar que se
0 = 27 onde p, q sdo inteiros positivos, entdo qualquer (x,y) em S € um ponto
periodico de f. Caso contrdrio, f nao tem pontos periodicos, a orbita de qual-
quer ponto (x,y) é densa em S e w(z,y) =S.

Como se viu no exemplo anterior, nem todos os sistemas dindmicos tém
pontos fixos. Um resultado central que garante a existéncia de pontos fixos é o
teorema de Brouwer (Kellogg et al., 1976).

Teorema 4. Seja S um conjunto compacto e convexo de R™ e f:S — S uma
aplicacao continua. Entdo f tem um ponto fixo.
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O teorema de Brouwer generaliza o bem conhecido teorema do valor in-
termédio: se f: [a,b] — [c,d] é uma fungdo continua no intervalo [a,b] com
a <be f(a) < f(b), entdo para todo y € [f(a), f(b)] existe x € [a,b] tal que
f(z) = y. Usando o teorema do valor intermédio é facil ver que qualquer funcao
continua f: [a,b] — [a,b] tem um ponto fixo. De facto, na Figura 3.1 verifica-se
que independentemente da forma da curva que descreve o grafico da funcao f,
esta val ter de intersetar a diagonal y = x visto que é uma fungao continua.

b
b

Figura 3.1: Ilustracao no caso uni-dimensional do teorema de Brouwer.

Quando f é uma funcao real de varidvel real, diz-se que o sistema dinamico
correspondente é uni-dimensional. Um dos sistemas dinamicos uni-dimensionais
mais estudados é o sistema dinamico gerado pela funcao logistica.

Exemplo 3.1.3. Seja S = [0,1] com a distincia Fuclidiana e f: S — S a
fungao f(x) = rz(l — ) onde x representa o rdcio entre a populacao existente
e a populagdo mdzima possivel e r € [0,4] a taza de crescimento. Pode-se
estudar o crescimento da populagdo através do mapa logistico, xpi1 = 1o, (1 —
Tp) 0U Tpr1 = f(xn). Sabe-se que se r for demasiado pequeno a populagdio
tem tendéncia a diminuir ou mesmo a desaparecer e se, pelo contrdrio, for
demasiado grande, o crescimento da populacdo poderd ter um comportamento
cadtico (Figura 3.2).

3.1.1 Diagrama Cobweb

O diagrama de cobweb é uma ferramenta visual utilizada em sistemas dindmicos
para avaliar o comportamento das fungoes iterativas de uni-dimensionais, como
a funcao logistica. Com este diagrama, dada uma condigao inicial, é possivel
prever a longo prazo qual serd o seu estado final (Gleick, 2011).

Dada uma fungao iterativa f: R — R, o diagrama consiste na diagonal z = y,
a curva da funcao f e ainda outra linha que representa as iteracoes da cobweb.
O método usado para caracterizar o comportamento, dada uma condigao inicial
xg, € 0 seguinte:

17



1. Calcular o ponto do grafico de f cuja abcissa é xp, ou seja, calcular

(o, f(0));

2. Tragar uma linha horizontal desde o ponto calculado anteriormente até a
intersegao com a diagonal, onde se obtém o ponto (f(xo), f(z0));

3. Tracar uma linha vertical desde o ponto calculado anteriormente até a
intersegao com o gréfico de f, ou seja, calcular (f(xo), f(f(z0)));

4. Repetir o segundo e terceiro ponto o nimero de iteragoes que se pretende.

o A Logistic Map Cobweb Plot, r=1.0 N B Logistic Map Cobweb Plot, r=2.7
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Figura 3.2: Funcao logistica com diferentes taxas de crescimento e respetivos
diagramas cobweb. Fonte: Boeing, 2016.

No caso do mapa logistico, poderemos ter trés situagoes distintas:

e ponto fixo: o diagrama cobweb tem um formato de espiral que converge
para o ponto no qual a curva da fungao f interseta a diagonal y = x
(Figura 3.2 A e B);

e Orbitas periddicas: o diagrama cobweb tem o formato de ciclos retan-
gulares fechados, se a érbita tiver periodo 2, entao terd um retangulo no
gréfico, se for de perfodo 4, terd dois retangulos (Figura 3.2 C);

e Orbitas cadticas: o diagrama cobweb ird preencher o grafico com uma
infinidade de retangulos sem um padrao aparente, resultanto num com-
portamento caético (Figura 3.2 D).
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3.2 Sistemas Dinamicos Continuos

Um sistema dinamico é considerado continuo se evolui continuamente no tempo
(Hirsch et al., 2012).

Definigao 3.2.1 (Sistema Dinidmico Continuo). Um sistema dindmico continuo
em S € um par (S, ¢), onde S € um subconjunto de R™ e ¢p: R x S — S € uma
fungao onde ¢(x) = ¢(t,x) satisfaz as sequintes condigoes:

e ¢o: S — S € a funcgdo identidade, i.e., ¢o(x) = x para todo x € S;
® P10 ps = Pris para todo t,s € R.

Repare-se que ¢; é uma funcao invertivel com inversa ¢_; para todo t € R.
De facto ¢y 0 d_; = ¢y—y = Po. Se ¢ é de classe C', ou seja, é uma funcio
continua, diferencidvel com derivadas continuas, entao diz-se que o sistema
dindmico é suave. A fungao ¢;: S — S designa-se por fluxo.

Tal como foram introduzidos alguns conceitos importantes na secgao sobre
sistemas dinamicos discretos, introduzem-se também os correspondentes concei-
tos, mas no caso dos sistemas dindmicos continuos.

Definicao 3.2.2 (Orbita). Seja x € S. O conjunto que representa a evolug¢ao
no tempo do estado x designa-se por drbita ou caminho e representa-se por:

O(z) = (J{#(2)}.

>0

Definicao 3.2.3 (Pontos Periddicos). Diz-se que um estado x € S € um ponto
periddico com periodo T > 0 se ¢r(z) =z e ¢e(x) £ , para 0 <t < T, ou
seja, T € o primeiro instante, em que se verifica a desigualdade.

A 4rbita de um ponto periédico denomina-se por érbita periddica.
Definicao 3.2.4 (Equilibrio). Diz-se que x € S € um equilibrio ou ponto fizo
se ¢(x) = x para todo t > 0.

3.2.1 Fluxos de Equacoes Diferenciais
Seja U um aberto de R™ e considere a equagao diferencial
X' = F(X),

onde F': U — R™ é um campo de vetores Lipschitz, ou seja, existe K > 0 tal
que
[F(X)-FY)| <K[X-Y]|, VX YeU,

onde | - || é a norma Euclidiana. Diz-se que uma curva X : J — R™ definida em
algum intervalo aberto J C R™ é uma solugdo da equagao diferencial se, para
todote J, X(t)eUe

19



X'(t) = F(X(t)).

Assim, pensa-se geometricamente em X'(t) como o vetor tangente & curva
X(t) em R™, para todo o t € J, que é igual a F(X(t)), tal que F' define um
campo vetorial em R™. O problema central nas equagoes diferenciais é descobrir
a solugao para qualquer problema com valor inicial, isto é, determinar a solugao
da equagao diferencial com condigéo inicial X (to) = Xo, onde X € U e tg € R.
Este problema é conhecido como o problema de Cauchy. Fazendo uma translagao
no tempo, pode-se assumir que tg = 0.

Podera dar-se o caso de algumas equacoes diferenciais nao lineares nao terem
solugoes que satisfacam certas condigbes iniciais. Ou, por outro lado, também
poderd haver algumas equacoes que tenham diferentes solugoes para as mesmas
condigoes iniciais. Desta forma, é necessario impor algumas condi¢oes ao campo
vetorial F' para garantir a existéncia e unicidade de solucao do problema de
Cauchy. A demonstragdo do seguinte teorema pode ser encontrada em Hirsch
et al., 2012 no Capitulo 17.

Teorema 5 (Existéncia e Unicidade das Solugbes). Considere-se o problema
com a condi¢cao inicial

X'=F(X), X(to) = Xo,

onde Xog € U. Suponha-se que F: U — R"™ € Lipschitz. Entdo, o problema com
a condicao inicial tem uma solugdo que € unica. Ou seja, exviste um a > 0 e
uma curva
X: (to —a,t0+a) — R,

que € solugao da equagao diferencial e satisfaz a condigdo inicial X (tg) = Xo.
Se X: (to —a,to+a) - R™, com a >0, € outra solu¢ao da equagao diferencial
tal que X (to) = Xo, entdo X (t) = X(t) para todo o t na interse¢io do dominio
das solugoes.

E usual escrever-se X (t, Xo) para salientar que a solugéo tem condigao inicial
Xo. A seguinte propriedade também serd importante para complementar o
teorema anterior. Estabelece que X (t) depende continuamente da condigao
inicial. A demonstragdo do seguinte teorema pode ser encontrada em Hirsch
et al., 2012 no Capitulo 17.

Teorema 6 (Dependéncia Continua nas Condigoes Iniciais). Considere a equagao
diferencial X' = F(X) onde F: U — R™ é Lipschitz. Suponha que X (t) e Y (t)
sdo duas solugdes desta equacdo definidas no intervalo fechado [ty,t1] tal que
X(t),Y(t) € U para todo t € [to,t1]. Entao

1Y (#) = X (@) < K[[Y (to) — X (to) || exp(K(t — to))

para todo t € [to,t1].
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Desta forma, é possivel definir o fluxo associado a um campo vetorial F,
o(t, Xo) := X(¢),
onde X: [tg,t;] — R™ é solugao da equagdo diferencial com condigdo inicial
X(tg) = Xo € U. Segue também do teorema da dependéncia continua das
condigoes iniciais em que o fluxo é continuo.

Corolario 1. O fluzo ¢ associado ao campo vetorial F' é continuo.

Exemplo 3.2.1. Seja F: R? — R2? o campo vetorial definido por F(z,y) =
(ax — by,bx + ay). A solugdo do problema de Cauchy é X (t) = e Ry X onde
Xo € R? ¢ qualquer condicdo inicial e Ry, € a matriz de rotacdo

cosbt —sinbt
sinbt  cosbt |-
O fluzo ird ser o seguinte:

4t [cosbt —sinbt
$(Xo) = (sin bt cosbt ) Xo.

Se a =0 entdo o fluro tem uma drbita periédica. Se a < 0 entdo as orbitas
convergem para X = 0. Se a > 0 as drbitas divergem.
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Capitulo 4

Bucket Brigades com
Velocidades Dependentes

No modelo simples das BB as velocidades v; do trabalhador ¢ dependem apenas
da sua posicao na linha, ou seja, v; é uma funcao da posicao x;. No entanto,
quando se pensa na realidade, é natural pensar que a velocidade de trabalhadores
pode depender dos restantes trabalhadores da linha. Analise-se o caso que o
trabalhador i se apercebe que o seu antecessor se estd a aproximar. Entao, o
trabalhador 7 poderd aumentar a sua velocidade de trabalho para evitar que haja
um bloqueio na linha. Ou seja, cada trabalhador estd constantemente a decidir
se deve aumentar, diminuir ou manter a sua velocidade. Desta forma, pretende-
se considerar o caso em que as velocidades dos trabalhadores nao dependem
apenas deles proprios, mas também dos seus antecessores e sucessores. Pretende-
se mesmo assumir que a velocidade depende de todos os trabalhadores da linha.
Assim, nao se vai ter uma fungao x; — v;(x;), mas sim uma funcdo X — v;(X)
onde X = (x1,...,2,) é o vetor das posi¢oes dos n trabalhadores.
Seja
M={(z1,...,2p) ER*":0< 21 < -+ <, <1},
o espago de configuragoes. Tal como no modelo simples das BB, iremos assumir

hipoteses gerais: as funcgoes v;: M — R sdo Lipschitz e, consequentemente,
limitadas e existe k£ > 0 tal que

0<k<uvi(X), VXeDM.

A evolugao das posigoes ao longo da linha ocorre no espago de configuragoes
M,
X(t) = (x1(t),...,xn(t)) € M, Vt>0.

Dada uma configuracao inicial Xo = X(0) € M, a evolucdo de X () é obtida
da seguinte maneira. Entende-se por instante de reset o primeiro instante no
tempo t, > 0 tal que

ZTp(ty) = 1.
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Ou seja, o primeiro momento no tempo em que o ultimo trabalhador chega ao
final da linha. O instante de reset é uma fungao da condigao inicial Xy, portanto
pode-se escrever t.(Xp). Antes do momento de reset, o ultimo trabalhador
avanca na linha de acordo com a equacao diferencial

o (t) = vp(x1(t), ..., 2n(t)), 0<t<t,.

Segue da hipdtese de v,, ser limitada inferiormente por k > 0 que

() = 20(0) +/0 on(@1(5), - 2n(5)) ds > 2 (0) + th.

Portanto, o tultimo trabalhador chegard em tempo finito ao final da linha, uma
vez que se desloca com velocidade superior a k. Os restantes trabalhadores
também se deslocam ao longo da linha com as respetivas velocidades v;. No
entanto, podem ser bloqueados pelos seus sucessores, assumindo a velocidade
destes. Assim, para 0 <t <t,.ei=1,...,n—1, tem-se

(1) = {vi<x1<t>7...,xn<t>>, wlt) < wona (),

min{v;(z1(t), ..., z,(t)), vix1(z1(t),...,2,(t))}, caso contrério.

No momento exato do reset t = t,., cada trabalhador assume instantanea-
mente a posicao do seu antecessor, ou seja,

zi(t)) = lim z;(t) = 21 (), i=2,3,...,n.

t—tt
Em relacao ao primeiro trabalhador, este regressa ao inicio da linha:

x1(t) = lim x4(¢) = 0.

t—tf

Com as novas posigoes X (¢7) apés o momento de reset, a evolugao de X (¥)
continua até que o ultimo trabalhador chegue novamente ao final da linha. Desta
forma, obtém-se uma sequéncia nao-decrescente de tempos de reset (t&n))nzl tal
que

t™ = min{t >tV x, (1) = 1},

onde se estipula tﬁo) = 0. Designa-se por ciclo um intervalo de tempo entre dois
instantes de reset consecutivos.

Observe-se o exemplo da Figura 4.1 de uma linha com dois trabalhadores
onde estd representada a evolucgdo das fungoes x;(t) ao longo do tempo.

4.1 Espacgo de Configuracoes

O espaco de configuracoes M é compacto e convexo. De facto, M é um n-simplex
quando visto numas coordenadas apropriadas, ou seja, nas coordenadas que
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0 t\rﬁ) t® t

Figura 4.1: Evolugao de x1(t) (linha azul) e z2(t) (linha vermelha) ao longo do
tempo.

Figura 4.2: Notacao de distancias.

registam a distancia entre posi¢oes sucessivas (Figura 4.2). Seja p; a distancia
entre o trabalhador ¢ e o seu antecessor ¢ — 1, isto é,

pi=x; —Ti—1, t=1,...,n+1

Convenciona-se que zop = 0 e x,41 = 1. Repare que x; = p1 + -+ + p; para
i=1,...,n+1. Seja P = (p1,...,pn+1). Entdo o espago de configuracoes
também poderd ser escrito com as novas coordenadas da seguinte forma

M={PeR" ipi+ - +pop1 =1},

onde Riﬂ é o ortante nao-negativo de R"*!. Para simplificar a notacdo, optou-
se por usar a mesma letra M para representar o espago de configuragoes nas
novas coordenadas. Note-se que M é um n-simplex. Como a convexidade ¢ in-
variante por transformacoes lineares, conclui-se que M é um conjunto compacto
e convexo. O n-simplex tem n faces representadas por M) = {P € Riﬂ :
P, = 0}. Cada face é um (n — 1)-simplex.

Veja-se o caso particular de uma linha onde apenas existem dois trabalhado-
res (n = 2). Entéao o espago de configuragoes nas novas coordenadas é 2-simplex
M = {(p1,p2,p3) € R3: py + po + p3 = 1}, ou seja, o tridngulo formado pelos
vértices (1,0,0),(0,1,0) e (0,0, 1), como se pode ver na Figura 4.3.
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M

p2

Figura 4.3: Exemplo de espago de configuragoes M com novas coordenadas e
com 2 trabalhadores.

4.2 Campo Vetorial F' e o Fluxo das Bucket Bri-
gades

Seja F': M — R™ o campo vetorial F' = (Fy,..., F,), onde

Fy(X) = {Ui(X), Ti < Tiy1 i—1

, n—1
min{v;(X),v;i41(X)}, = =z

ey

F(X) = v,(X).

Como no interior de M, F;(X) = v;(X) e as fungbes v; sdo Lipschitz por
hipdtese, entdo F' também é Lipschitz no interior de M. Na fronteira de M,
o campo F' também é Lipschitz, pois é igual ao minimo de duas fungoes que
sdo Lipschitz. Assim, as condi¢oes dos teoremas do capitulo anterior estdo
verificadas (Teoremas 5 ¢ 6).

Do teorema da existéncia e unicidade das solugoes (Teorema 5) segue que,
dada uma condigao inicial Xy € M, a solucao X (¢; X) estd bem definida para
t € [0,t.(Xo)]. Por outro lado, como o fluxo associado a F é continuo, pelo
Coroldrio 1, e a fungao Xy — t,.(Xp) é também continua, consequentemente a
funcao Xo — X (¢-(Xo), Xo) é continua em M, uma vez que é uma composi¢ao
de fungdes continuas. Designar-se-4 esta funcao continua por ¢: M — M onde

¥(Xo) = X(t(Xo); Xo).
Veja-se na Figura 4.4 véarios exemplos de fluxos no espago de configuragoes
M com diferentes condigoes iniciais.
4.3 Transformacao no Momento de Reset
Seja
Q={(z1,...,2) € M: z1 =0}
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Figura 4.4: Espaco de configuragoes M com diferentes fluxos associados a dife-
rentes condi¢Oes iniciais X;, numa linha com 2 trabalhadores

o conjunto designado por espago de estados. Os pontos de €2 representam todas
as configuragoes na linha onde o primeiro trabalhador se encontra no inicio. No
espago de estados define-se a seguinte transformacao f: 0 — Q dada por

f(X) = Roy(X),
onde ¥ é a funcao definida na seccao anterior e R é a transformacao linear
R(a1,.. o wn) = (0,a1, . Tn1).

Ou seja, R é a transformacao responsavel pela backward part, i.e., no instante
de reset cada trabalhador assume a posicao do seu antecessor e o primeiro
trabalhador volta ao inicio da linha.

Portanto, (€2, f) é um sistema dindmico discreto, referido como o sistema
dinamico associado ao bucket brigades.

Teorema 7. A transformacgao f: Q — Q tem um ponto fixro X* € Q.

Demonstra¢do. Como f é uma composicao de fungoes continuas, conclui-se que
f é também uma transformagao continua. Sendo €2 uma face de M, é compacto
e convexo uma vez que é um (n — 1)-simplex. Portanto, segue do Teorema de
Brouwer que f tem um ponto fixo em 2.

O

Desta forma, ficou provado que, mesmo que a velocidade de cada trabalhador
dependa dos restantes trabalhadores, a linha terd um ponto fixo, X* = f(X™*),
i.e., se os trabalhadores iniciarem o seu trabalho na posicao X* entao, no mo-
mento de reset, irao sempre voltar a X*. Veja-se o exemplo de uma linha com
dois trabalhadores na Figura 4.5.

Este teorema generaliza o Teorema 1 que se encontra em Bartholdi IIT and
Eisenstein, 1996, pois considera-se que as velocidades dependem das diversas
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Figura 4.5: Linha com 2 trabalhadores com um ponto fixo X* = (0, h).

posicoes dos trabalhadores, ao contrario de estudos anteriores, onde a velocidade
v; depende apenas de x;. Este resultado é novo e nao se encontra publicado na
literatura.

4.4 Awuséncia de Bloqueios numa Configuracao
em Equilibrio

Seja X* o ponto fixo do sistema dindmico associado ao BB. Em Bunimo-
vich, 2001 demonstra-se que no modelo simples BB correspondente com tempo
continuo, a orbita nao apresenta qualquer bloqueio, ou seja, nao tem tempos de
bloqueio.

No entanto, serd que, tendo uma funcao v; que depende nao sé de um tra-
balhador, mas de todos os trabalhadores da linha, se continua a verificar esta
propriedade?

Considere-se a seguinte notagao, x;(t; X), que representa a posigao do tra-
balhador ¢ no instante ¢ partindo de X.

Proposic¢ao 1. (Auséncia de bloqueios numa configuracio em equilibrio para
t €[0,tg]): Seja X* € Q tal que f(X*) = X*. Entdo para todo 1 < i <mn,

l’i+1<t;X*) > l‘i(t;X*), YVt € [O,tR]

Demonstragdo. Por absurdo, suponha-se que existe i = 1,...,n—1et € [0,tg]
tal que
Ti1 (' XF) < @it X¥).

Esta demonstragao divide-se em dois casos:

ot/ < tRr:
Como t' € [0,tgr] e v;(X) > 0 tem-se que

zi(t X)) < ai(tp; X)) = a1y <z (t'; X7),
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que implica que z;(t'; X*) < z;41(t'; X*), que é absurdo.
e t' > 0: Como t' €]0,tg] e v;(X) > 0 tem-se que
2 (' X*) < wi(tp; X*) = oy < 2 (5 X7,
que implica que z;(t'; X*) < ;41 (t'; X*), que é absurdo.
O

Desta forma, ficou demonstrada a existéncia de um ponto fixo e a auséncia
de bloqueios numa linha BB onde as velocidades dos trabalhadores dependem
das posigdes de todos os trabalhadores da linha. A auséncia de bloqueios sugere
que sob a condicao de ordenacao dos trabalhadores do mais lento para o mais
rapido, o ponto fixo existente é 1inico e que as Orbitas irao convergir para esse
ponto X*. A condicao de ordenacao, introduzida na secgao 2.2, refere que

Ui(X)> . .
su <1 quandoi < j.
Xell?/[ (Uj(X) 1 /

Assim, sugere-se a demonstracdo destes dois resultados como trabalho fu-
turo.
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Capitulo 5

Modelo BB com Dois
Trabalhadores e um Ponto
Critico

5.1 Explicacao e Motivacao do Modelo

O caso mais simples do modelo BB é quando a linha tem apenas dois trabalha-
dores e as suas velocidades sao constantes, com

v < V3.

A dindmica desta linha é explicada em Bartholdi III et al., 1999 juntamente
com o exemplo de uma linha com 3 trabalhadores. Para motivar a variante que
serd introduzida na proxima secgao, segue-se uma descrigao do modelo simples
com dois trabalhadores.

Comece-se por deduzir a fungao f, introduzida na seccao 4.3 que determina
a posicao para a qual o trabalhador 2 se vai deslocar no instante de reset. Para
calcular o instante de reset da linha é necessario calcular o tempo que falta para
o trabalhador 2 terminar as tarefas. E intuitivo que

Y
V2

Neste instante o trabalhador 2 vai imediatamente para a posicao do seu
antecessor, que estd na posigdo vit,. Assim, a fungdo f: [0,1] — [0, 1] serd a
seguinte

1—-2z
flz) =n , (5.1)
V2
onde x é a posicao onde o trabalhador 2 se encontrava no instante de reset
anterior. Escreva-se f(x) = ax 4+ b, onde a = —5—; eb= % Demontrar que f

tem um unico ponto fixo e qualquer érbita converge para este ponto é simples.
Comece-se por provar o seguinte lema.
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Lema 2. f*(z) =a"z+b(1+a+---+a" 1), Vn>1

Demonstrag¢io. Para n = 1 é verdade pois tem-se f(z) = ax + b. Assumindo
que para n é verdade entao vai-se provar por indugao que para n + 1 também

continua a ser verdade:

@) = f(f"(@)) = fla"w +b(1+at - Fa"h)
=a(a"z+b1+a+---+a" 1)) +b
=a"Mz+blat--+a"))+b
=a" e +b(1+a+---+a"),

Assim, dado xg € [0, 1] e |a|] < 1, sabendo que z,, = a™xo+b(1+a+- -

calcule-se o limite de z,, quando n vai para o infinito:

o0
lim z, = ( lim a™)zo + bZak

1
00X xg+b——ro
1—a

b
1—a

Conclui-se que f tem um unico ponto fixo * e que é um atrator,

U1
* b _ Vo _ U1

v zl—a_l—i-%_vl—l—vg'

'+an71)

Na Figura 5.1 é possivel ver um exemplo de uma linha de dois trabalhadores

que estao ordenados pela velocidade, onde a érbita é convergente.

]

Figura 5.1: Linha com dois trabalhadores e uma o6rbita convergente.
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Usando a expressao do ponto fixo z* pode-se calcular a taxa de produgao
da linha:
1
tempo do ciclo
_ velocidade do trabalhador 2
~ distancia percorrida pelo trabalhador 2

taxa de producao =

%]
=
1 v1+v2
= V1 + V3.

5.2 Variante do Modelo Simples com Dois Tra-
balhadores

Se se considerar o caso real, os trabalhadores nao conseguem manter sempre a
velocidade de trabalho devido a varios fatores. Um desses fatores poderd ser o
facto de o primeiro trabalhador se ter atrasado e o tultimo trabalhador ter de
ir buscar o trabalho a uma estagao antes da que este estd habituado. Desta
forma, este, por ja nao realizar as tarefas daquela estagao frequentemente e ter
desaprendido, podera ter uma velocidade média de trabalho mais baixa do que
a normal.

Assim, introduz-se uma variagdo no modelo simples que capte a variabilidade
da velocidade dos trabalhadores dependendo do local da linha onde é realizado
o reset. Defina-se a seguinte notagao

e c: ponto critico pertencente ao intervalo |0, 1[;

e v; : velocidade sub-critica do trabalhador 1, ou seja, velocidade do traba-
lhador 1 quando, no momento de reset, este se encontra antes do ponto
critico;

. vf: velocidade super-critica do trabalhador 1, ou seja, velocidade do tra-
balhador 1 quando, no momento de reset, este se encontra depois do ponto
critico;

e v, : velocidade sub-critica do trabalhador 2, ou seja, velocidade do traba-
lhador 2 quando este inicia o trabalho antes do ponto critico;

. v;' : velocidade super-critica do trabalhador 2, ou seja, velocidade do tra-
balhador 2 quando este inicia o trabalho depois ou no ponto critico.

Face ao modelo simples, assumem-se as seguintes hipéteses nas velocidades:

L. o] < v < v evy < vy < vy: ordenar as velocidades sub-critica e
super-critca por trabalhador;

2. vy < w;: ordenagao das velocidades sub-criticas;
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3. v (1 —¢) < vy : ordenagdo das velocidades super-criticas.

As condicoes de ordenacao das velocidades garantem que ndo hé bloqueios
na linha. Por exemplo, a ultima condicdo garante que se a troca foi realizada
depois do ponto critico, entao o trabalhador 1 nao é bloqueado pelo trabalhador
2.

Assim, procedendo analogamente ao modelo simples, obtém-se a seguinte
funcao f: [0,1] — [0, 1] definida por ramos, que representa a posigao do traba-
lhador 2 apds o instante de reset:

uw(l—z), z<c

f(x): {N+(1x), > e,

onde pu* = . Segue das hipéteses das velocidades que
2

O gréfico da fungao f pode ser observado nas Figuras 5.2 e 5.3.

1 1
NG SN
ut e \\\\\\ wo ~_
— =, R
Figura 5.2: Funcao f com p~ > pt. Figura 5.3: Funcao f com pu~ < p™.

5.3 Diferentes Cenarios do Modelo

Pretende-se perceber se, nestas condigoes, a variante do modelo simples também
é auto-balanceada e, caso se verifique, calcular a respetiva taxa de producao da
linha e comparar com a taxa de producao do modelo simples.

Com esse objetivo em vista, com a ajuda do software Mathematica, analisou-
se esta nova funcao f variando os cinco fatores anteriormente enumerados e
também a condic¢ao inicial xg, que caracteriza a posicao inicial do trabalhador
2.
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5.3.1 Cendrio: u~ > put
Veja-se o caso em que

(%
L

+ +
- (5.2)
1

Ugy

Sabe-se a partida que o réacio Z{ é sempre maior que 1 e interpreta-se como a
vontade do trabalhador i fazer a troca & direita do ponto critico. Pela desigual-
dade anterior (5.2) pode-se concluir que o trabalhador 2 prefere realizar a troca
a direita do ponto critico quando comparado com a vontade do trabalhador 1.

Atribuiram-se os seguintes valores, u~ = %7 ut = %, sendo o ponto critico
¢ = 0.5 e condigao inicial xy = 0.1. Entao, obtém-se a fungao representada
na Figura 5.4 onde se observa uma oOrbita que converge para um ponto, inde-
pendentemente do valor que xy tomar. No entanto, se ¢ € [0.2,0.4], jd terd
uma Orbita periédica de periodo 2 (Figura 5.5). Ainda assim, se ¢ tomar um
valor que implique a intersecao da fung@ao f com a reta laranja representada nos
graficos e zq for suficientemente perto do ponto de intersecao, entao podera ter
uma drbita convergente (Figura 5.6). Este comportamento aparenta acontecer

quando o ponto de convergéncia é préximo do ponto critico.

=l ™ e

Figura 5.4: Caso em que Figura 5.5: Caso ante- Figura 5.6: Caso ante-

pw~>pt,c=05exy= rior mas com um valor rior mas com um valor
0.1 dec=03exg=0.1sem de ¢ = 021 e zg =
ponto de convergéncia. 0.35 com ponto de con-

vergeéncia.

Supondo que f tem uma Orbita periédica de periodo 2, como na Figura
5.5, entao os pontos periédicos = < ¢ < xT da érbita periddica satisfazem a
equacao de ponto fixo f2(z*) = zF, ou seja,

PF(L = (L - o)) = o, (5.3)

Resolvendo estas equagoes, € facil calcular a taxa de produgao ao longo da
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orbita periédica de periodo 2:

2
taxa d ducéo = 5.4
axa de produeao tempo de 2 ciclos consecutivos (54)
2
= 1—x— 1—xt (55)
vy vz
Pela equagao (5.3) sabe-se que:
IR e AN
L—ptp”
e substituindo em (5.5) obtém-se:
=t o=t
taxa de producao = +U2 2 700 - (5.6)

Vg — vfr +vy —w

Um caso particular é quando o ponto critico é igual ao ponto fixo do modelo
simples, ou seja ¢ = z* = v1/(v1 + v2). Assumindo que as novas velocidades
sao uma pequena perturbagao das velocidades anteriores, ou seja vli =wv
e v2i = vy £ 63 com 41,05 > 0 suficientemente pequenos, pode-se concluir que
a oOrbita de periodo 2 existe e, substituindo as velocidades na expressao (5.6),
obtém-se

v — vt — (03 — 07)

V2 — U1

. (5.7)

Como se sabe a partida que

v 1)
o> pt e 2 <2,
(%1 (51
e como z—f > 1, entao:
do > 01.

Da igualdade (5.7) pode-se concluir que a taxa de produgdo na variante do
modelo simples diminui uma vez que,

2 2 2 2 2 2
vy — o7 — (05 — 67) <v2_vl

Vo — U1 V2 — U1

= V1 + V2.

Estas interpretagoes sé fazem sentido quando existem pequenas variagoes
das velocidades do trabalhador 1 e 2 face ao modelo simples.
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5.3.2 Cendrio: u~ < put

Veja-se agora o caso em que

+
V2

pm<pt e L< (5.8)

v
vy Vg

Neste cendrio, pela a desigualdade anterior (5.8), conclui-se que o trabalhador
1 prefere realizar a troca a direita do ponto critico quando comparado com o
trabalhador 2.

Nesta caso hé dois sub-cenéarios:
1. pT < 1: nao ha dérbitas cadticas;
2. ut > 1: poderd ter drbitas cadticas.

Comece-se no sub-cendrio em que u < 1. Primeiro, considere-se o seguinte
exemplo, u= = % ept = % Neste caso, qualquer que seja o valor de c e de
xo a Orbita ird convergir para um ponto fixo (Figura 5.7). Se o valor de p*
comecar a aproximar-se de 1, obtém-se também uma Orbita convergente. No

entanto, dependendo do valor de ¢ e xg, poderao ser necessarias mais iteragoes

para chegar a esse ponto de convergéncia. Por exemplo, para p~ = %, ut =
0.95,¢ = 0.3 e g = 0.3 tem-se o representado na Figura 5.8.

\’ﬁ\ \\
Figura 5.7: Caso em que put < 1, Figura 5.8: Caso em que put < 1,
c=0.5¢e xg = 0.8 com érbita con- c=03ex90=0.3
vergente.

Pode-se também analisar o caso em que, se o trabalhador 2 iniciar o trabalho
depois do ponto critico, o trabalhador 1 vai ter uma velocidade maior que o
trabalhador 2 (u* > 1). A explicacdo para este acontecimento deve-se ao facto
de o segundo trabalhador se encontrar a uma maior distancia do inicio da linha
e o primeiro trabalhador sentir a necessidade de aumentar a sua velocidade para
conseguir acompanhar o trabalhado do seu colega. Veja-se o exemplo em que
uwoo= % ept = g. Dependendo do valor que ¢ e g tomam, podera ter ponto
fixo se a linha laranja intersetar o primeiro ramo da fungéo (Figura 5.9) ou
poderd ter uma 6rbita de perfodo 3 (Figura 5.10) ou uma 6rbita cadtica (Figura

5.11).
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Figura 5.9: Caso em que Figura 5.10: Caso em Figura 5.11: Caso em
put>1lec=0.4. que p¥ > 1, ¢=035e queput™ >lec=02c¢
o = 0.3. o = 0.5.

5.3.3 Cendrio: u~ = pu*

Por fim, observe-se o caso em que

+ +
_ v v

po=pt e L =2 (5.9)
Uy Uy

Neste cendrio, pela desigualdade 5.9, conclui-se que a preferéncia de realizar
a troca a direita do ponto critico é igual para os dois trabalhadores. Assim,
obtém-se um grafico similar ao do modelo simples com dois trabalhadores e
independentemente dos valores de ¢ e xg, a érbita ird convergir para um ponto

fixo. Veja-se o exemplo em que p~ = ut = % na Figura 5.12.

T

Figura 5.12: Casoem que p~ = puT,c=02e 29 = 0.5

Com estas simulagoes é possivel concluir que, mesmo que os trabalhadores
tenham duas velocidades associadas existem diversos casos em que a érbita ird
convergir para um ponto fixo. No entanto, poderao existir cendrios em que a
orbita poderd ser peridédica de periodo 2, de periodo 3 ou entao ter um atrator
cadtico. E importante salientar que estes cenarios foram observados numeri-
camente e que futuramente deverd ser feito um estudo analitico que comprove
estas observagoes.
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Capitulo 6

Conclusao

O presente TFM teve como objetivo demonstrar e reforcar, usando a teoria de
sistemas dinamicos, que o modelo das bucket brigades é um bom modelo a ser
implementado nas linhas de producao e nos organizadores de pedidos, visto que
¢é auto-balanceado e, por isso, nao exige uma gestao exaustiva das linhas.

Conseguiu-se provar que, mesmo que as velocidades de cada trabalhador
nao dependam apenas de eles proprios, mas dependam também de todos os
trabalhadores das linhas, a linha continuara a ter um ponto fixo e existird uma
auséncia de bloqueios. O que sugere a partida que, se os trabalhadores res-
peitarem a condi¢ao de ordenacao por velocidades, o ponto fixo sera tnico e as
posicoes dos trabalhadores vao convergir para esse ponto, ficando como sugestao
a demonstracao deste resultado.

Posteriormente, também se construiu e analisou do ponto de vista numérico
um modelo BB numa linha com dois trabalhadores, onde ambos tém duas velo-
cidades distintas que dependem de onde é realizada a troca de trabalho na linha.
Conclui-se que existem vérios cendrios possiveis: um tnico ponto fixo atrator,
uma érbita periddica de periodo 2 ou de periodo 3 atratora ou entao um atrator
cadtico. Também se observou um caso interessante, que se da quando existem
pequenas variagoes das velocidades dos trabalhadores face ao modelo simples.
Neste caso verificou-se que estas pequenas variagoes originam um decréscimo na
taxa de producao. Este estudo foi apenas numérico e por isso sugere-se como
trabalho futuro um estudo analitico deste modelo.
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