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Estimacao por intervalos
(llustracoes e exemplos)



Estimacdo para obter a confianca

ESTIMACAO POR INTERVALOS

Estimacao por intervalos privilegia a confianca

Amostragem

Erro Intervalos de
de Confianca
Amostragem




A ter em conta: a variabilidade da
amostra

ESTIMACAO POR INTERVALOS

VARIABILIDADE DA AMOSTRA
Para diferentes amostras da mesma populacao as estimativas assumem
diferentes valores

!

ERRO DE AMOSTRAGEM (&)
Variacao devido a amostragem

x = 130grs
x = 149grs X =153grs




Qual a precisao associada a um grau

de confianca?
ESTIMA(;AO POR INTERVALOS

Quando estimamos um parametro de uma populagao € pratica comum
exprimir a estimativa sob a forma de um intervalo. O intervalo de confianga

indica a precisao da estimativa associada a um grau de confianga fixado.

Estimativas por inter Precisdo

Estimativa <«
-
pontual

_
—
—

Peso medio
esta entre




Exprimir a precisao: Intervalo de
confianca (IC)

O intervalo de confianga (6 — ¢,6 + ¢ ) indica a precisdo da estimativa associada a

um grau de confianca fixado.

Erro de amostragem\margem de erro — medida de precisao

O que afecta a amplitude do Intervalo de confianca?

o |




O que afecta o intervalo da confianca?

1. Variacao na populacao
2. A dimensao da amostra
3. O grau de confianca pretendido



Maior a variacao na populacao, maior
a amplitude do intervalo da confianca

1. Variacao na populacao

Populagao com Populagao com
pequena variagao grande variacao
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Maior a amostra, menor a amplitude
do intervalo

2. Variacao na dimensao da amostra
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Amostras pequenas contém pouca - ‘ Intervalos com
informacgao e apresentam maior b 6 @‘“ G menor amplitude
variabilidade Amostras grandes contem

mais informacao e apresentam

Intervalos com maior amplitude e
P menor variabilidade



Maior o grau de confianca, maior a
amplitude do intervalo

3. Variacao no grau de confianga

Intervalo de confianga a 90%

o |

Intervalo de confianca a 95%

i - i
Intervalo de confianca a 99%
I @ i

Quanto maior o grau de confianga maior a amplitude do intervalo

!

Menor a precisao



IC pelo método da variavel fulcral

® Obtencdo de um intervalo de confianca:

1. Encontrar uma variavel fulcral adequada ao problema em estudo

2. Fixado o grau de confianga, 1 — a, procurar dois numeros no dominio de Z, z,(a) e
z, (@) tais que P(zl(a) <7< zz(a)) =1—a VOEO

Existem muitos (infinitos) pares de valores que satisfazem esta equacao. A ideia &, para o mesmo
grau de confianca, procurar o par de valores que minimiza a amplitude (ou o seu valor esperado se

esta for aleatdria) para o intervalo resultante.
Geralmente faz-se: P(Z < zl(a)) = P(Z > zz(a)) = a.
3.Se apartirde z;(a) < Z < z,(@) == T,(X,, X, -, X,) <0 <T,(Xy, X, X,)

Entdo, P(z,(@) < Z < z,(@)) = P(Ty(Xy, X5, -+, X,) <8 <Tp(Xy, Xy, X)) =1—a VOEO



Exemplo 1

Estimacao por intervalos
(variancia conhecida)
Intervalo de confianca para a média (variancia conhecida) — Populagdes normais
Grau\nivel de confiancga=1 — a = 0.95=> a = 0.05

::Iaria'vel T — )? —H "’N(O,l) Zay, :P(_Z“/z <T< z"/z) =l-a OM”\Z)ZS
ulcral (o3 —
[y !

X z
-1.96 1.96

—Za/2 th/2

— o — o
X —Za/2—<[1<X +Za/2
n

Vn Vn

Intervalo aleatério para u = (X — ,X)
X —u
h‘rgem de erro —Za/z <7 < Za/2
{ | Vi

Intervalo confianca parapa (1 —a) * 100% = (x — Za/z%,f + Za, —)

Vn



continuacao..

Intervalo de confianca para a meédia (variancia conhecida)

Exemplo: Populagdo X~N(u, 0% =|605)
Seja amostra casual (807.7, 790.7, 818.8, 853.4, 858.6)>n = 5, x = 825,84

Grau\nivel de confianca= 0951 —a = 0.95< a = 0.05 :>% = 0.025

X_

g

Variavel fulcral - T = =—5~N(0,1)
Jn

= Zp.025 = invnorm(0.025,0,1) = 1.96 ou lé-se na tabela 5

Margem de erro - £ = 1.9624\'/5397 =21,56 = X —21,56 <u <X + 21,56

Intervalo aleatério parapy = (X — 21,56 < u < X + 21,56)

Intervalo confianca para u = (825.84 — 21.56, 825.84 + 21.56) = (804.28, 847.4)



Inverse normal distribution

TABELA 5- DISTRIBUICAO NORMAL: ©7(z2)

0005 | 0010 | 0050 | 0100 | 0200 | 0250 | 0500 | .1000 | .2000 | 3000 | .4000

3200 | 3.000 | 2576 | 2326 | 2054 | 1960 | 1645 1.282 842 524 253

3481 | 3200 | 2807 | 2576 | 2326 | 2241 1960 | 1.645 | 1282 | 1036 842

z, . P(Z>z,)=¢; z,,:P(|Z|>z,,)=¢.




Efeito da amostra (n) na estimacao por
intervalos

Exemplo (continuacdo): Populagdo X~N(u, 62 = 605)

Grau\nivel de confianga= 0951 —a = 095 < a = 0.05

Amostra anterior: n = 5, x = 825,84 Amostra:
{807.7, 790.7,818.8,853.4,858.6, }

I1.C.parau = (804.28, 847.4) 798.6,812.2,813.1,839.4,812.8

Amplitude do I.C.=43.12 n=10,x = 820.53

Amplitude do intervalo de confianca I.C.parapu = (805.28, 835.78)

reduz-se quando aumenta a dimensao
da amostra Amplitude do I.C.=30.49




Exemplo 2

Estimacao por intervalos
(variancia desconhecida)

Exemplo: Populagdo X~N(u,62), u, 0 desconhecidos

Grau\nivel de confianca= 0951 —a = 0.95< a = 0.05 Distribuicdo T-student

-

-
-

Seja amostra casual (807.7, 790.7, 818.8, 853 .4, 858;3),1)71 5 x = 825,84,s" = 29.352

-

X —u o’

Variavel fulcral =T = 57— ~t (5 — 1) &
/ym i LIS 0.025
= t&())ZS = invt(0.025,4) = 2.776 =776 et
29.352

Margem de erro - & = 2.776 =3644=>X — 3644 <u<X + 3644

V5
Intervalo aleatdério parau = (X —36.44 < u < X + 36.44)

Intervalo confianca para u = (825,84 — 36.44, 825.84 — 36.44) = (789.40, 862.28)



e P(X>1,)=¢

O Irs,

400 250 100 050 025 010 005 001

SO A Uikswie e

[

325 1.000 3078 6314 12.706 31.821 63656 318289

289 816 1.886 2020 4303 6.965 9025 22328
27 765 1638 2353 3.182 4.541 5841 10214
271 741 1533 2132 2.776 3.747 4.604 7173
267 727 1476 2015 2571 3.365 4032 58904
265 718 1440 1943 2447 3.143 3707 5208
263 1 1415 1.805 2365 2.008 3.499 4.785
262 706 1397 1.860 2306 2.896 3355 4.501
261 703 1383 1.833 2262 281 3250 4297

260 700 1372 1812 2228 2.764 3.169 4144




Exemplo 2 continuacao:
grau de confianca 95% =2 99%

Efeito da variacao do grau de confianca na amplitude do Intervalo de confianca
para a média (variancia desconhecida)

Exemplo: Populagdo X~N(u, 6?), u,0? desconhecidos
Amostra anterior: n = 5, x = 825,84, s" = 29.352

Grau de confianga = 0.95
©1—a=095<a=0.05

1.C. para u = (789.40, 862.28)
Amplitudedo [.C.= 72.88

Grau de confianca= 0.99
©1l—a=099a=0.01

1.C.parapu = (765.40, 886.28)
Amplitudedo I.C.= 120.87

confianga

A amplitude do intervalo de confianga aumenta quando se aumenta o grau de




Exemplo 3: IC para a variancia

Intervalo de confiancga para a variancia — Populagcdes normais
Grau\nivel de confianca= 1 —a = 0.95=> a = 0.05

Variavel (n — 1)5’2

— 2
Fulcral - o2 ~X(n-1)

2 2 2
XorsS XS Xoos

Critical Values

n— 1 5’2 n— 1 5’2
( ) <o?< ( )
'y q1 qu .
l X{(0.975) X{(0.025)
o~ -1)s'2 (n—1)s’2
Intervalo aleatério para 62 = ((" ) ’ (n—1)
d» ai (Tl o 1)812

l q1 < o2 < qz

. n—-1)s'? (n—1)s'2
Intervalo confianca para o2= (( q) ,( q) )
2 1




Aplicacao concreta: IC para a variancia

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdoes normais

Exemplo: Ao investir em acgOes, geralmente ha um trade-off: risco vs rendimento.
Em termos financeiros, "risco" € sindonimo de variancia no valor das acgoes.
Algumas acgOes sao estaveis (baixo risco), mas oferecem baixos retornos potenciais
(GE), outras variam descontroladamente (maior risco), mas oferecem retornos

potenciais mais elevados (Apple).
Suponham que compramos accoes da GE e da Apple e as mantemos por um ano.

Rendimentos das acgoes em percentagem

General Electric vs. Apple, Inc.



Os dados

Exemplo (continuagao):

January 2012
l'dam-v 2012
mzou
May 2012
_June 2012
July 2012
August 2012

Octob- 2012

Meen
Standard Dev.

September 2012 0099801 0.002791
~-0.07535 -0.113841

0043869 0.119655 —=
0.026947 o.snm—

MZ‘SI -0.026306
002567 -0010762  -2.57%
0.096491  0.010796

1000444 0.044801
000198 0089724

Manthiy
wiontr U

(Ulr

l1 ll




Obter o intervalo de confianca para a
variancia (grau 95%)

N
(n — |)E< b < (H o 1)5'2 n = sample size 2975 = I‘ - 1_025
s S . 3.82< #*<21.92

Ao ¥ ovs s’ |= sample variance
e Ul Critical Values
Monthly Return Variance, s
GE = 25.89 AAPL = 73.30
(12-1)2589 _ . _(12-1)25.89 (12-1)73.30 _ . _(12-1)73.30
2192 0 7 33 2192 0 7 382
1299 < O." < 74.55 36.78 < 0':':' 21107

3.60% <o <8.63% 6.06% < 0 <14.53%



Valores g1, g2 da Tabela 6

TABELA 6 - DISTRIBUICAO DO QUI-QUADRADO

2 pixs g = 4
Ins P(X>)ps)=¢
") x,i (
205 990 975 0250 200 750 500 250 100 050 025 010 005 001

n

1 000 000 001 004 016 102 455 1323 2706 3841 5024 6635 7879 10827

2 010 020 051 103 211 575 138 2773 4605 5091 7378 0210 103597 13815

3 o 15 216 352 584 1213 2366 4108 6251 7815 9348 11345 12838 16266

4 207 207 484 11 1064 1023 3357 5385 7779 0488 11143 13277 14860 18466

5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11070 12832 15086 16750 20515

6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14440 16812 18548 22457

7 080 1230 1690 2167 2833 4255 6346 09037 12017 140687 16013 18475 20278 24321

8 1344 1647 2180 2733 3400 507 7344 10219 13362 15507 17535 20000 21055 26124

o 1.735 2088 2700 3325 4168 5800 8343 11389 14684 16019 19023 21666 23580 27877
10 2156 23558 3247 3040 4865 6737 0342 125490 15987 18307 20483 23200 25188 20588
11 2603 3053 3816 4575 5578 7584 10341 13701 17275 190675 21920 24725 26757 31264
12 3074 3571 4404 35226 6304 8438 11340 14845 18549 21026 23337 26217 28300 32009




Para a variancia: O uso da distribuicao
Qui-quadrado (Chi-square)

GE 2012 MONTHLY RETURN VARIANCE  AAPL 2012 MONTHLY RETURN VARIANCE

Chi-square Distribution, df = 11 Chi-square Distribution, df = 11
XAAPL = 235%

Standard Deviation
366 <a<8.63%

Due to the shape of the 95%

chi-square distribution,
more variance frequency is
located at the lowerend,

12995 g S 7455 36,785 g s211.07

12.99 74.55 36.78 211,07

Amplitude do Intervalo = 61.56 Amplitude do Intervalo = 174.29

A amplitude do intervalo de confianga aumenta quando aumenta a variagao na populagao




Exemplo 4:
IC para a diferenca de medias

Intervalo de confianca para a diferenca de médias — Populagcdes normais

Variancias conhecidas e iguais

Populagdo X - X~N(uy, 62) Populagdo Y - Y~N(uy, 6%)
T~ 2=262 —-—
< X = Oy
amostra dapopulagao X amostra da‘populagéo Y
(X1, X2, Xm) (Y1, Y5, ¥y)
X P — Y
Variavel fulcral: T = Z”XZMY ~N(0,1)
7%, %

Intervalo Confianca para puy — py a 100 * (1 — a)%:

2 2 2 2
s o) 9% % o = 9% , %
(X y) Za/z* m+ - ;(X y)+Za/2* m+ 7l




IC para a diferenca de medias
(variancias desconhecidas)

Intervalo de confianca para a diferenca de médias — Populagoes normais
Variancias desconhecidas

:Populag%o X - X~N(uy, 02) Populagdo Y - Y~N(py, 0¢)

mostra casual da populagio X m amostra casual da populagio Y,

X1 X5, X)) (Y, Y, -+, Y)

X e Sy VeS,

X —Y—(ux—py)

Variavel fulcral: T = ~t(m+n—2)

( 1, 1)\/(m—1)8§2 +(n—1)s{,2

m n m+n—2

Intervalo Confianga para uy — iy a 100 * (1 — a)%:

. (1 1\ [m-Dsg+-Dsy (1 1) |m—Dsp+@—Dsy
((.x V) ta/zg(m-lhn)j m+n-—2 =Y ta/z*(m+n>\j m+n-—2 )

Ver exemplo 7.34 no livro (slide 46-47 na Estimacdo)



Conclusao

Estimacao por intervalos (Pop. Normais)

* |C para a media (variancia conhecida)—2> Distribuicao
normal Z “N(0,1)
(

* |C para a media (variancia desconhecida)—> Distribuicao
t-student
e |C para avariancia =2 Distribuicao Qui-quadrado

* |C para adiferenca de medias (variancias conhecidas e
iguais)—> Distribuicdao normal Z ~N(0,1)

* |C para a diferenca de medias (variancias
desconhecidas e iguais)—=2> Distribuicdo t-student

Material de estudo: SLIDES 34-47 na Estimacdo.pdf




