Testes de hipoteses

Intuicao e exemplos
Resumo de conceitos base



Dados, populacdo—=> amostra

?%?i%?? Recolha de

Amostra informacao
Populagao aleatoria

Macgas de um pomar =) 10 macas Peso das macas

Saltos em comprimento =) 20 saltos

Comprimento dos saltos
de um atleta

Populacdo de um . 50 residentes Pratica desporto
concelho no concelho



Determinar a distribuicao

2. Distribuicao que melhor representa o comportamento

da populagao é conhecida

Populacao
Macas de um pomar

Saltos em
comprimento

de um atleta

Populacao de um
concelho

Questao de
interesse

Peso médio das
macas do pomar

Variancia do
Comprimento dos

saltos

Proporcao que
pratica desporto

Distribuicao

Normal
Variancia conhecida

Normal
Variancia desconhecida

Bernoulli



Formular a hipotese

o Hipotese
3. Hipoteses alternativa
o9
e S
A0 56«‘9‘ el 05 a2
80" am
6°$ %
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Yo4. 0
. Hipotese y 4s ﬁgs
p Y nula 045‘
E a hipdtese que se vai testar

& = Status Quo\Auséncia de Efeito\Afirmacao



Exemplos

Hipotese
alternativa

3. Hipoteses Hipdtese

N nula 4

. P = . &
E a hipdtese que se vai testar

Status Quo\Auséncia de Efeito\Afirmacao
00 U@l =0 = {Il € (—OO’+OO)}

V

Questao de

interesse HO: W= 130 grs Hi: 7 =150 grs Hipétese simples contra simples
¥h Ho:nu =130 .
Peso medlo oK grs H1 H= 130 grs Hipoteses simples contra
das magas Ho:pp =130 grs Hy:p < 130 grs  composta
do pomar Hy: =130 grs Hy:u+ 130 grs
Hipoteses composta contra

Ho:pp =130 grs Hy:p>130grs composta
Hy: =130 grs Hy:u <130 grs



3. Hipoteses

Questao de
interesse

Variacao do
comprimento
do salto de um
atleta

' \ nula

& W

Hipotese

Hipotese

V. 4 R, alternativa

7T

O, U0, =0 ={0?€(0,+x)}

H,:0? = 0.5 mts
H,:0? = 0.5 mts

H,:0? = 0.5 mts
H,:06? = 0.5 mts
H,:6? < 0.5 mts

H,:6? = 0.5 mts

2
H1° o =0.7mts Hipotese simples contra simples
H,;:c? > 0.5 mts

el ipoteses simples contra
H,:02 <0.5mts Mre impl
composta

H,:c? + 0.5 mts

Hipoteses composta contra
composta

H,:c? > 0.5 mts

H,:0c? < 0.5mts



3. Hipoteses

Hipotese Hipotese
’ \ nula V4 VW alternativa
Flt:estao de O = &
interesse 0,U0, =0 ={0 €[0,1]}
HO: 6 = 0.35 Hl; 6 =04 Hipotese simples contra simples
Pratica de H,:6 =0.35 H,:6 > 0.35
desporto pelos  H,:6 = 0.35 Hy:6 <035  Potessssimples contrs
. composia
res'de“tesl*hde Ho: 0 = 0.35 Hy:0 + 035
albianiLe s b HO: 6 < 0.35 H1Z 0 > 0.35 Hipdteses composta contra
composta

Hy:0 = 0.35 H;:0 <0.35



3. Hipoteses

Hipotese
W, alternativa

Hipotese

ﬁg § nula Y 4
& = 7

Em resumo: OpU0O; =0 (x)

0,N0; =0

Muito importante: - aigualdade aparece sempre na H,

- valores que o parametro pode assumirem H, (*)
sao complementares dos valores de H



Do espaco do parametro—>espaco

4. Escolha da estatistica teste

Questao de
interesse

Peso das macas
do pomar

Variacao no
comprimento
dos saltos

Proporcao que
pratica desporto

Informacao

Peso de cada
mac¢a da amostra

Comprimento
de cada salto na
amostra

Numero de pessoas

estatistica teste

Estatistica teste

Peso médio na
amostra - X

Variancia do
comprimento dos

2
saltos na amostra - S’

Proporcao na amostra

que pratica desporto que pratica desporto- X

na amostra



A distribuicao da estatistica teste e’
conhecida

5. Distribuicao da estatistica teste

Estatistica teste Distribuicio

Peso médio na _ 52 X—p 52
amostra - X X~N (M, —) ou —~N (0;—)
n /Jﬁ n

Variancia do

comprimento dos (n—1)s" ,

2 ~
saltos na amostra - S’ o2 X(n-1)




Mais exemplos

5. Distribuicao da estatistica teste

Estatistica teste Distribuicao
=X —-Y X —Y—(uy —
, Tz_ X Y T = (ux — iy) “N(0,1)
ox, oy conhecidas oy N oy
m n
2 Z=X—Y. X =Y — (ug — py)
oz, oy desconhecidas ~t(m+n —2)
( 1, l) (m—1)S; +(m—1)S;
m n m+n—2
2
S),( Slz 2
_ X o
T—S,z XZ* };~F(m—1,n—1)
Y Sy  Ox



Mais exemplos

5. Distribuicao da estatistica teste — populacoes Bernoulli

Estatistica teste Distribuicao
Proporgcao na amostra _ <N(0,1)
que pratica desporto- X \/9(1 —-0)

n

Diferenca de proporcoes
amostrais
X —-Y—(6x—86
¥ _7 . (6x — 6y) “N(O)

Jex(l —0x) , 0y (1—6y)
m n




Decisao sobre a hipotese com base na
amostra

. Regra de decisao: Rejeitar H, ou nao rejeitar H,

Decisao é tomada tendo por referéncia a uma Regiao de Rejeicao

Regiao de Rejeicao\Critica - W & um subconjunto do espaco amostra X, tal

que: o
-se (xq,x5,*+,x,) € W,rejeita — se Hy;

-se (xq,x5,*,x,) € W,nao serejeita H,

Notas: W U W =R" wWnw=0

Atencdo: como W < R" pode ser complicado dizer se uma amostra
particular pertence ou nao a W. A utilizacao de uma estatistica teste
T(X1, X5, -+, X,,) e definicdo de uma regiao de rejeicao W resolve esta
dificuldade.



Avaliamos a distribuicao por
amostragem da estatistica teste

Definido um nivel de significancia a, define-se a Regiao de Rejeicao
Wr com base na distribuicdao por amostragem da estatistica teste T'.

Regidao de
rejeicao

Regido de ndo rejeicao

L Regidao de
Wr

rejeicao

t(Xl, x2;...}xn) O t (xl, xz,"',xn) t(xl

Rejeita-se Hy Nao se Rejeita Hg Rejeita—;e H,



4 decisdes possiveis em cada teste

Erro tipo 1: rejeitar Hy e H ser verdadeira

Erro tipo 2: n3o rejeitar Hy e Hy ser falsa

Situacao

) H, verdadeira H, falsa
Decisdao tomada 0 0

Rejeitar H Erro de 1* espécie | Decisiio correcta
Nao rejeitar H

. Decisdo correcta | Erro de 27 espécie
(Aceitar) s




Dimensdo e potencia do teste

Dimensao do
Considere-se Hy: 8 = 6, contra Hy: 60 = 0, ensaio\P(erro
12 espécie)
P(rejeitarHo|H, verdadeira) = P((Xy, X5, -+, X,,) € Wr|6 = 90) =a
P(Erro 22

L /espécie)
P(nao rejeitarHy|H, falsa) = P((Xy, X5, -, X,) EWr|60 =6,)=1—f

P(rejeitarHy|H, falsa) = P((Xy, X3, -+, X,) € Wp|0 = 6;) = [2\
Poténcia do
ensaio\teste



Exemplo

Seja uma populacdo X~N(u, 0% = 4)
Pretende-se testar Hy: u = 10 contra Hy: u = 14

W={x:x>k}

Regiao de rejeicao

Regiao de nao rejeicao
. ) IR
N(10,0?) y N\ N(14,0?)
1B N N
. - e — -
1 0 | IR 14 o
k=125 h

Probabilidade de erro
tipo 2\22 espécie

Probabilidade de erro
tipo 1\12 espécie



Reduzir Erro tipo 1-=2>Aumentar Erro
tipo Il (e viceversa)

Seja uma populacdo X~N(u, 0% = 4)
Pretende-se testar Hy: © = 10 contra Hy: u = 14

W = {f X > k} Se se reduz @, aumenta 1 — f8

Regido de nao rejeicao Regiao de rejeicao

: ’_._,-'_ '-\_‘\‘.‘
\ N\ N(14,0?)

N(10,0?%)

= i P q ?_ — e
—— b‘
/4 0 v 14 X
k=13

Probabilidade de erro
tipo 2\22 espécie

Probabilidade de erro
tipo 1\12 espécie



Teste mais potente

8. Teste mais potente — Lema de Neyman-Pearson

Ideia importante: A reducao das duas probabilidades (ou de uma delas,
supondo a outra fixa) s6 se consegue aumentando a dimensao da amostra.

Na impossibilidade de minimizar ambos os erros, o Lema Neyman-
Pearson define o teste mais potente com base em dois critérios:

1. Fixar a probabilidade de erro tipo 1 (a) porque atribui a este erro maior
importancia. Em geral @ = 0,1,0.05, 0.01. Apenas se rejeita H, se houver

forte evidéncia estatistica contra esta hipotese.

2. Minimizar a probabilidade de erro tipo 2 (1 — f#) ou maximizar a poténcia do

ensaio (7).



Lema Neyman-Pearson

Teorema 8.1: Seja (X, X,, -+, X,,) uma amostra casualde uma populagdo com
fungao densidade f(x|0), 6 € {6,,0,}.SejaC > 0,e W < R" o conjunto do
espaco amostra definido pelas condigoes:

L(6y) _ Ty £ (x]6:)
L(6o) H?=1f(x|90)

>Co (xq,x9,:4,x,) EW, (8.5)

P((X1,X2,-+,X,) EW|0 =6,) =« (8.6)

Entao, o teste associado a regiao critica W é o teste mais potente de dimensao
a paratestar Hy: 0 = 6, contra H;:60 = 0,




Exemplo

Exemplo: Seja (XI,XZ, .-+, X,,) uma amostra casual de uma populacdo com distribuicdo
de Poisson de média A desconhecida.
Hy:A =LA, contra Hi:A =\, > A,

Ay t(A) A, F(xIA,)

L(ho) ML, f(x1No)

> C dada(xq,x5,--,X,) EW

e
FOXN) = A>0, x=0,1,2, =

E a regido critica UMP para o ensaio
—n\,y IR, Yizy Xi Hy:A =17, contra Hi:A =X\, > A
?zlf(xlxl) _ e 1A il e—ll7\1+n7\o * (ﬁ) = > C ° }\0 ! . °

n o f(xhe) e-n)\o)\ozl— Ao n
' Wen %, = {(xhxz. "'.xn)IZizlxi > C'}

Yity X
A =1
In| e~PAs+tho , (—1) =-—n(A; —A,) + Z X; ln( ) > InC
Ao
. Ao A A n
Ao \izl

M>Ap=>>—>1=In|— (.
\ln ’\o) ~c Ao S




continuacao

Exemplo: Seja (X, X5, -, X,,) uma amostra casual de uma populagao com
distribuicao de Poisson de média A desconhecida.

Hy: A=Ay contra Hi: A=A, <A

—n(A; —A,) + Z X; ln( ) >mCe Yt xIn (;o) > InC+n(A; — A,)
Ao

A A " InC+n(A; — A,)
AN < A= >2<1=n <0= Z X; < X
Ao i=1

n|{s—
Ao
/’"‘ E a regido critica UMP para o ensaio
: n Ho: A=Ay contraHy:A=1A; <Ag
' E xl < k|

/ WZ: L X; {(’51 Xy, - n):z._lxi < k}



Como definir a regiao critica?

Regra intuitiva: No teste de médias, variancias ou proporgoes a regiao
de rejeicao esta do lado da alternativa quando se utiliza a estatistica

“natural”.

Exemplos:

Hy: <130 grscontra Hy: > 130=> Wy = {(xq, x5, -, x,,): X > k}

Hy: 02 = 0.5 mts contra Hy: 62 < 0.5 mts = Wy = {(x1, %, -, %,): 8" < k}

Hy: 0 =0.35contraH,:0 = 0.4 =Wy = {(x1,x3,+,x,): X >k}




Resumo

Procedimento pratico para realizar um teste\ensaio:
1. Fixar @ num valor adequado ao problema a resolver

2. Escolher uma estatistica teste (cuja distribuicao, sob Hy,

deve ser conhecida)

3. Definir a regiao de rejeicao

4. Realizar o teste e concluir (s6 nesta ultima etapa se utiliza a

amostra observada)






