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Par Aleatorio Discreto

PAR ALEATORIO

A um vector aleatério de dimensdo 2 chamamos um par aleatério ou varidavel aleatdria

bidimensional.

Par aleatorio discreto:
Um par aleatério diz-se discreto quando ambas as componentes sdo v.a.’s discretas. Assim (X,Y) é

um par aleatdrio discreto quando os dominios de existéncia das v.a.’s X e Y s&o conjuntos finitos ou

infinitos numeraveis.

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
b4 o)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Conjunta

A fungdo de probabilidade conjunta do par aleatério (X,Y) € uma fungéo f(x,y) que associa a cada

elemento de R? uma probabilidade,

f(xy)=p;=P[X =x)Y =y].

Verifica as seguintes propriedades:

1. 0= fxy)s1, V(xy) e R%

2. 3 > f(x.yy) =1.
P

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Conjunta: Exemplo

Exemplo 6. Uma moeda equilibrada tem o algarismo 1 desenhado numa das faces e o algarismo 2

desenhado na outra face. A moeda é langada ao ar duas vezes. Seja a v.a. X — soma dos dois

numeros observados nos langamentos e a v.a. Y — diferenga dos mesmos nlimeros (o primeiro menos

o segundo).

funcado de probabilidade conjunta, por vezes é representada através de um quadro.

Q={(1,1,(1.2), (2.1), (2.2}
NN 1 1

Para o exemplc ga fung&o de probabilidade conjunta de (X,Y) vem:
(X,Y)= (2,0) 3-1) 3.1) (4.0)

x \y

Assim temos :

PIX =2)Y =0]="%; PX =3 =-1]=%;

P[X =3)Y =1]=1; P[X =4)Y =0]=".



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais

Apesar de no par aleatério se proceder ao estudo em conjunto de duas variaveis aleatérias, isso ndo

impede que se possa estudar probabilisticamente cada variavel componente em separado. De facto é
possivel obter as fun¢des de probabilidade das variaveis X eY, individualmente, e a que damos o

nome de fungées de probabilidade marginais:

Funcéo de probabilidade marginal de X,

fx (X)=P[X =x, -0 <Y <1e0]= > f(xy)

Funcao de probabilidade marginal de Y

fy (y)=P[-o<X <40Y =y]=>"f(xy)

Estatistica e Probabilidades |l (uevora.pt)
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https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

Exemplo 7 (continuagao)

Podemos calcular as probabilidades marginais, isto &, calcular a fungdo de probabilidade de X eY

usando a fungédo de probabilidade conjunta.

Assim,
PX =2]=P[(X =2}N{Y =-1hu (X =2}n{y =0 (X =2}Nn{y =1})]=

= PX =2Y =-1]+P[X =2, =0]+P[X =2Y =1]=%,
PIX =3]=P[({X =3}N{Y =-1hu X =3}n{y =0h)u X =3}n{y =1})]=
= PX =3Y =-1]+P[X =3Y =0]+P[X =3Y =1]=%,
PIX =4]=P[({X =4}N{Y =-1hu (X =4n{y =0 X =4n{¥ =1})]=
= P[X =4Y =-1]+P[X =4,Y =0]+P[X =4Y =1]=%,

Pelo que, a funcao de probabilidade marginal de X &,

2
X=41
4

x \y| 4 0 1
2 0 1/4 0 174
3 1/4 0 1/4 112
4 0 1/4 0 1/4
1/4 172 1/4 1
e e

fungéo de probabilidade marginal de Y

soma de coluna

fungéo de probabilidade marginal de X

(soma de linha)

Elementos de Estatistica e Probabilidgdes Il (uevora.pt) O



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

x \y| - 0 1
0 1/4 0 1/4
1/4 0 1/4 1/2 fungéo de probabilidade marginal de X
4 0 1/4 0 1/4 (soma de linha)
1/4 112 1/4 1
“ o _

fung@o de probabilidade marginal de Y

(soma de coluna)
Da mesma forma obtemos,

PIY =-1]=%, PlY =0]=% e PIY =1]="%,

A fungao de probabilidade marginal de Y sera,

Elementos de Estatistic Probabilidades Il (uevora.pt)

Y={1

N = ©
N

o

O quadro da distribuicdo de probabilidade conjunta de (X,Y) pode agora ser completado com mais

uma linha e uma coluna para as probabilidades marginais das v.a.’'s Xe Y.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Condicionais

A distribui¢do de probabilidade de X isolado e Y isolados sdo:

Sabemos que: g(x)=Y f(x,y) e h@y)=Y f(x,y) varidvel discreta
P(ANB) Y *
A)= A
P(B/A) 7A) , P(A)>0
Definindo: Temos que:
A — o evento onde X = x PX=x,Y=y) f(xy)
PY=y/X=x)= - =—=, 9(x)>0
B> oeventoondeY =y V= ) P(X = x) g(x) &
ou ainda
P(X=X/V=Y)=P(X=X'Y=Y)=f(x'y) h(Y)>0

P(Y=y) hly)

[ ) www.cearidus.ufc.br/Arquivo o




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

X
f(x.y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/28
y 1 6/28  6/28 - 12/28
2 1/28 - - 1/28
10/28 15/28 3/28 1 www.cearidus.ufc.br/Arquivo

P(X=0)= g(0) =Y f(0,y)= f(0,0)+f(0,1)+f (0,2)=10/28

Funcdo massa de probabilidade de X:

x 0 1 2 - H : H o
g(x) _é% 15 3 = distribui¢do de probabilidade

28 28

PX=1)= g1) = S f(L,y)= £(1,0)+ (1, 1)+ f (1, 2) = 15/28

\

P(X=2)= g(2) = i f(2,y)= f(2,0)= 3/28 marginal de X.




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

x ¥ H .
f(x,y) 0 1 > Mas usando a definigdo:
O 3/28 9/28  3/28 15/28 P(X=x/Y =)= P(X = x._Y =y) _flxy)
y 1 6/28 6/28 - 12/28 PY=y) hly)
2 1/28 - - 1/28 .
or definigdo: h(y)="> f(x,
10/28 15/28  3/28 1 por definigdo: hly) =3 f(x.y)

6/28 1

P = :1: —

(x=0y=D= 577282 .

Px=1/y=1)=-2/28 _1 Plx=2ly =137 28
12/28 2

=0
Aww.cearidus.ufc.br/Arquive
1



Independéncia entre as Variaveis Aleatorias

Dada uma v.a. bidimensional (X,Y), as v.a. unidimensionais que a integram, X e Y, dizem-se

independentes se ‘

f(xy) = fx(x) - fv(y), ¥ (xy)-

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Independéncia Estatistica

(Dedugdo com analogia Teoria das Probabilidades) l

Sabemos que:

Sejam x e y duas varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo de

P (A/B) = % = f(x/y) = ff\’((—y)),) probabilidade conjunta f (x, y) e distribuigdo de probabilidade marginais g(x) e
h(y), respectivamente. As varidveis aleatérias x e y sdo consideradas

Mas se A e B forem independentes: Estatisticamente Independentes se e somente se:

P (A/B) = P(A) = f(x/y)=g(x) f (x,y) = g(x) . h(y)

Assim, para todos (x, y) dependendo do intervalo).

P(AnB)=P(A).P(B) = f(x,y) = g(x).h(y




Independéncia Estatistica

Generalizacdo

Seja Xy, Xz, .. . Xn, nvaridveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo
de probabilidade conjunta f(x1, x2 . . . x) e distribuicdo de probabilidade
marginais fi(x1), f2(x2) . . . f3(xs), respectivamente. As varidveis aleatérias, X, Xz, .

.. X,, sdo ditas Estatisticamente Independentes se e somente se:

f(x1, X2 ... %) = fi(x1) . fa(x2) . .. f3(xn)




Independéncia Estatistica: Exemplo

Mostre que as varidveis aleatdérias do exemplo ® ndo sdo estatisticamente

independentes.

bl

f(x.,y) = g(x) . h(x)

Vamos verificar em um par (x, y)

X
£(x.y) 0 1 ° Suponha (0, 0)
0 3/28 9/28 3/28  15/28 f(x,y)=f(0,0)=3/28
y 1 6/24 6/24 - 12/28
> 128 ) ) 1/28 9(0)=10/28
10/28  15/28  3/28 h (0) = 15/28

Vemos que:

—Ft . ndo sdo estatisticamente independentes.

28 2828



Valor Médio do Par Aleatorio

Valor esperado:

Seja X uma variavel aleatéria. O valor esperado, média ou esperanca matematica de X, que

denotamos por E[X] (também representado por py ou ), quando existe, define-se por

EX]=>xf(x) se X é uma variavel aleatéria discreta,
i

Propriedades do valor esperado:

Dadas X e Y duas variaveis aleatdrias, e seja k uma constante real,
* E[]= k;
* E[kX]= kE[X];

»  E[XtY]= E[X]+ E[Y]; Elementos de Estatistica e Prpbabilidades Il (uevora.pt)

=  E[XY]= E[X]. E[Y]+Cov[X,Y]
Se X e Y forem independentes entdo E[XY] = E[X]. E[Y]



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Variancia do Par Aleatorio

Variancia:
Seja X uma variavel aleatdria. A variancia de X, que denotamos por Var[X] (também representada por
o% ou simplesmente g2), & definida por:

Var[X] = E[(X- ux)1,

ou seja,

Var[X]= Z(Xi -ux P f(x) seXéumav.a. discreta,
i

Propriedades da variancia:
Dadas X e Y duas variaveis aleatérias, e seja k uma constante real,
= Vark] =0;

»  VarkX] = k*VarX];

*  Var[XtY]= Var[X] +Var[Y] £ 2Cov[X.Y];

. Se X e Y forem independentes entdo Var[XY] = Var[X] +Var[Y] Elementos de tistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
+ VarlX]= EXY- EX] O
Onde,

E b( 2J= lezf (x,)  seXéuma variavel aleatéria discreta,
i



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Covariancia do Par Aleatorio

Covariancia:
A covariancia entre X eY, representa-se por Cov(X,Y)ou simplesmente oy v, e define-se como

Cov[X, Y]=0xy =E[X- px) (Y- )l

ou seja,
Cov[X.Y ]=ZZ(}(i - g (X - 4 )-f()(i ,yj) se (X,Y) é uma v.a. discreta,
P

Uma outra formula para calcular a covariancia & EXY ]=zzxiyl f(xi ,yj) se (X,Y) & uma v.a. discreta,
Cov[X,Y] = E[XY]- E[X] E[Y]. L

onde

| Propriedades da Covariancia:

Sejam X eY duas variaveis aleatérias e a, b, c e d constantes reais,

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt) * X eY s&o variaveis independentes =Cov(X,Y) =0

. (Nota: O reciproca pode nao ser verdadeiro. O facto de Cov(X,Y) =0 ndo implica a
indepndéncia entre X eY, pode existir uma ligacéo ndo linear entre as variaveis.);

= Cov(X,X)= Var[X];

= Cov(aX+b, cY+d)=acCov(X,Y).


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Coeficiente de Correlacao do Par Aleatdrio

« Coeficiente de correlacao:

O coeficiente de correlacéo é definido como:

_ Cov(XY) _ Oxy
War(XNarl | oxoy

P=Pxy

Propriedades do coeficiente de correlagao:

Sejam X eY duas variaveis aleatorias e a, b, c e d constantes reais,

= I<pxy <1
*» Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes, entdo pxy = 0;

* O coeficiente de correlagdo nao se altera quando as variaveis sofrem uma transformacgéo
linear positiva, ou seja, O

Pax+b.cy+d =Px.v seac > 0.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

’c- ‘0 .

Pares Aleatorios Discretos: Exercicios
do Murteira et al (2015)

Distribuicao Conjunta, Marginais e Condicionais;
Independéncia; Covariancia e Correlacao
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1.

Numa dada loja de componentes para computadores, as vendas didrias de discos ri-

gidos das marcas X e Y tém a seguinte funcao probabilidade conjunta:

b)
c)

d)

y\N x| 0 1 2
0 0.12 025 0.13

1 0.05 030 0.01

2 0.03 0.10 0.01

Determine as fungdes de distribui¢cdo marginais de X e de Y.

Qual a probabilidade de, num dia, a marca X ser a mais vendida?

Qual a proporcao de dias em que se vende igual nimero de discos das marcas
referidas?

Obtenha a func@o probabilidade de X, nos dias em que se vende exactamente um
disco da marca Y.

Verifique se as varidveis sao independentes.

Calcule as médias e as varidncias de X e de Y.

Calcule o coeficiente de correlagio.

Verifique que E(Y | X = x) ndo coincide com E(Y).Comente.

Calcule a média e a varianciade Z=X —-Y.



Exercicio 1 (a): Funcdes de Probabilidade Marginais

¢ §,.(0) = 042 +0.05 #0.03 = 0.20 0.20 (x=0)

. = 1

.h(«) + 0.15+0.30+0.10 = 0'~65 - -F*U-\ =H 0.65 (= )

015 (x=12)

£ (2) = o130 04 +004 = 0.4S

. Fy (°) =0.12 +0.25 +0.13 = 0.50 - .50 (y=0)
s f, (1) =005+ 0304001 < 0.36 — fy(!) 24 036 (y:=1)
o.t4  (y=2)

= 0.}h

] ‘fy@) z 0.03 +0.10 +0.04




Exercicio 1 (a): Funcdes de Probabilidade Marginais

i age, 05 {.me,'ées. da dusleibuied roRarals 4o do-dos poR

0 (‘zco) [ o (‘51.0)
020 (ogtxezd) 0.50 (os:.,gq)
Fx)= :
7 085 (1exea) o { 0.86 (1cye2)

N CE2Y

L A (}j 2,2.)



Exercicio 1 (b): Probahilidade

P(X >y = ”-Z’H by = 4,'7(*.0)* -Fm(’-.ﬂ‘) + {-}w (2)0) =0.25 + 0,13 + 6.01 = 0.39




Exercicio 1 (c): Probabilidade

v = 2 hy s f 600 0], 60 o bi) seinvose ven < o




Exercicio 1 (d): Probabilidade Condicional

Quag -2 : Fx““(t) = M

£,
s X0 = ,Clw_‘(o) = _'Ff_*_!_gf,i.})__ . 0058 . £
) £, () 0.3 36 Lbof )
5/3-6 ('x. =0, Y= }&ﬂ)
Fe (410 0.36 . 3b_ :
A s ANt : =
%* 'E&Wu (0 .Fy (1) 0.2¢ 36 ‘ 'Erl'q:.q(,ﬂ = S%Q (1=’l J 3= \ FNP)
e (xe, yet gine)
4-,,‘,(_2,'3) _ 001 . A

v A=) > .F‘H“(Z) = Y e

4), ()




Exercicio 1 (e): Independéncia

Xs Y 580 unaa.‘m\&uiaé G & 8o s F:,y(-“rfl)= £, '&,(3) , ¥ () € R

;”(o,mo.lz 2 {,) f (o) 0.20x0.50 =010

oo, £,, 00 # £, £,6), o que X &Y o R ndipandure



Exercicio 1 (f): Valor Medio e Variancia

Z- '&..F*'*L'l"i) -~ Oxo.l2 + 1K°a2§42xa.13 + 0x0.05 F\ x0.30 4 2 x0.0\
)

E(x) =

1—0*0.03?“&-“’ *Zlo‘o| =°.°'S

& 2
E(xl) .z f,w (2,9) = 0 k012 +1%x0.25+ 2% 4042 + 0% 005 + 1 %0.30 ¥ 2°x0.0) 4
(*3)

2 2
+9zﬂo.03+1 X040 + 2 »wo0.01 2 .28

Vg (%) = 1.25-0.98% = 0.34735




Exercicio 1 (f): Valor Medio e Variancia

E(v) = Z H'ﬂ,y(“'ﬂ) 2 0x0.12 +# 0Xx02¢ + 0 x0.13 + k0,05 Ix 0304 \20.01:
x9) - '

+ 2 R002 + 2%0.lg +2x0.00 = 0.64

2 2
e(y) = (Z J- h, (%,9) - ot ro.l2 +0%xo 25 40 %013 ¢ | k005 + (ko 3o + | x0.OU¥
»Y)

‘. -
+z"xo‘u3+2lxa.!u +2 xowt = 092

Vor (V) = 0.2 - 0.64% = 0.5i04



Exercicio 1 (g): Coeficiente de Correlagao

Q\T(_K|Y) - 0156 = 0.9% % °|6"l - '0.0‘-\8

oy (1Y)

U R I Lo
| : - 0.0438
- % - 0. \\40
. Go () = E(xn) - €00 EDY) P Joatrs | o.s104

.,E(K‘f) 2 (z)‘ilj f»lﬂ(ﬂ,:j) = Ox0X0.12 ¢+ |xox 025+ 2X0 % 0.13 +
23
FOX\I X005 4 Ix1AD 20 + 21 k0.0 +

L0X2%0.03 4 \x2x2000 +2x2 ¥0, 81 = 0.56



Exercicio 1 (h): Valor Médio

E(Yie=x) = 244,19
s Xz 0 - E(‘”x 0) ZH ‘F,‘,” o Z.:l w p Oa(..gi?:__ +
Y=o yro £ (o) 0. 23

Fix 005 o2 % 2293 . oSS
0.20 ¢.20

z
cxzn = E(¥Ixen) Za fn = 2 i_;if‘a_ﬂ))._ cox 225

%4.?,&.9;52—:0.::}

#Ax
0.6S 0.65




Exercicio 1 (h): Valor Médio

. 2 £ (zf\g) 0.13
- A2 Ao
. X2 = E(¥]x=2) = gioﬂ'f“mm :’Z“ff £2) s

4—\:(.9..:.9-'—.;2..&3:-?-!—_:,0.20
218 oAy

Logo
9.8%35 ('*-‘-'-0‘1

E(‘Hxsx) :{ o.ar (=) + E(Y) = 0.¢y4

0.20 (1"3-) Y noo M ie\Ja.pu\Am'[h v m{o\iq
A X .



Exercicio 1 (i): Valor Médio e Variancia
Z = X-Y
E(2) = E(x-¥) = E(x) -E(Y) - 0.5~ 0.64 = 0.3

Vor(2) = Vor (x-¥) = Var(x) + Vor (V) - 2 tov (%,¥) = 0.3435 + o.510u4~

203435 + 0.5104 ~2 x (-0.0u8) = 0.4539




3. Os acertos finais para obten¢ao da cor desejada para uma tinta sio feitos em pri-

meiro lugar por um computador, sendo completados manualmente por um operario

especializado. O nimero de afinacoes de cor levadas a efeito pelo computador varia

entre uma e trés. O operdrio examina o trabalho e procede ou ndo a uma tltima afi-

nacao manual, consoante julgar necessdrio.

Da experiéncia passada sabe-se que:

— Em 60% dos casos ndo € necessaria qualquer afinacao manual;

— Em 30% dos casos o computador leva a efeito uma unica afinacdo de cor, e, em
40% destes, jda nao € necessario proceder a qualquer afinacdo manual;

— Em 60% dos casos o computador leva a efeito duas afinac¢des de cor;
— Quando o computador realiza trés afinagoes de cor é sempre necessario afinagdo
manual.
Calcule a funcdo probabilidade de (X,Y), onde X representa o niimero de afina-
¢oes de cor realizadas pelo computador, e Y, o nimero de afinacdes manuais. Estude
a independéncia das varidveis.




Exercicio 3: Fungao de Probabilidade Conjunta

X - nt a{iho.i:'aés. do t.nvﬁ\m-h&oa ()’\=5_'.2,3) -

\, - W o.;..m.ﬁu._s. clo o\ammn * . (1;=__0,A)_ A

Soba - s q.m..__-_ - : N a1 -

- ?P-(.\’;:O.‘) -'--t;LG- (*;'_-S-' (0) ‘:Qg o

¢ PKa) =0z e -(f) S
. __P(y colx=1) = 0. @ :4‘:”_— (&) =0




Exercicio 3: Fungao de Probabilidade Conjunta

,.ee_a-.;(n e {(m)-t 0.6=04

. 1: '-‘(c-]..: 0.4 ). dxa(Lo

0

f(t) i _(., .&g_((:;_); - A Q:)iz.:__)._

-

L 0.3+0.6 +§,(3) =1 u_;;r(a.) s A-03-06:04_

= 0‘\ &) ..m(‘_")_ 0.4 (=) z;_ (10):0‘1:03 =042




Exercicio 3: Independéncia
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7. Um comerciante vende, entre outros artigos, maquinas de calcular de certo tipo. Seja
(X.,Y) uma varidvel aleatoria discreta onde X representa o numero de maquinas re-
cebidas mensalmente para venda, e ¥ o nimero de maquinas vendidas também men-
salmente, com distribui¢ao dada por:

fX,Y(x‘!}')zl'fg (x:152$3;y=0315"'=x)'

a) Calcule as fungdes probabilidade marginais e estude a independéncia entre X e
Y.

b) Calcule a fungao probabilidade condicionada, f,,,_,(y). e diga qual o seu signi-
ficado.

c) Obtenha a fungdo probabilidade da varidvel aleatéria que representa o nimero
de maquinas que ficam por vender mensalmente.

d) Calcule a média e a varidnciade X e de Y.

e) Obtenha E(Y | X = x). Interprete o valor para x =2.

f) Determine a média e a varidncia do nimero de maquinas que ficam por vender
mensalmente.

g) Determine o coeficiente de correlacio entre X e Y.




Exercicio 7 (a): Fungoes de Prohahllldade Margmals
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Exercicio 7 (a): Independéncia
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Exercicio 7 (b): Fungao de Prohahllldade Condicionada
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Exercicio 7 (c): Funcao de Probabilidade

_EL __)( ‘f BRI o ‘mﬁ;ums__?o& sfm&nﬁ. ,_mhso.\mn.n‘\‘n. .

.,‘, ) - g6 m)___/a+1., 3% s

-—-1~———-———-———-;-——--——-.—|—- B e O L DU *__, 1

‘%},,J J_Hun‘ 441; m~;_m>_.+.4 m); va . */w -?%j_f




Exercicio 7 (d): Valor Médio e Variancia
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Exercicio 7 (d): Valor Médio e Varlancla
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Exercicio 7 (e): Valor Médio
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Exercicio 7 (e): Valor Médio
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Exerclclo 1 (f): Valor Medio e Varlancla
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Exercicio 7 (f): Valor Médio e Variancia
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Exercicio 7 (g): Coeficiente de Correlagao
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