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Distribuigao t-Student

Variaveis Aleatorias Continuas



Distribui¢ao t-Student

A distribui¢do t-Student € uma distribui¢do de probabilidade continua.

A distribuicdo t-Student geralmente surge quando temos uma populac¢io com
variincia desconhecida (e tem de ser estimada a partir dos dados recolhidos) e uma
amostra de dimensao pequena (n < 30).

A distribui¢do t-Student € dada pelo quociente entre uma normal reduzida e a raiz

quadrada de uma qui-quadrado dividida pelo respectivo niimero de graus de
liberdade.

lLe.,se Z~N(0:1) e Y ~ y%n). duas varidveis aleatorias independentes, entio:

T:iﬁf

Y )]
i

Se X tem distribui¢do t-Student com n graus de liberdade, escreve-se:
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Distribuigao t-Student

* A distribui¢do t-Student tem um pardmetro: n — o n°® de graus de liberdade.

+ Euma distribui¢cdo simétrica.

« E[X]=0

* Var[X]=n/(n-2), sen>2

Distribuicdo Qui-quadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicdes - Studocu
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Distribuigao t-Student
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» Se a variavel tem distribui¢do Normal na populagdo, ou a amostra é suficientemente

grande mas ndo conhecemos o desvio da populagdo, sé da amostra, entdo X—u, ~ t (1)
.
... A média amostral se distribui conforme uma t-Student « ’> S
e ... Adistribui¢do t-Student depende dos graus de liberdade (n-1), que denotamos por v \/H

=1
- v=4
— v=8
. =12

— NQO.D

Afuncdo densidade de probabilidade da t-sudent detém caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal quando o nimero de graus de liberdade é pequeno e a medida
que esse valor cresce, a distribuicdo t-Student aproxima-se da normal.

5://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A30_t_de_Student
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Distribuigao t-Student

* A distribuicdo t-Student varia de acordo com os graus de liberdade.
Isto significa que a sua curva depende da dimensdo da amostra, n.

* Esta tabelada para algumas probabilidade en <30, n=40.n=60.n=
120 en = w0,

*  Quando n > 30, pode usar-se a aproximacio a distribuicio normal. Em
tais casos, p =0 e Var =n/(n-2).

+ A medida que n aumenta, a distribuicio tende para a distribuicio
normal. Para n grande, a distribui¢do t-Student tende a ser muito
semelhante a distribui¢dao normal.

Distribuicdo Qui-quadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicdes - Studocu
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Distribuigao t-Student

e +-“STUDENT”

U 2.
T= ~1 U~N@Ol)y eV~ dependentes
M (n) com 0,1) e x“(n) independen
: n oy =) 3(n-2)
E(T)=0; Va(T)=—— (n>2); 7, =0; yp = (n>4)
n-2 n-4

Propriedade: « Sendo T ~t(n)= l'_u)n Fy(t|n) = (1)
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Suponha que X ~ t

(12

a) Calcule P[X <2.7];

b) Qual o valor de a tal que P[X > a]=0,95;
¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0.05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.




Suponha que X ~t a2

Exercicio a) I

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

t,,:P(X>t,,)=¢ I
. ; ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

£ 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1.638 2353 3182 4541 5.841 10214
4 271 741 1.533 2132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 267 727 1.476 2015 2.571 3.365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5.208
7 263 1 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 262 706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1.812 2228 2.764 3.169 4.144
11 260 697 1.363 1.796 2201 g 3.106 4.025
» 12 259 695 1356 1782 2179 C.681) 3.055 3930 >
13 259 694 1.350 1.771 2.160 wnll 3012 3.852 t - 2681
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3.787 0,99; 12 ’
15 1.341 2.131 2947 3.733

P(X<2,7)~P(X <2,681)=1- P(X > 2,681) = 1-0,01 = 0,99




Suponha que X ~t a2

Exercicio b) I

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

. :P(X>t . )=¢ I
n.& ( ""“‘) ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;
' d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

e 400 250 1100 050 025 010 005 001
n , ,

1 325 1.000 3.078 6314 12.706 31821 63.656 318289 Areatotal eigualal
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328
3 277 765 1,638 2353 3182 4541 5.841 10214
4 271 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3.365 4.032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5208
7 263 71 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2,306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144

1 260 697 1363 0 2201 2718 3.106 4025 >

» 12 259 695 1356 @ 2179 2,681 3.055 3930 -a

13 259 694 1350 vl 2.160 2,650 3.012 3852
14 258 692 1345 1.761 2.145 2624 2977 3787
15 2131 2,602 2947 3733

P(X=a) = 0,95 & P(X>-a) = 0,05 < -a= 1,782 < a = -1,782




Suponha que X ~t a2

Exercicio ¢) P

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

t,,:P(X>t,,)=¢ I
: : ' ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

P 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 27 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2.306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 >
13 259 694 1350 771 2.160 2.650 3012 3852 b
14 258 692 1.345 1.761 2145 2624 2977 3.787 :
15 1341 2131 2,602 2947 3733

P(X>b)=0,05 < b = 1,782




Suponha que X ~t a2

Exercicio d) P

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

t,,:P(X>t,,)=¢ I
’ ’ ' ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

P 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 27 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2.306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 >
13 259 694 1350 771 2.160 2.650 3012 3852 5 0 c
14 258 692 1.345 1.761 2145 2624 2977 3.787 -C! :
15 1341 2131 2,602 2947 3733

P(-c<X<c¢)=0,90 < P(X<c)-P(X<-c)=F(c) - F(-c) = F(c) — (1- F(c))
=2xF(c)—1=0,90 & F(c)=0,95 < ¢ =F(0,95)1=1,782
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Distribuicao F-Snedcor

A distribuicao F-Snedecor € uma distribuicao de probabilidade continua.

A distribuicao F-Snedecor é dada pelo quociente entre duas variaveis aleatorias
com distribui¢cao do qui-quadrado, cada uma dividida pelos respectivos graus de

liberdade.

Le,se X~9%*m e Y ~%’m), duas varidveis aleatérias independentes, entio:

F=

Xfm

Yin

aly

m.,n)

Se X tem uma distribuicdo F-Snedecor com m e n graus de liberdade, escreve-se:

A distribuicao F-Snedecor tem dois parametros: m e n — i.e., 0 n° de graus de O

liberdade do numerador e do denominador (m, n € N).
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Distribuicao F-Snedcor

E uma distribui¢do positiva e nao simétrica.

E[X] =n/(n-2), quandon > 2

2n*(m+n—2
VAR[X] - m(nEm2)2(n—42) ., quandon > 4
Se X ~ Fm, n), entio:
1
5% F i m)

2
Se X ~ t(n), entdao X ~ F(], n)

A distribuigdo F-Snedecor estd tabelada para algumas probabilidade e
alguns me n

(m,n=1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 15, 20, 30, 60, 120, )
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Distribuicao F-Snedcor

F(2,50)

F(30,30)

F(12,4) Dml_
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Distribuicao F-Snedcor

e F-SNEDCOR

F= % ~ F(m,n) com U ~z2(m), V ~ zz(n) (independentes)
n

202 (m+n-2)

3 (n>4)
mn=2)"(n-4)

E(X)=ﬁ (n>2); Var(X) =

Propriedades: « X ~F(mn)= % ~ F(n,m) o Tty = 72 ~ F(1,n)




Distribuicao do F-Snedcor:
Exercicios

Variaveis Aleatorias Continuas

24



Suponha que X ~ F (19, 5).
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] =0.,025:

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] =0,05;

c) Calcule os valoresde cedtal que P[c<X<d]=0,9.




Y 4 -
Exercicio a)  swweex-ru

a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] = 0,05:

c) Calcule os valores de c e d tal que P[c< X <d] =0,9.

m - graus de lib do numerador
[ 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 @

1] .100 39.86 49.50 53.59 55.83 5724 58.20 58.91 59.44 59.86 60.19 60.71 6122 61.74 62.00 62.26 62.53 62.79 63.06 63.33
050 16145 19950 21571 22458 23016 23399 236,77 23888 24054 24188 24390 24595 24802 24905 25010 251.14 25220 25325 25432
025 | 64779 79948 86415 899.60 92183 937.11 94820  956.64 96328  968.63 97672 98487 99308 99727 1001.40 100560 100979 1014.04 1018.26
010 [ 4052.18 499934 5403.53 5624.26 576396 585895 592833 5980.95 602240 605593 6106.68 615697 6208.66 623427 626035 6286.43 631297 633951 6365.59

2] .100 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 933 9.35 9.37 9.38 9.39 9.41 9.42 9.44 9.45 9.46 9.47 947 9.48 9.49
050 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50
025 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 3933 39.36 39.37 39.39 39.40 3941 3943 3945 39.46 39.46 3947 39.48 39.49 39.50
010 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.48 99.48 99.49 99.50

3| .100 5.54 546 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 518 517 5.16 5.15 5.14 5.13
050 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 B.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.64 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53
025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.34 14.25 14.17 14.12 14.08 14.04 13.99 13.95 13.90
010 3412 30.82 2946 2871 2824 2791 27.67 2749 2734 2723 27.05 26.87 26.69 26.60 26.50 26.41 26.32 2622 26.13

4 .100 4.54 432 4.19 4.11 4.05 4.01 398 3.95 394 392 3.90 38
050 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 591 5.86 —_ —_ —_ 3
025 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.75 8.66 P(X > a) - 0’025 => a= 6162 b
010 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.2 Uz Ty T T TIoy o0 =0

51 .100 4.06 3.78 362 352 345 3.40 3.37 334 332 330 327 324 321 3.19 317 316 314 312 il
050 6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 468 462 456 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 437
10.0

e do denominador

025 10.01 843 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02
12.06 947

11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 9.89 9.72 9.55 938 9.29 9.20 9.11




4]

Exercicio b)

Suponha que X ~ F (9, 5).
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] = 0,05:

c) Calcule os valores de c e d tal que P[c< X <d] =0,9

‘ m— graus de liberdade do numerador

| g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 ]

i 329 292 273 261 246 241 238 235 232 228 224 220 218 2.16 213 211 2.08 2.06
4.96 4.10 in 348 322 3.14 3.07 3.02 298 291 285 277 274 270 2.66 262 258 254

025 6.94 546 4.83 447 - 407 395 385 378 372 3.62 352 342 337 331 3.26 3.20 3.14 3.08

010 10.04 7.56 6.55 5.99 5. 64 539 520 5.06 494 485 4.71 4.56 441 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 391

o a-as A = 54 245 2\3{3 234 230 227 225 221 217 212 2.10 2.08 2.05 2.03 2.00 1.97

Quantil da dlstrlbuigéo F-Snedecor de 36

i~ hg 4 i istribuicdo F- ili 317 312 306 300 294 288
probabilidade 0,05 com 10 e 5graus 567 5 OQ;?_)nt" a dlsi[]rcl)bUIg:ao Z Slledgcgr dE probabl(ljldade 402 394 38 378 369 360
de |iberdade D48 2 comaée graus de liberaade. No caso da 2.04 2.01 1.99 1.96 1.93 1.90

— 326 3 tabela € o valor d tal que P(F >d)=0,05 251 247 243 238 234 230
025 655 510 4.43 4.12 302 29 291 285 279 272
010 933 693 59 541 506 482 464 \_450 430 416 401 38 378 370 362

261 257 253 249 245 240

(x< b) =0,05
=> b = F0,05; 10,5 =1/ F0,9

1-P(X > b)/=

0,05 <

(x> b)=

0,95 F,

;5,10 =1/3,33 = 0,30

1

a =
1=1n,-1; iz @
ny—1my-1;1-3




Exercicio ¢)

Suponha que X ~ F (19 5.
a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] = 0,05;

¢) Calcule os valoresdecedtalque P[c<X<d]=0,9.

£
" F.;f.*lf
m - graus de lib do numerador
g 1 2 3 4 3 ¢ z 8 2 10 12 15/ Quantil da distribuicdo F-Snedecor de —=
1| 100 | 398 4950 5359 5583 5724 5820 5891 5944 5086 6019 6071 612 o 63.33
050 | 16145 19950 21571 22458 23016 23399 23677 23888 24054 24188 24390 2459 Probabilidade 0,05 com 10 e 5 graus 25432
025 | 64779 79948 86415 899.60 92183 93711 94820 956.64 96328 96863 97672 9848 de liberdade 1018.26
010 | 405218 499934 540353 562426 576396 585895 3592833 598095 602240 605593 6106.68 61569 , 6365.59
2| .100 853 900 916 924 929 933 935 937 93§ 939 94l 942 944/ 945 946 947 947 948 949
050 | 1851 1900 1916 1925 1930 1933 1935 1937 1938 1940 1941 1943 19.45 194
025 | 3851  39.00 39.07 3925 3930
010 | 9850 99.00  99.16 9925 9930 Pc<X<d)=09
3| .100 554 546 539 534 531 (C )_ )
050 | 1013 955 928 912 90l P(X > d) =005=>d=4.74
035 | 1744 1604 1544 1510 1488 =V, = i
010 | 3412 3082 2946 2871 2824
- > ) = =>Cc= . = . = =
ghpiml ni uw »e N a4 py s )= 0,95 => ¢ = F0,05; 10,5 = 1/ F0,95; 5,10'=1/3,33 = 0,30
£ 050 771 694 659 639 626 : :
I B T YR G P (ver slide a seguir)
010 | 2120 18.00 1669 1598 1552 rmmr o rmou oo e —
=
Z 100 406 378 3.62 352 345 340 337 334 332 330 327 324 321 319 317 316 314 312 311
3 6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 (A74) 468 462 456 453 450 446 443 440 437
3 025 | 1001 8.43 776 739 715 698 685 676 668 e 652 643 633 628 623 618 612 607 602
010 | 1626 1327 1206 1139 1097 1067 1046 1029 1016 1005 989 972 955 947 938 929 920 9.1l 9.02




Exe rcl'cio c) Suponha que X ~ F (10, ).

a) Calcule o valor de a tal que P[X > a] = 0,025;

b) Calcule o valor de b tal que P[X < b] = 0,05:

c) Calcule os valores de c e d tal que P[c< X <d] =0,9.

m— graus de liberdade do numerador
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 @0

329 292 273 261 241 238 235 232 228 224 220 218 2.16 213 211 2.08 2.06
4.96 4.10 in 348 3.14 3.07 3.02 298 291 285 277 274 270 2.66 262 258 254
6.94 546 4.83 447 ¥ A 378 372 3.62 352 342 337 331 3.26 3.20 3.14 3.08
10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 539 494 485 4.71 4.56 441 4.33 4.25 4.17 4.08 4.00 391

323 2.86 2.66 254 245 239 234 230 . 225 221 217 212 2.10 2.08 2.05 2.03 2.00 1.97
4.84 398 3.59 336 320 3.09 3.01 295 290 - 279 265 261 257 253 249 245 240
6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 388 3.76 3.660 359 353 323 317 312 3.06 3.00 294

w2 P(c<X<d)=0,9
63 & e P(X>c¢)=0,95=>¢c=F0,05; 10,5 =1/ F0,95; 5,10 = 1/3,33 = 0,30
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Teorema do Limite Central



Distribui¢ao Assintotica da Soma e da Média
de V.A.’s: Teorema do Limite Central (TLC)

@ Na maioria das situacoes é dificil determinar a distribuicao da
soma de varidveis (mesmo que sejam independentes!). O
teorema seguinte justifica a grande utilidade e importancia
da distribuicao normal (quer em probabilidades quer em
estatistica).

@ O teorema que vamos ver de seguida diz-nos que, para um
grande nimero de v.a.’s com idéntico comportamento
(distribucional), seja ele qual for, e mesmo que seja
praticamente desconhecido, a distribuicao da soma das v.a.’s
aproxima-se de uma distribuicao Normal; e tem uma

distribuicao que é tdo mais proxima da Normal, quanto maior
for o nimero de v.a.'s da soma.




TLC

Teorema do Limite Central

Seja Xi,..., X, uma sequéncia de v.a. independentes e
identicamente distribuidas com valor esperado p < oo e variancia

02 < co. Considere-se S, = >_" ; X; e X, = =, entdo quando
n
n — 400
Sn_E(Sn) Sn_nl.lji

VG VR

| S, —E(S,) ol
n—ILTooP( \/m SZ)_(D( )a

onde ®(.) é a fungdo de distribuicdo da normal reduzida i.e.,
N(0,1).

N (0,1),

ou seja,

Slides da Professora Conceicdo Amado |




TLC

De modo equivalente, se tem

ou seja,




Valor Médio e Variancia de Somas e Médias de
V.A.’s Independentes

Ubservar que:

E(S,) = (Zx) = > E(X)) = nE(Xy) = np
i=1

e como Xi, X3 -+ X, sao v.a. independentes tem-se

V(S,) =V (ZX) Z V(X V(X1) = no?
i=1

Formulario

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

-X2. (n-DST=ns?

712 2
LK o TLWN-HT FL X
n n

2

n
E(X)=u Var()l_’)= ; E(S2)=0'2; E(s?) =02

=E(ix,-/ ) ZE E(X) =p

i=1
e como Xy, Xz - - X, sdo v.a. mdependentes tem-se

=V(Zn:x,-/n)= 22\/ xl)_—2
i=1

i=1




TLG: Aproximacgoes
Observacoes:

@ O TLC deve ser usado apenas quando as v.a.'s Xi,..., X,
nao tém distribuicao normal!

@ A demonstracao do teorema exige algumas ferramentas
matematicas avanc¢adas.

@ Asv.a. Xi,..., X, podem ser discretas ou continuas.

@ Geralmente considera-se n grande se n > 30

@ As distribuicoes binomial e de Poisson podem ser aproximadas
pela distribuicdo normal (na sec¢do anterior vimos que podem
er escritas como somas de varidveis aleatdrias). Assim:

o X ~ Bin(n, p) pode ser aproximada por X ~ N(np, np(1 — p)),
a aproximacdo tem menor erro quando np >5e n(l —p) > 5

o X ~ Poisson()\) pode ser aproximada por X ~ N(),\), a
aproximacao tem menor erro quando A > 5_




Teorema de De Moivre-Laplace: Binomial - Normal

T. Limite Central: Aplicacao a aproximacoes para distribuicdes discretas

Corolario 5.3 (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessao de variaveis

aleatorias 1id, X4, X5, ..., Xy, . .., com distribuicdo de Bernoulli de média E(X;) = 6

e, portanto, Var(X;) = 8(1 — 0), tem-se,
L.Xi-nf a

S SN,

Nota: X = )=, X; ~B(n; ). Quando n ¢ grande, utilizar o corolario. Mas...

com Correcao de Continuidade.

Murteira et al (2015)

9, °




Aproximacoes Baseadas no TLC: Binomial - Normal

Probabilidades associadas a uma

distribuicao Binomial, B(n,p), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com pu=np e o =|np(1-p).

Para que a aproximagao nao seja muito ma,
devemos ternp>5en (1-p) > 5.

IL

Aproximagdo da Normal para a Distribuigdo
Binomial

= Quanto mais perto p estiver de 0,5, melhor serd a
aproximagdo da normal para a distribuicdo binomial

= Quanto maior o tamanho da amostra, n, melhor sera
a aproximacgdo da normal para a distribuicdo binomial

= Regra Geral:
= A distribuicdo normal pode ser utilizada para
aproximar a distribui¢do binomial se

np25en(l-p)25



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Poisson - Normal

s  Probabilidades associadas a uma
distribuicao de Poisson, P(A), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(w,c), com u= A e ¢ =|A.

A aproximacao sera tanto melhor quanto
maior for A.



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

TLC: Correcao de Continuidade

Avariante do T. L. C. para distribuigGes discretas introduz a corre¢do de continuidade que permite aproximar
uma distribuicdo discreta por uma distribui¢do continua, neste caso a distribuicdo Normal.

Corregdo de continuidade: Seja X uma v. a. discreta, com variagdo A (i.e., X pode tomar os valores
0,4,24,34,...),com E(X) = uy e Var(X) = a#. Entdo a corre¢do de continuidade é efetuada da seguinte
forma:

P(X=k)n=P(k—



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

TLC: Correcao de Continuidade

Note-se que nas distribui¢es usuais, por exemplo, Binomial e Poisson, A= 1, pois tratam-se de distribuicdes
de contagem logo

PX=k)~P(k—05<X<k+0,5).

Com a aplicacado das propriedades da distribuicao Normal, podem generalizar-se as seguintes regras:

. P(Xsk)zP(ZSM)zq)(M);
Ox Oy
k—0,5—- k—0,5—
- P <)~ P(Z< H) = o )
Ox Oy
k—05- k—05—
- P(Xizk)zP(Z:z—ﬂX)zl_q)(—M);
Ox Oy
k+0,5— k+05—
. P(X>k)zP(Z> - Ju’"):l—cb( - ”X)
X X ProbabilidadesEstatistica2019.pdf O



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

Continuidade
x = exactamente 120
Exactly 120
- 120 |
o e b L P(X = 120) ~ P(120-0,5 < X < 120+0,5)
Normal que “aproxima” X -
(sendo esta uma v.a. P(X =a)~Pla—d < X < a+9)

discreta).

E SlidesBioestatistica6 (ua.pt)

o

1195 4 41205

N/

Intervalo que representa o valor discreto 120



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de
Continuidade

At least
X = pelo menos 120 120 -
=120, 121, 122, . .. P(X 2 120) ~ P(X 2 120-0,5)

119.5

More than
X =mais do que 120 /\Q P(X > 120) ~ P(X > 120+0,5)
=121,122,123, ...

Note-se que X é uma v.a.
Normal que “aproxima” X

1205

(sendo esta uma v.a.

discreta). , At most -
X =no maximo 120 y\ P(X =120) ~ P(X < 120+0,5)
0,1,...118,119,120 |

120.5

idesBioesta

Fewer P(X < 120) ~ P(X < 120'0,5)
X =menos do que 120*%
=0,1,...118,119 '

119.5



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

TLC: Resumo da Corregao de Continuidade

Observacao - aplicacao do TLC para distribuicoes discretas

@ Importante: A utilizagdo do teorema do limite central para
distribuicoes discretas apresenta um problema, uma vez que
se vai aproximar um fenémeno discreto por uma distribuicao
continua. Embora n3o exista uma solugao étima para todas as
situagdes, na pratica é comum adotar a chamada correcdo de
continuidade. Considere-se 0 < § < 1 e X a v.a. normal que
“aproxima” X, tem-se:

o PX=a)=Pla—d<X<a+))

o Pla< X <b)=Pla+d<X<bh-0)

o P(X<a)=P(X<a+d)

o P(X <a)=P(X <a—¥8)=P(X <a—20) (recordar que X é
continua...)

@ No caso da aplicacao do TLC a binomial e a Poisson o valor

tipico é § = 0.5, ou seja metade da variagao entre dois valores
consecutivos. Slides da Professora Concei¢cdo Amado




TLC
Fomuiaro |

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX nﬂ X lu

TLC: Sendo X; 1id com E(.X; e Var(.X; o' = ~ N(0,1
(Xi)=n (Xi)= o o/ 0.1
Z" ! -nl a

Corolério: Sendo Xj ~B(1,6?) . iid = IT N(O 1)

b +3 L_ne a-5- né
Correccdo de continuidade: P(a < X <b) = ,com @ e b inteiros

Jﬂf)(l 0| Jne(l -0)

Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁl ~N(O)

»a

b+%—l
Correcgdo de continuidade: P(a < X <bh) = ® -0

J ,coma e b inteiros




Exemplo 1: TLC

Exemplo 1- aplicacao TLC

Uma empresa de chocolates embala caixas com 100 pacotes de bombons.
Os pesos por pacote sdo v.a.'s X;, onde X; 1L X;, com valor médio 0.5kg
e variancia 0.1kg2. S3o colocadas 10 caixas numa palete. Qual é a
probabilidade aproximada do peso dos bombons da palete ser superior a
510kg?

v

Slides da Professora Concei¢cao Amado




Exemplo 1: TLC

Resolucao:
Xi— 'v.a. peso do i—ésimo pacote (kg)'
E(X;)) =05, V(X)) =0.1,Vi e X; 1L X; para i # j

§ =510 X; ‘v.a. peso dos bombons colocados na palete (kg)'

E(S)=E (Zm"" ) $71900 £x.) = 1000E(X;) = 1000 x 0.5 = 500
(porque sdo identicamente distribuidas (i.d.) a Xi)

V(S)=V (E}E‘i"' X,) 1900 /(X.) = 1000V/(X1) = 1000 x 0.1 = 100
porque sdo independentes e identicamente distribuidas (i.d.) a X;.




Exemplo 1: TLC

Resolucdo (cont.):

Pelo T.L.C. tem-se que:

S—E(S) S-500.

_ 10 —
P(5>510)=1—P(5§510)=1—P(5 500 _ 510 SOO)TT’C

V100 ~ /100
1 — (1) ~ 0.1587.



Exemplo 2: TLC

Exemplo 2 - aplicacao TLC e correcao de continuidade

O nimero de chamadas de telemdvel registadas a partir de certa “zona”
numa hora tem, em condicOes estacionarias, distribuicao de Poisson de
pardmetro 1500. Calcule a probabilidade (aproximada) de ocorrerem mais
de 1600 chamadas na préxima hora.




Exemplo 2: TLC

Resolucao:

X ~ Poisson(1500), como o valor de A é elevado n3o consta nas tabelas i
disponibilizadas, e sem a ajuda de um computador ndo é possivel calcular

a probabilidade pedida. Mas, podemos usar a distribuicao normal para Nota:

obter uma aproximagao. Lambda = 1500 > 5

Como X ~ Poisson(1500) pode ser aproximada por X ~ N(1500,1500) | Logo pode-se aproximar a
distribuicao Poisson a

P(X > 1600) = 1 — P(X < 1600)~1 — P(X < 1600 + 0.5) = distribuigdo Normal
X —1500  1600.5 — 1500)

=1-P(X <16005)=1—P <
(X< ) ( V1500 ~ /1500

= 1— ®(2.59) ~ 0.0048




Teorema do Limite Central
Formulario_|

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX nﬂ X lu

TLC: Sendo X; 1id com E(.X; e Var(Y; o2 = ~ N(0,1
)=H (Xi)= o o/ 0.1
Z" ! -nl a
Corolério: Sendo Xj ~B(1,6?) . iid = IT N(O 1)
b +3 L_ne a-5- né
Correccdo de continuidade: P(a < X <b) = ,com @ e b inteiros
Jﬂf)(l 0| Jne(l -0)
Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁl ~N(O)

»a

b+%—l
Correcgdo de continuidade: P(a < X <bh) = ® -0

J ,coma e b inteiros




Teorema do Limite Central: Exercicios do
Murteira et al (2015)

Variaveis Aleatérias Continuas

o1



68. Suponha que os elos de uma corrente de bicicleta t€m comprimentos aleatérios de
média 0.5 cm e de desvio padrdao 0.04 cm. As normas de um fabricante de bicicletas
exigem que o comprimento de uma corrente esteja compreendido entre 49 cm e 50

cm.

a) Se uma corrente tiver 100 elos, determine a propor¢do de correntes que satisfa-
zem as normas exigidas.

b) Utilizando apenas 99 elos, qual deve ser o desvio padrio da populacao de forma

que 90% das correntes cumpram as normas do fabricante?




Exercicio 68 (a)

X - vo. tompeimands alos | om Gnkeuleos - Voradll alistria cenbiuua com

dickelbuicdt dssconkucda !

M 08 G, =o0.04

Noawe: U om ¢ Cnmpnlm'fn do corperls & 50 cm
(‘-Mﬁ Mbﬂ;w@v&n dﬂbllnsq,u&. a Qﬂmﬁ:‘em)

(o)

00
Quer-% : P (1\'\5 E‘_KL sso)

onde W =08 % 3g

Ple TLC : z - M:__ - l\l((‘n,‘\)

n o
x

{ioo < 0.04 In o, $60 = %.ou

\./-'—v——-/
2 M(s4)

. a0n
g ) 4a-100%6.5 Z X, -h N
P(lgq,_. ‘_Z‘_X-450) ~ p( * e = Hx < 500 4\unxo.g> )



Exercicio 68 (b)

Cove, h:“\‘\,q@om‘nz&cth.}ogmgqﬁa P(‘l‘\é

Ruwerando an TLC (Gwm n:4) | fum.se:

"x. .
e v .‘.59) = 0.90 .

i . 2%,
e Zxes)om o P(E‘B__"‘j._ﬁ_ Zron)
e %9 O, W o,

= Pl <2525 ) .40 - o (
(WU‘ ATNCS = o0 > 2 o ¢ - 3

"u.S‘
:-) § (ﬁw> -3 0-‘35 :) —gﬁ-—- = 1'6'15 ;) G' = ___._P'S
%

X agus Jem

< 0,0305%



69. Na caixa de uma mercearia as contas que os clientes t€ém a pagar sdo sempre arre-
dondadas para o multiplo de 5 céntimos mais proximo. Assim, para cada conta, a di-
ferenca entre o recebido e o registado pode considerar-se uma variavel aleatéria com

funcdo probabilidade

Sy (X) =% (x=-2,-1,0,1,2).

Num dia em que sdo atendidos 100 clientes, qual a probabilidade de que a diferenca
entre o total recebido e o registado exceda os 40 céntimos? .




Exercicio 69

’ o o W%
v
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Exercicio 69

* T 7 Jerl) | owde Vae(x)- E[(\!-}'J?'L B(¢) |, pois pg o,
pg (<) ¢ B{x?)- ép*ﬂm B AE T GIEE S Ul s 2ty Loz
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PR bo.S N, hos \
1 ’P(Es 10-{2) =1 E(ff) SA- 02939 - 0.0024
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73. Uma fdbrica em inicio de actividade sabe que minimiza 0s seus custos unitirios se
conseguir uma producdo didria de, pelo menos, 300 unidades. Admita ser de 0.3 a
probabilidade de ndo atingir este nivel de producao.

a) Em 100 dias de laboracao, qual a probabilidade de ndo atingir tal nivel em mais
que 20 e no maximo de 40 dias?

b) Sendo n=20, e Y, a varidvel aleatdria que representa o nimero de dias em que
a producdo € inferior a 300 unidades, compare as probabilidades exacta e apro-

ximada do acontecimento dado pela condigao 12<Y <16.




Exercicio 73 (a)

Obyachvo & tonseguido s produgaie diomia ¢ 3 300 “widades

?ﬂ.aolbn.hhaadl ds néo G‘L‘"\tfR dt)in.ukm .o_' cl.& 0.3,

Paro. codo dio Lt ‘ (0")
X, = {4- , = b'b')l.t.kw “Su mm\,p.};lo
o, ww wnlrario

= X W B(A,o.s) L‘\-.x':,..,"ma)
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: L5 w2 dios sem que ebjechvo wao X cum‘,g'.Ae, am mn}un\:a ds 400
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- 400
G X~ B(g'o.;) = X~ B(‘loo,o.s)

L°%°, P (20‘- %’(L 5‘l°> : F(tm) - Fleo) % 09335 -0.0165 = 0.931



Exercicio 73 (a)

Resu\todo ob roximads
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Exercicio 73 (b)
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Exercicio 13 (h)
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81. Os passageiros do “Expresso” que parte ao meio-dia para Coimbra comecam a en-

trar no veiculo a partir das 11:40. O nimero de passageiros que entram para o veicu-
lo nos primeiros 15 minutos segue um processo de Poisson com ritmo médio de 2
passageiros por minuto. Nos ultimos 5 minutos, ou seja entre as 11:55 e 12:00, o nu-
mero passageiros que pretende entrar também segue um processo de Poisson mas
com ritmo médio de 5 passageiros por minuto. Se o veiculo que vai efectuar essa
viagem tiver uma lotacdo maxima de 60 lugares, calcule a probabilidade de ser sufi-
ciente para satisfazer a procura.




4 ™~
Exercicio 81
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Exercicio 81
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85. A producdo didria, em toneladas, de um determinado produto é bem modelada por
uma varidvel aleatéria com distribui¢ao uniforme no intervalo (1, 3).
a) Determine a probabilidade de num dia a producdo se situar entre 2 e 2.5
toneladas.
b) Determine a probabilidade de ao fim de 60 dias de laboracdo se conseguir

satisfazer uma encomenda de 125 toneladas do produto.




Exercicio 85 (a)
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Exerclclo 85 (h) |
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Obrigada!
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