Matematica II (1.2 semestre, 2023 /2024)
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Proposta de resolugao

1. Seja A € Myys tal que existem u,v € R?, tais que Au =u e Av = —v, onde u,v # 0.

(1 val.) (a) Indique, justificando, os valores préprios de A.
(1 val.) (b) Indique, justificando, se A é invertivel.
(115 val.) (c) Justifique se A ¢é diagonalizavel.
(1Y, val.) (d) Sejam u = (—1,1) e v = (1,1). Calcule A29%4, Justifique.

Resolugao:

(a) Um vetor préprio de A é um vetor nao nulo x tal que Ax = A\x para algum A € R.

Neste caso, o escalar A é um valor préprio de A.

Do enunciado, podemos concluir que os vetores u e v sdo vetores préprios de A,
com valores préprios associados A\ = 1 e Ay = —1, respectivamente.

(b) A matriz é de tipo 2 X 2, portanto tem 2 valores préprios. Na alinea (a) en-

contramos ambos. Como 0 (zero) nao é valor préprio, a matriz é invertivel.
(¢) A matriz A é diagonalizavel; tem 2 valores préprios distintos.

(d) Como A é diagonalizavel, sabemos que existe uma matriz de mudanca de base P
tal que A é semelhante a uma matriz diagonal D, isto ¢ A = PDP~! com

D:[l O]epz[l 1].
0 -1 1 1
Podemos usar esta igualdade para calcular 42024,

A inversa de P é




(2 val.)

(1Y, val.)
(1Y, val.)
(1 val.)

Portanto,
A% — (ppp~129t — ppp~tppp~t...PDP'PDP!

=PD(P'P)DP'...PD(P'P)DP!
— PD2024P—1

2. Determine, para o conjunto de R? seguinte, o interior, a fronteira, e o fecho (ou aderéncia).

Indique, ainda, se o conjunto é aberto, fechado e/ou limitado.

A:{(l,n_1>eR2:neN}.
n n

Resolugao:

Temos que int(A) =0, fr(A) = AU{(0,1)}, e ad(A) = fr(A). Portanto, o conjunto nao
é nem aberto (porque A # int(A)), nem fechado (porque A # ad(A)).
limitado: por exemplo, A C B3(0,0).

O conjunto é

3. Considere a funcdo f : R? — R definida por

flz,y) = iénix;/g’ se (z,y) # (0,0),
0, se (x,y) = (0,0).

(a) Mostre que a func¢ao f nao é continua no ponto (0, 0).
(b) Que pode concluir sobre a diferenciabilidade de f em (0,0)?

(¢) Calcule as primeiras derivadas parciais da funcao f.

Resolugao:

(a) Para mostrar que a func¢@o ndo é continua no ponto (0,0) vamos mostrar que o
limite .
sin(zy)
(z.)=(0.0) T° + 2




nao existe.

Para isso, comecamos por considerar o conjunto R = {(0,y) € R?}, isto é, a reta

de equacao x = 0, e determinar o limite relativo a este conjunto

(Cﬁ,y)ERO

Por outro lado, se considerarmos o conjunto R, = {(z,z) € R?}, isto é, a reta

com equagao y = x, observamos que o limite relativo é

sin(zy) . sin(z?) 1. sin(z?) 1

lim = lim = —lim ———~ = —.

(zy)—(0,0) 22 +y2  2—0 222 220 x2 2
(z,y)ER

Podemos concluir que o limite ndo existe, porque o valor do limite é diferente
dependendo do caminho ao longo do qual estamos a aproximar-nos do ponto
(0,0) e, portanto, a funcao f nao é continua em (0,0).

Como a fungao nao é continua no ponto (0,0), podemos concluir que nao é dife-

renciavel.

As derivadas parciais de f(x,y) em ordem a x e y no ponto (g, yo) estao definidas

por
9 . flxo+h,y0) — f(2o,%0)
87:(1’07%) = }1113%) b
of . f(wo,y0 +h) — f(z0,90)
oy (%0, 90) = %lif(l) .

respetivamente. Se os limites existirem e forem finitos, dizemos que f(z,y) admite
derivada parcial em ordem a x e y, respetivamente. Vamos usar estas definigoes
para calcular as derivadas parciais da funcao f(x,y) no ponto (0,0).

- Se (z0,50) = (0,0),

of . f(h,0)—f(0,00 . -0 0
500 = iy T = e = i =0
of . f0,R)—f(0,0) . -0 0

A i S U A YA

A fungado f(z,y) ndo é continua no ponto (0,0), mas as derivadas parciais

existem.

No entanto, para (z,y) # (0, 0), podemos calculd-las usando as regras de derivagao
que ja conhecemos, e.g. para calcular a derivada parcial f;, consideramos que a

variavel y é constante.




- Para (zo,v0) # (0,0),

of y cos(xy)(z? + y?) — 2z sin(zy)

Oz (2% +y%) (2,y)=(z0,90)
of x cos(zy) (22 + y?) — 2y sin(zy)

7(5507 yO) = ) 212

0y (2% +y%) (2,y)=(z0,90)

4. Seja f(z,y) = 2® +y* + 2.

(1 val.) (a) Determine os pontos criticos, ou de estacionaridade, de f.
(1% val.) (b) Encontre o valor méximo da funcdo f no conjunto A = {(z,y) € R* : 22 + y* < 1}.
Resolucgao:

(a) O tnico ponto critico da fungdo é (—3,0).

(b) Para calcular o valor maximo da fungdo em A, dividimos o problema em duas
partes: em primeiro lugar, calculamos os pontos criticos da funcao no interior de
A. A seguir, calculamos os pontos criticos na fronteira do conjunto, usando o
método dos multiplicadores de Lagrange.

Na alinea (a) calculdmos os pontos criticos da fungao. Podemos observar que
o ponto (—%,O) se encontra no interior de A, sendo, portanto, um candidato a

maximizante da funcdo em A.

Por outro lado, a fungdo de Lagrange de f é
L(z,y;N) = f(z,y) — Ag(z,y) =2+ y* + 2 — A (® +y° — 1).

Resolvendo o sistema VL(z,y; A) = 0, obtemos os pontos (1,0) e (—1,0).

Comparando os valores de f nestes trés pontos, podemos concluir que o valor
méaximo da fungao é atingido no ponto (1,0), com f (1,0) = 2.

(2 val.) 5. Calcule o polinémio de Taylor de segunda ordem da fungao

fz,y) = €” cosy

numa vizinhanca do ponto (1, g) Apresente a solugdo como um polinémio em poténcias
de (z—1)e (y—5).

Resolugao:

O polinémio de Taylor de segunda ordem da funcao f(z,y) = e® cosy numa vizinhanga

7

do ponto (zg,y0) = (1, g) é

1
f(wo + h1,y0 + h2) = f(zo,y0) + dnf(zo,v0) + gd%f(wo, Y0)-




No ponto (1, g), temos f(l, g) =el. cos 5 = 0.

Precisamos de calcular os diferenciais de primeira e segunda ordem de f segundo h =
(h1, h2) no ponto (1, 5).

- Diferencial de primeira ordem.

dnf(1,5) =hig (1, §)+h28y( 3)-
As derivadas parciais da funcao f(x,y) = e* cosy sao
8—f(w ) = e” cos e g(m ) = —e”sin
ax 7y - y ay 7y - y

que, avaliadas no ponto (1, %), Sa0

of O (1 =
Hup=0 ¢ Zap=-

Portanto, o diferencial de primeira ordem é igual a
dhf(l, g) = —e¢- ho.

- Diferencial de seqgunda ordem.

ST Pf o omy 22 ) n
dif(1,5) = hiz=5 2(1»§)+2h1h28y8$(1»5)+h§@(1’§)-

Pelas expressoes para gf e 8f , calculamos as derivadas parciais de segunda ordem:

(92 . 62
ax];(x y) = € cosy = 57‘}20(1,%) =cleosF =0
82 . 82
8xgy($’y) = —e¥siny — 853(‘;@(1’5) — ol Slng —
(92 " 82
ayf(q: y):—e cosy:>ay];( ag)——elcosg:()

Entao,

Podemos entao concluir que

FU+h 5 +ha) = F(15) +dnf(15) + b f(LF).
:f(l,%)—e-hg—e'hlhg.

O enunciado pede a expressao de um polinémio de segunda ordem que aproxime f(z,y)
em poténcias de (z — 1) e (y — §), portanto basta fazer a substituicao

r=1+Mm hi=z-1
s :> s
y=15+h ho =y — 35

para obter

flay)~—ely—3) —elz—1)(y - §) = —ex(y — 5).




(114, val.)

(1 val.)

(2 val.)

6. Sejam f : R?> — R a funcdo dada por f(x,y) = y e considere a regido R, limitada pelo
triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (2,1).

(a) Escreva [[p f(z,y) dA como um integral iterado nas duas ordens de integracao possiveis.
(Recomendagao: esboce a regiao.)

(b) Calcule [[, f(x,y)dA.

Resolugao:
(a)
1 % 2 z
R 0 Jo 1 Jz—1
1 pry+1
2/ / ydxdy
0 J2y
(b) Temos
//f(:v,y)dA:// yd:rdy:/y(l—y)dy:_ i
0 J2y 0 2 3 0 6

7. Resolva o seguinte problema de valores iniciais:

{(ﬂf+1)y’—wy=0
y(0) =1 ‘

Resolucgao:

A equacgao diferencial tem varidveis separdveis, sendo que pode ser escrita como

dy
y x+1

Z.

Temos, portanto, que a solugao geral da equacao diferencial é

@: :): dm<:>/dy:/ e de <= lny=z—-In(z+1)+k
Y z+1 Y z+1

xT

y = Kea:—ln(a;—l—l) y=K

x+1

Para encontrar o valor de K € R, impomos a condigao y(0) = 1, obtendo y(0) = K
e portanto, K = 1. A solugéo do problema de valores iniciais é




