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Distribuição Bernoulli e Binomial
Variáveis Aleatórias Discretas 1
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Exemplos:

➢ Uma peça é classificada como boa ou defeituosa;

➢ O resultado de um exame médico para detecção de uma

doença é positivo ou negativo;

➢ Um paciente submetido a um tratamento, durante um

período de tempo fixo, cura-se ou não da doença;

➢ Um entrevistado concorda ou não com a afirmação feita;

➢ No lançamento de um dado ocorre ou não a face “5”.

Na prática, existem muitas experiências que admitem 

apenas dois resultados.

Distribuição Bernoulli

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


Variável aleatória de Bernoulli: É uma v.a. que assume apenas dois 

valores: 

• 1 se ocorrer sucesso, 

• 0 se ocorrer insucesso/fracasso.

Geralmente, a probabilidade de sucesso é representada por p, 0 < p < 1.

As experiências com alternativas dicotómicas podem ser 

representadas, genericamente, por respostas do tipo sucesso-

fracasso ou sucesso-insucesso.

• Essas experiências recebem o nome de Ensaios de Bernoulli ou

Provas de Bernoulli e originam uma v.a. com Distribuição Bernoulli.

Distribuição Bernoulli

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


1, se ocorrer “sucesso”

X =

0, se ocorrer “insucesso”

e a sua função massa de probabilidade pode ser 

representada pela tabela
E(X) = p,

Var(X) = p(1 – p).

X 1 0

P(X=x) p 1 - p

“X ~ Bernoulli (p)” representa uma v.a. com Distribuição

Bernoulli com parâmetro p, isto é,

Distribuição Bernoulli

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Bernoulli: Exemplo

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Exemplo: Um dado equilibrado é lançado 1 vez.

Qual é a probabilidade de se obter a face 5?

Denotamos,

S: “sucesso”, ocorrer face 5;

I: “insucesso”, não ocorrer face 5.

É fácil ver que p = P(sucesso) = P(X=1) = 1/6   e

q = 1 – p = P(insucesso) = P(X=0) = 5/6

 = {S, I}
X 1 0

P(X=x) 1/6 5/6
X ~ Bernoulli(1/6)

A variável X “indica” se 

ocorreu sucesso ou não 

numa prova Bernoulli!

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


→ Repetições independentes de um ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade

de ocorrência de “sucesso”, dão origem ao Modelo de Probabilidade Binomial.

Distribuições Bernoulli e Binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


A função massa de probabilidade da v.a. X é dada por

Notação: X ~ Bin(n; p).

A v.a. X correspondente ao número de sucessos em n ensaios/provas

de Bernoulli independentes e com mesma probabilidade p de sucesso

tem Distribuição Binomial com parâmetros n e p.

Distribuição Binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Formulário

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


Distribuição Binomial

Resultado:

média:  = E(X) = np

variância: 2 = Var(X) = np(1-p)

Se X ~ Bin(n; p), então

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Resumindo…

[PDF] Capítulo 3 Modelos Estatísticos - Free Download PDF (silo.tips)

https://silo.tips/download/capitulo-3-modelos-estatisticos
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Distribuição Binomial: Exemplo 1

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Exemplo: Um dado equilibrado é lançado 3 vezes.

Qual é a probabilidade de se obter a face 5 duas vezes?

Denotamos,

S: “sucesso”, ocorrer face 5;

I: “insucesso”, não ocorrer face 5.

É fácil ver que p = P(sucesso) = 1/6   e

q = 1 – p = P(insucesso) = 5/6

 = {SSS, SSI, SIS, ISS, SII, ISI, IIS, III}

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Exemplo 1

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Estamos interessados no 

número total de sucessos 

que, no caso, é o número 

de vezes que a face 5 é 

observada nos três 

lançamentos do dado.
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pq
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q

q

q
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I
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I
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I

S
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S

F

S

F

(SSS) p3 3

(SSI) p2q 2

(SIS) p2q 2

(SII) pq2 1

(ISS) p2q 2

(ISI) pq2 1

(IIS) pq2 1

(III) q3 0

 Prob X

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Exemplo 1

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

A função de 

probabilidade 

de X é dada por:

0,0694.2)(XPexemplo, para n = 3 e p = 1/6,No ==

3.2,1,0,x,x-3qxp
x

3
x)P(X

Podemos escrever essa função como

===












Probabilidades binomiais para n = 3 e P(S) = p

no. de sucessos probabilidades p = 1/6

0 q3 125/216=0,5787

1 3pq2 75/216=0,3472

2 3p2q 15/216=0,0694

3 p3 1/216=0,0046

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Exemplo 2

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Considere-se uma prova de escolha múltipla com 12

questões, cada uma com 4 alternativas. Suponha-se que o

aluno escolhe as respostas ao acaso. Qual é a probabilidade

dele acertar pelo menos a 6 questões?

X: nº de questões que o aluno acertará

X pode assumir valores no conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

8, 9, 10, 11, 12}.

( ) ( ) xx

x
xXP

−
−








==

12
25,0125,0

12
X ~ Bin(12; 0,25)

P(Sucesso) = P(acertar a cada questão) = 1/4 = 0,25

n = 12

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial


Distribuição Binomial: Exemplo 2
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X ~ Bin(12; 0,25)

P (acertar pelo menos a 6) = P( X ≥ 6) = 1- P( X < 6) 

= 1- P( X ≤ 5) = 1-0,9456 = 0,0544
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Distribuição Binomial: Exemplo 2

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

No R, probabilidades

> dbinom(0:12,12,0.25)

[1] 3.167635e-02 1.267054e-01 2.322932e-01 2.581036e-01 1.935777e-01

[6] 1.032414e-01 4.014945e-02 1.147127e-02 2.389848e-03 3.540516e-04

[11] 3.540516e-05 2.145767e-06 5.960464e-08

> cbind(0:12,dbinom(0:12,12,0.25))

[,1] [,2]

[1,] 0 3.167635e-02

[2,] 1 1.267054e-01

[3,] 2 2.322932e-01

[4,] 3 2.581036e-01

[5,] 4 1.935777e-01

[6,] 5 1.032414e-01

[7,] 6 4.014945e-02

[8,] 7 1.147127e-02

[9,] 8 2.389848e-03

[10,] 9 3.540516e-04

[11,] 10 3.540516e-05

[12,] 11 2.145767e-06

[13,] 12 5.960464e-08

> barplot(dbinom(0:12,12,0.25),names.arg=0:12,main="Distribuição B(12,0.25)")

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Exemplo 2

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuição Binomial: Exemplo 2

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

A média é

E(X) = np = 12×0,25 = 3,

ou seja, em média, o aluno que responder ao acaso a todas 

as questões acertará 3.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Soma de Binomiais Independentes

Murteira et al (2015)



Distribuição Binomial: Exercícios do 
Murteira et al (2015)

Variáveis Aleatórias Discretas 2
24
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Exercício 1 (a)
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Exercício 1 (b)
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Exercício 2
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Exercício 3 (a)
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Exercício 3 (b)
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Exercício 4 (a)
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Exercício 4 (b)
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Exercício 8 (a)
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Exercício 8 (b)



Distribuição Poisson
Variáveis Aleatórias Discretas 3
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Distribuição de Poisson

40

Representa a distribuição de probabilidade de uma variável 

aleatória que registra o número de ocorrências num 

determinado intervalo de tempo ou espaço. 

➢ Carros que passam por minuto num cruzamento, durante 

uma dada hora do dia.

➢ Erros tipográficos por página num material impresso.

➢ Defeitos numa peça fabricada por unidade (m2, m, etc).

➢ Lâmpadas queimadas numa cidade por dia.

➢ Problemas de filas de espera.
Cálculo das Probabilidades e Estatística I (ufpb.br)

http://www.de.ufpb.br/~juliana/Calculo%20das%20Probabilidades%20e%20Estatistica%20I/Aula4.pdf


Distribuição de Poisson

41

Se X é uma v.a. que regista o número de ocorrências num 

determinado intervalo e a probabilidade de uma ocorrência é 

independente e a mesma para quaisquer dois intervalos de tempo, 

então a v.a. X tem Distribuição de Poisson com parâmetro λ e a 

sua função massa de probabilidade é dada por: 

λ = valor esperado ou número 

médio de ocorrências num dado 

intervalo.

e = 2,71828 (Número de Euler) 

Cálculo das Probabilidades e Estatística I (ufpb.br)

Formulário

http://www.de.ufpb.br/~juliana/Calculo%20das%20Probabilidades%20e%20Estatistica%20I/Aula4.pdf


Distribuição de Poisson

42

➢ Notação: X ∼ Poisson(λ) indica que v.a. X tem Distribuição 

de Poisson com parâmetro λ. 

➢ Uma v.a de Poisson não tem limite superior: x = 0, 1, 2, 3, . . .

➢ P(X = x | λ) = à probabilidade de x ocorrências num 

determinado intervalo, sendo λ o número médio de ocorrências 

em tal intervalo. 

➢ O valor médio e a variância de X são: 

Cálculo das Probabilidades e Estatística I (ufpb.br)

http://www.de.ufpb.br/~juliana/Calculo%20das%20Probabilidades%20e%20Estatistica%20I/Aula4.pdf


Processo de Poisson e Distribuição de Poisson

43https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/
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Distribuição de Poisson: Exemplo 1

Cálculo das Probabilidades e Estatística I (ufpb.br)

http://www.de.ufpb.br/~juliana/Calculo%20das%20Probabilidades%20e%20Estatistica%20I/Aula4.pdf
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Distribuição de Poisson: Exemplo 1

Cálculo das Probabilidades e Estatística I (ufpb.br)

http://www.de.ufpb.br/~juliana/Calculo%20das%20Probabilidades%20e%20Estatistica%20I/Aula4.pdf


Distribuição de Poisson: Exemplo 2

46

Slides Professora Claúdia Nunes



48

Distribuição de Poisson: Resumindo…

[PDF] Capítulo 3 Modelos Estatísticos - Free Download PDF (silo.tips)

https://silo.tips/download/capitulo-3-modelos-estatisticos


Distribuição de Poisson vs. Distribuição Binomial

49[PDF] Capítulo 3 Modelos Estatísticos - Free Download PDF (silo.tips)

https://silo.tips/download/capitulo-3-modelos-estatisticos


Lei dos Acontecimentos Raros: Binomial para a Poisson

50https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/



Distribuição Poisson: Exercícios do 
Murteira et al (2015)

Variáveis Aleatórias Discretas 4
51
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Exercício 20 (a)
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Exercício 20 (b)
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Exercício 20 (c)
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Exercício 20 (d)
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Exercício 20 (d)
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Exercício 24 (a)
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Exercício 24 (a)
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Exercício 24 (a)
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Exercício 24 (b)
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Exercício 24 (b)
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Exercício 24 (c)
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Exercício 24 (d)



Distribuição Uniforme Contínua
Variáveis Aleatórias Contínuas 5
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Distribuição Uniforme

67

A função densidade 

de probabilidade de 

uma variável 

aleatória com 

Distribuição 

Uniforme pode ser 

escrita destas duas 

formas.

Formulário
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Distribuição Uniforme
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Distribuição Uniforme

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/
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Distribuição Uniforme

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/
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Distribuição Uniforme: Resumindo…

Slides Professora Claúdia Nunes



Distribuição Uniforme Contínua: 
Exercícios do Murteira et al (2015)

Variáveis Aleatórias Contínuas 6
72
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Exercício 34 (a)
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Exercício 34 (b)
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Exercício 34 (c)
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Exercício 34 (d)



Distribuição Normal
Variáveis Aleatórias Contínuas 7
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Distribuição Normal ou Gaussiana

Distribuição Normal (usp.br)

Formulário

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Propriedades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Valor Médio

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Variância

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Cálculo de 
Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)
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Distribuição Normal Padrão: Z ~ N(0,1)

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Z ~ N(0,1)

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

A função de distribuição da Normal Padrão é 

representada pela letra Phi: P(Z ≤ z) = F z = Φ(z)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Tabela

P(Z ≤ 0,32) = 0,6255
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

P(-a < Z < a) = Φ a − Φ(-a)

P(Z < -a) = Φ(-a) = 1-Φ(a)

sendo “a” uma constante positiva e Φ
(Phi) a fd da Distribuição Normal Padrão

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(-1,32 < Z < 0) = Φ 0 −Φ(-1,32) = 

Φ 0 − [1 − Φ(1,32)] = 0,5 – 1+0,9066 = 0,4066

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(1,32 < Z ≤ 1,79) = Φ(1,79) −Φ(1,32) 

= 0,9633 – 0,9066 = 0,0567

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(-2,3 < Z  ≤ -1,49) = Φ −1,49 − Φ(-2,3) 

= [1 − Φ 1,49 ] − [1 − Φ(2,3)]= 0,0574

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)
Alternativa, P(Z ≥ 1,5) = 1-Φ 1,5 = 0,0668

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≤ z) = 0,975  Φ 𝑧 = 0,975
 z = Φ(0,975)-1 = 1,96

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf


98

Distribuição Normal Padrão: Tabela

P(Z ≤ z) = 0,975  Φ 𝑧 = 0,975 z = Φ(0,975)-1 = 1,96

Quantis

Probabilidades
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(0 < Z ≤ z) = 0,4975  Φ 𝑧 −Φ 0 = 0,4975
Φ 𝑧 = 0,4975 + 0,5 z = Φ(0,9975)-1 = 2,81

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≥ z) = 0,3  1 − Φ 𝑧 = 0,3
 Φ 𝑧 = 0,7 z = Φ(0,7)-1 = 0,53

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≥ z) = 0,975  1 − Φ 𝑧 = 0,975
Φ 𝑧 = 0,025 z = Φ(0,025)-1 = −Φ(0,975)-1 = -1,96

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≤ z) = 0,10  Φ 𝑧 = 0,10 z 

= Φ(0,1)-1 = -Φ(0,9)-1 = -1,28

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal Padrão: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(-z ≤ Z ≤ z) = 0,80  Φ 𝑧 −Φ −𝑧 = 0,80
 Φ 𝑧 − [1 − Φ 𝑧 ] = 0,80 2Φ 𝑧 − 1 = 0,80 

Φ 𝑧 = 0,9  z = Φ(0,9)-1 = 1,28

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf


105

Distribuição Normal: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

z

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Distribuição Normal: Resumo…
Formulário

Função geradora de 

momentos
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Exercício 1 (a): Probabilidades

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≤ -1,33) = Φ −1,33 = 1 − Φ 1,33 = 1 − 0,9082 = 0,0918

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Exercício 1 (b): Distribuição Normal - Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

Alternativa, P(Z ≤ (x-120)/15) = 0,95  Φ (x−120)/15 = 0,95
(x−120)/15 = Φ(0,95)−1

 (x−120)/15 = 1,64 x = 144,6 minutos

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Exercício 1 (c): Distribuição Normal - Quantis

Distribuição Normal (usp.br)

https://www.ime.usp.br/~chang/home/mae116/aulas/Aula 6_distribui%E7%E3o Normal.pdf
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Exercício 39 (a)
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Exercício 39 (b)
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Exercício 39 (c)
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Exercício 39 (d)
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Exercício 39 (e)



122

Exercício 39 (e)
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Exercício 43 (a)
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Exercício 43 (b)
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Exercício 43 (c)
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Exercício 43 (c)
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Exercício 43 (c)
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Exercício 43 (d)
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Exercício 50 (a)
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Exercício 50 (b)
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Exercício 50 (c)



135

Exercício 50 (d)



Obrigada!
Questões?
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