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5. Varidveis aleatérias especiais
5.1.Variaveis aleatodrias discretas

5.1.1. Adistribuicdo uniforme discreta

5.1.2. Avariadvel aleatéria de Bernoulli

5.1.3. Avaridvel aleatdria binomial

5.1.4. Avariavel aleatdria de Poisson
5.2.Variaveis aleatdrias continuas

5.2.1. Avariavel aleatoria uniforme continua
5.2.2. Avariavel aleatdria normal

5.2.3. Avaridvel aleatéria exponencial

5.2.4. As varidveis aleatdrias gama e chi-quadrado
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Distribuicao Exponencial

Variaveis Aleatérias Continuas



Distribuicao Exponencial

e A distribuicdo exponencial (ou exponencial negativa) tem a sua génese associada |
ao processo de Poisson, mas também € utilizada fora deste contexto;

e Se uma sucessdo de eventos constitui um processo de Poisson de intensidade A e
se se inicia a contagem no instante 0, o tempo de espera pela chegada da primeira

ocorréncia € uma variavel aleatéria, com distribui¢ao exponencial de pardmetro A
(deducdo no livro).

e Diz-se que a v.a. X tem distribui¢do exponencial de pardmetro A quando a sua

funcio densidade ¢ da forma e = 2,71828 (Numero de Euler - _
& ’ ( ) A funcéo densidade
1 0 x<0, de probabilidade de
" flx| )= de™ x>0 uma variavel
Formulario - -
- aleatoria com
¢e EXPONENCIAL X ~Ex(1), (4>0) : ~Ex(4) < X ~G(1,4) Distribuicao Gama Distribuicdo
- 1 1 A .
q fxly=2e™, x>0 EX)=75 Vo) =53 Mx @) =772, <4 5 71=2;72=9 Exponencial pode
Propriedades: ser escrita destas

o X; ~Ex(1) (i=1,2, .. k) independentes = Zf:] X; ~G(k,2) € min X; ~Ex(kA) duas formas.



Exponencial vs Poisson

Observacoes:

@ Existe uma relagdo muito importante entre a distribuicao
exponencial e a distribuicao de Poisson, que surge muitas vezes
na pratica. Estando a observar a ocorréncia de certos
acontecimentos em intervalos de tempo, pretendemos
caracterizar T o tempo ao fim do qual se verifica a primeira
ocorréncia.

Teorema

Seja X uma v.a. de Poisson de parametro \. Seja T a v.a. que designa
o tempo de espera pela ocorréncia do primeiro acontecimento, entéo
T tem distribuicao exponencial, T —~ Exp[3), de parametro 5 = 1/A.

modulol_aula2.pdf
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Representacao grafica da
funcéo densidade de

I thimiea I probabilidade de uma variavel
DlSt"h“"an Exponenclal aleat6ria com Distribuicao
Exponencial de parametro A.
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Note-se que 1/A v y &{x

representa o valor fx(x)=Ae™ x>0

médio de X ~ Exp(A) e N )

A representa uma EX)=—-,Var(X) = — N
frequéncia média. A A %,

Slides Professora Clatdia Nunes

Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatoria
com Distribuicdo Exponencial de parametro A.
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Distribuicao Exponencial

— E=B1i4]
— Eapl1
— Expi

Representacao grafica da funcdo densidade de probabilidade
f(x) e da funcao de distribuicdo de uma variavel aleat6ria com
Distribuicdo Exponencial para varios valores do parametro A.




Distribuicao Exponencial

o A partir da fgm vem E(X)=%, Var(X)z%, CV=1, 7=2 7 =9

e Moda: Nao existe (a funcdo densidade € decrescente com x-€ 0 dominio ¢ aberto).

e Mediana: x, =(In2)/A. Note-se que 4, < U o seria de esperar numa

distribui¢do com assimetria positiva)

e E habitual classificar as distribuicdes simétricas comparando-as com a normal:

» Distribui¢des leptokurtiea (y, >3) — caudas mais “espessas” (com zona
central mais “pontiaguda”) que a distribui¢ao normal.

* Distribuicdes platikurtica (¥, <3) — caudas mais “finas” (com zona central

mais “achatada’) que a distribui¢dao normal.

Distribui¢do mesokurtica (y, =3)

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/



Distribuicao Exponencial: Propriedades

Duas propriedades importantes:
e “Falta de memoéria”: X ~Ex(A) = P(X >x+h|X >x)=P(X > h).
* X,,X,,...X, v.a. independentes entdo, X, ~ Ex(1) =Y =min X, ~ Ex(kA).

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/




Distribuicao Exponencial: Exemplo

Exemplo 5.20 (alterado) — Suponha-se que o tempo de vida ttil de um dado
componente ¢ uma v.a. X com distribui¢do exponencial com média igual a 600 horas.

‘ Se E(X) = 1/A = 600, entado tem-se A = 1/600

e Probabilidade de o componente durar mais de 700 horas

—+ oo

7€_ﬂ600dx — 6—716 ~ 031
700 600

P(X >700) =

a.pt/downloadFile/281608120794416/

Na Distribuicéo Exponencial tem-se F(x) = P(X < x) = 1- e,
- | entdio P(X >x) = 1-[1- e™] = e'™

Logo, alternativamente a resolucao anterior tem-se P(X>700) = 1-P(X<700) = 1- [1- e700/600] = g-7/6




Distribuicao Exponencial: Exemplo

Exemplo 5.20 (alterado) — Suponha-se que o tempo de vida ttil de um dado
componente ¢ uma v.a. X com distribui¢do exponencial com média igual a 600 horas.

e Sabendo que o componente ja durou 400 horas, qual a probabilidade de durar
ainda mais 700 horas.

P(X >1100) ™"
P(X >400) ¢*'°

2776

P(X > ]lIOO | X >400) =

Dada a falta de memoria da exponencial,
P(X >700)=P(X >1100| X > 400). Mais simples 0

WV 4 m Wwﬁi W{m@iﬂ:ﬂb"




Distribuicao Exponencial: Exemplo

e Num conjunto de 10 componentes a funcionar de forma independente qual a |
probabilidade de algum deles durar menos de 100 horas

P(min X, <100) =_|‘;00$e‘”60dx=1_e‘100’60 ~0.8111

ja que min X, ~ Ex(1/60). Note-se que P(X <100)=1-¢""° =0.1535

Se E(X) = 1/A = 600, entdo tem-se A = 1/600

Como X ~ Exp(1/600), entdo Min Xi ~ Exp(10/600 = 1/60) — ).

e X,,X,,....X, va. independentes entdo, X, ~ Ex(1) =Y =min X, ~ Ex(kA).




Distribuicao Exponencial
Uma v.a. X tem distribuicdo exponencial com parametro A >0
se sua funcao densidade de probabilidade € dada por

1% z U

)
A funcao densidade
\ de probabilidade de
& uma variavel
ﬁNotagao: X=Exp() aleatoria com

Distribuicao

0, o

Valor esperado e variancia | | Exponencial pode
ser escrita com esta

E (X ) =)\ e V( X ) = Az parametrizac&o.




Distribuicao Exponencial: Exercicios do
Murteira et al (2015)

Variaveis Aleatérias Continuas
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50. Um banco atende em média dois clientes em cada 3 minutos. Considere que o ni-
mero de clientes atendidos é um processo de Poisson.
a) Qual a probabilidade de decorrerem 3 minutos sem qualquer cliente atendido?
b) Qual a probabilidade de o atendimento de um cliente demorar mais do que 3 mi-
nutos?
c¢) Compare os resultados das duas alineas anteriores.

d) Qual a probabilidade de o atendimento de um cliente demorar entre 3 ¢ 6 minu-
tos?




Exercicio 50 (a)

X -v.a. n? dienlis dondidos pov wda 3 wuvu tos

X ~ Pg (Q\l/ Az E(}() : wadio da i n.n"tas ﬂ.thcliA.os PoR cg;!o, 3 h\;..miﬂb

(o)

1

P(x:;;j " 0.,A353 - P°"55°“i’“‘ (2,0) ) P(“") < 2" & : 2% » 0.4353

ol




Exercicio 50 (b)

Anolso - ogeea 0 Twwmbo de dlandivenle por chiente I mm\m«h kN A}s}ﬁlm.‘rg‘n

g,u.\,ovm_nd&l. . 51:1:;

Y- v.a tnm\ao alewdimerv o por c..\‘.e.nt., mm v vuados = Y Ex (A\'

Debeminar A do. JL%‘WMN‘.LCA.\.

——————

Na n«.\somnd;i.  E(Y) = %- .

(bwo EMY) £ -tﬁ(vv#n wddio /c\hm\l , Ty - 82 e E(Y) - 3/'?. )

mim-hs)

Lﬁﬂf‘; A &5 1 = %

N

1 =
-2y

Assima, Yy ~ Ex ("/3) = {) '--%- L3 (y30)

Golao - P (153) = {imy - f:ls C3 Yy - ):-9:%_5]‘“: (47

= ¢ % 0.4353




Exercicio 50 (c)

As pap\m\simliéadns calenladas o (@) o (b) sao icaualxs .
Taz sanhda, PoS w@ o Tamlfm & olandivants do men chiadlh for sufarior o 3wmlﬂ5 (b

in-lnu ".'\Q\*}-\U'-‘Vl c\\f,n-tn. -k Q-t\f\.EL!AO 2, 3 hrum‘m‘ (0\\)




Exercicio 50 (d)
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Distribuicao do Qui-Quadrado

Variaveis Aleatorias Continuas
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Distribuicao do Qui-Quadrado: Fungao
Densidade de Probabilidade

Defi m;ao A v. a. continua X segue uma dlstrlbm;ao Qui-Quadrado com n graus de liberdade, i. e.,
X ~ x2, se a sua fungdo densi 5

f(x) =

22F(n)x2 e 2 x>0 n>(Q

onde I'(a) é a fungdo Gama, definida por I'(a) = jo

e *x* 1dx.



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado: Fungao
Densidade de Probabilidade

O parametro caracterizador desta distribuigdo é n.

Principais caracteristicas:

= Av. a.sé toma valores positivos;
= E uma fung¢do ndo simétrica.

A forma da distribuicdo depende dos graus de liberdade (Figura 5.12), tornando-se menos assimétrica com
0 aumento do nimero de graus de liberdade. Esta distribui¢do esta tabelada (Anexo B).

fix)

xi
Xé

0

X
Figura 5.12: Fungdo densidade de probabilidade distribuicdo Qui-Quadrado para diferentes graus de liberdade.

Student e Distribuicaod-Snedecor-*Distribuicdes:



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado

A distribuicao do qui-quadrado (?) € uma distribuicdo de probabilidade
continua.

E uma das distribuicdes de probabilidade mais usadas em inferéncia estatistica —
ex., testes de hipoteses, construcio de intervalos de confianga.

A distribuicao do qui-quadrado com n graus de liberdade “surge” quando
tomamos o quadrado de uma distribuicdo normal padrio.

(i.e., a distribuicao de uma soma de quadrados de n varidveis aleatérias
independentes normalmente distribuidas)

Se X tem uma distribui¢ido do qui-quadrado com n graus de liberdade, escreve-
se

X~y (n)

A distribuicao do qui- quadrado tem um parametro n— n° de termos


https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado

+ Teorema da aditividade

Se Xi (i=1,2,3,...,n) sdo variaveis aleatorias independentes e
se X~ (n)
1

entio: ZX. ~ m)

(i.e., ZX. € uma distribui¢do do qui-quadrado com m = Zn. graus de
liberdade

Distribuicdo Qui-quadrado, Distribuicao t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicdes - Studocu



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado

*  Outros teoremas

2
* Se Z tem uma distribui¢do normal padrio, entdo Z tem distribuicio do qui-
quadrado com 1 grau de liberdade.

2
X —

(o2

« Se ){i (i=1, 2,3, ...,n) sdo variaveis aleatorias independentes e
normalmente distribuidas com média . e desvio-padréo o, entdo:

2

i=1 i=1 O;

: o
“‘m}gﬂmvl- uadrad fKiouica edecor - Distribuic 565, U
VV_— e ———

e N



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado

* E uma distribui¢do positiva e ndo simétrica.

« E[X]=n

Var[X] =2n
. sta tabelada para algumas probabilidade e n < 30.

* /Quando n > 30, pode usar-se a aproximagao a distribui¢do normal:

Distribylicdo Qui-quadrado, Distribuicao t-Student e Distribuicio F-Snedecor - Distribuicées - Studocu

Se X ~ x2, en}éo uy =EX) =n eo? =Var(X) = 2n.

Usualmente utiliza-se a notagdo y3., para representar o quantil de probabilidade @ de uma v. a. X ~ x2.
Portanto, 2. , corresponde ao menor valor k tal que P(X < k) = a.



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao do Qui-Quadrado: Resumo
Troprigdeches -
O) :fx?wﬁ'x’) >0 po~  X>D

(L) v 2 — Ay ASU e Sim<T™ ce
s

7]
l) 2 ~ V] — . . Il
2 }Z &._.g{ OQ-.S\r‘uEN‘ D oA 9\_. — q\-ﬁdauz% Lo~

|
L o ' s e Cive. Dl




Distribuicao do Qui-Quadrado

e QUI-QUADRADO X ~ »%(n), (ninteiro positivo).

M

X~xz(ﬂ)<:>X-G(na’2;U2);E{X)=n; Var(X)=2n; M y(s)=(1-2s) 2,34% o=

Propriedades:

Distribuicdo Gama
(ver slides a sequir)

~

. X; ~z(ii)(i= 1,2, ., k) independentes = ¥ X; q&) com n=%K n

IRy G(m2) = 24X ~ 72 (2n)

« X, ~N(O), (i =12....n) independentes = ", X7 ~ 77 (n)

. X~ 2= V2X —2n=T < NOJ)

) -3.+12
n



’c- ‘o .

Distribuicao do Qui-Quadrado:
Exercicios

Variaveis Aleatorias Continuas
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1. Suponha que X ~ 2 a0’ Qual o valor de a que garante P[X <a] =0.9.

2. Suponha que. ¥ y
(10

a) Quais os valores de a e b que garantem:

P[X <a] =095 e P[X>b]=0,975

b) Calcule ced tais que P[c<X<d]=0,9.

¢) Calcule P[X > 30.,6].

3. Suponha que Y ~ %2 (60). Calcule P[Y <12].




1. Suponha que X ~ 2 aw’ Qual o valor de a que garante P[X <a] =0.9.

2. Suponhaque,y; 7

10y’

Exercicio 1

Areatotal éigualal

a) Quais os valores de a e b que garantem:
PIX <a] =095 e P[X >b] =0,975 =
b) Calcule ced taisque Plc<X<d]=0,9.
«“ |
=]
c) Calcule P[X > 30,6].
o~
3. Suponhaque Y ~ 2 gp. Calcule P[Y <12]. =
1 1
P(X<a)=0,90 < a = F(0,90) = 15,987 =
) 0,90
e 0,1
T T T
2 2
Zing P(X>fng)=¢ ' ‘ 0 1
al
995 990 975 950 900 750 500 250 100 050 025 010 005 001
n
1 000 000 001 004 016 102 455 1323 2706 3841 5024 6635 7879 10827
2 010 020 051 103 211 575 1386 2.773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1213 2366 4108  6.251 7815 9348 11345 12838 16.266
4 207 297 484 711 1.064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1.145 1.610 2675 4351 6626 9236 11.070 12832 15086 16.750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1239 1.690 2,167 2833 4255 6346 9.037 12017 14.067 16.013 18475 20278 24321
8 1.344 1647 2180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17.535 20090 21955 26.124
9 1.735 2088 2700 3325 4168 5899 B343 11389 A=08d 16919 19.023 21.666 23.589 27877
10 2,156 2558 3247 3940 4865 6.737 9342 12549 w 18.307 20483 23209 25.188 29.588




1. Suponha que X ~ 2 a0 Qual o valor de a que garante P[X < a] =0.9.

Areatotal éigualal
2. Suponha que X ~ »? a0y

Exercicio 2 a)

a) Quais os valores de a e b que garantem:
P[X<a]=095 e P[X>b]=0.975 g .
b) Calcule cedtaisque P[c<X<d]=0,9.
g i
c) Calcule P[X > 30,6].
o~
3. Suponha que Y ~ 2 40, Calcule P[Y <12]. =
P(X < a) = 0,95 < a = F(0,95)! = 18,307 5 -
P(X>b) = 0,975 < b = F(0,025)1 =3,247
= |
=]

xf,a "P(X'}Zia):&' !. ' 0

€ 995 990 975 950 900 750 500 250 100 050 025 010 005 001

{000 000 001 004 016 102 455 1323 2706 3841 5024  6.635 7879 10.827
{010 020 051 103 211 575 1386 2773 4605 5991 7378 9210 10.597 13815
072 15 216 352 584 1213 2366 4108 6251 7815 9348 11345 12838 16.266
207 297 A84 J11 1.064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18.466
412 554 831 1.145  1.610 2675 4351 6626 9236 11.070 12832 15086 16.750 20515

676 872 1237 1.635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18.548 22457
989 1239 1690 2167 2833 4255 6346 9.037 12017 14067 16013 18475 20278 24321
1.344 1647 21180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17535 20090 21955 26.124
1.735  2.088 0 SR 19023 21.666 23589 27877
2.156 20.483

- Y

23.209

—




1. Suponha que X ~ 2 - Qual o valor de a que garante P[X = a]

2. Suponha que: X ~ 2 o
{10y

a) Quais os valores de a e b que garantem:

P[X <a] =095 e P[X>b]=0975

b) Calcule c e d tais que P[c < X< d]=0,9.
c¢) Calcule P[X > 30,6].

3. Suponha que Y ~ 2 p). Calcule P[Y <12].

=0.9.

Exercicio 2 h)

P(c<X<d)=0,90 & P(X<d) -
Logo, tem-se d = F(0,95) 1 = 18,

P(X <c) = F(d) — F(c) = 0,90
307 e ¢ = F(0,05) 1 = 3,940

Areatotal éigualal

zia : P(X>zis)=£ ' ‘
£ 995 990 975 950

900 750 500 250 100 050 025 010

n
1 000 000 001 004 016 102 455 1323 2706 3.841 5024 6635 7.879 10827
2 010 020 051 103 211 575 138 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1213 2366 4108 6251 7815 0348 11345 12838 16266
4 207 297 484 711 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11.070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10.645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1239 1.690 2167 2833 4255 6346 9.037 12017 14067 16013 18475 20278 24321
8 1344 1647 2180 2733 3490 S071 7344 10219 13362 15507 17.535 20090 21955 26124
»9 1735 2.088  2.700 4168 5899 8343 11380 14684 10.023 21.666 23.580 27877
10 2156 2558 3247 (3.940) 4.865 6737 9342 12549 15987 20483 23209 25188 29.588




1. Suponha que X ~ ¥? - Qual o valor de a que garante P[X <a] =0,9.

2. Suponha que: X ~y*

oy

a) Quais os valores de a e b que garantem:

P[X <a]=095 e P[X>b]=00975

b) Calcule c e d tais que P[c < X<d]=0,9.

c) Calcule P[X > 30,6].

3. Suponha que Y ~ %2 4. Calcule P[Y < 12].

zﬁ,a :P(X:-,ris)=s '

990

£ 995

Exercicio 2 ¢)

P(X > 30,6) ~ P(X > 29,588) = 0,001

Areatotal éigualal

0z

01

73

950

750

500

250

100

050

025

010

.000
010
072
207
412

676
989
1.344
1.735
2.156

E-IE- - B T B

[
=

.000
020
115
297
554

872
1.239
1.647
2.088

051
216
484
831

1.237
1.690
2180
2.700

.004
103
352
Tl
1.145

1.635
2.167
2733
3.325

016
21
584
1.064
1610

2204
2.833
3.490
4.168

102
575
1.213
1.923
2675

3.455
4255
5.071
5.899

455
1.386
2366
3357
4351

5.348
6.346
7.344
8.343
9.342

1.323
2773
4.108
5.385
6.626

7.841
9.037
10.219
11.389
12.549

2.706
4.605
6.251
7779
9.236

10.645
12.017
13.362
14.684

3.841
5.991
7.815
9.488
11.070

12.592
14.067
15.507
16.919
18.307

5.024
7.378
9.348
11.143
12.832

14.449
16.013
17.535
19.023
20.483

6.635
9.210
11.345
13.277
15.086

16.812
18.475
20.090
21.666
23.209




1. Suponha que X ~ 2 an’ Qual o valor de a que garante P[X =< a] =0.9.

2. Suponha que y © .
110y

a) Quais os valores de a e b que garantem:

Areatotal éigualal
P[X <a] =095 e P[X > b]=0,975

Exercicio 3

b) CalculecedtaisqueP[c<X<d]=0,9.
¢) Calcule P[X > 30,6]. )

3. Suponhaque Y ~ %% 0. Calcule P[Y <12]. g ]
P(Y<12) ~ 1-P(Y > 35,534) = 1-0,995 = 0,005 S
Alternativamente, pelo TLC (aproximacao a distribuicdo Normal)

P(Y < 12) ~P([Y-n]/(2n) %> < (12 — 60) / 10,95) = P(Z < -4,38) S
= ®(—4,38) =1 — ®(4,48)~ 1 — 0,999978 = 0,000022 (ver mais ?
a frente) S I
' 2 :P(X>z§‘a)=a F
£ 995 990 975 950 900 750 500 250 100 050 025 010 .005

{000 000 001 {004 016 102 455 1323 2706 3841 5024 6635 7879 10.827
{010 020 051 103 211 575 1386 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
072 115 216 352 584 1213 2366 4108 6.251 7815 9348 11345 12838 16.266
207 297 A84 11 1.064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18.466
412 554 831 1.145  1.610 2675 4351 6626 9236 11.070 12832 15086 16.750 20515

20.707  22.164 24433 26.509 29.051 33.660 39335 45616 S51.805 55758 59342 63.691 66.766 73403

901  29.707 32357 34764 37.689 42942 49335 56334 63.167 67505 71420 76.154 79490 86.660
37485 40482 43,188 46459 52294 59335 66981 74397 79082 83.298 88379 91952 99.608
45442 48758 51.739 55329 61.698 69334 77577 85527 90531 95.023 100425 104215 112317
53.540 57.153 60391 64278 71.145 79334 88130 96578 101.879 106.629 112329 116.321 124.839

38LEmewrn~
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A distribuicdo exponencial prevé o tempo de espera até
o primeiro evento. A distribuicdo gama, por outro lado, prevé
o tempo de espera até que o evento k-ésimo evento ocorra.

Distribuigao Gama

Distribuicées continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta (ufpr.br ~
» Seja Vg ~ Exp(A) (i € {1,...,k}) uma fx) =
variavel com distribuicao Exponencial.

1
A%x®=1g=Ax x>0, n>0,

I'(a)

- —T

Entao, Y = Yg1 + Yeo + - - - + Yee tem 0.3r —a=31=1"
N . .~ _u= 8,/\ =1
distribuicao Gama. L G
» A Gama tem suporte no conjunto dos =

. °o_o . =51
reais positivos, assumindo formas =
assimetricas. 01} -

» Ela tem aplicagoes na area de ol |
confiabilidade e analise de . - v = F
sobrevivencia, assim comoa y
Lognormal. * GAMA X - G(a, ), (>0.a>0

e e _A%e e ol _Z iy & PRI R I 1

-— flx|a. 2) fa) 0} E(X) ,1’V(X) iz,MX() (1-3)’ Ain Nk ¥2=3 p
Propriedades:
o X;~G(a;;A),(i=1,2, . k)independentes :>Z_1X G(Z_la, A)

« X ~G(a,A)entio ¥ =cX ~ Gla, —) onde ¢ constante positiva
(9



http://www.leg.ufpr.br/~paulojus/estbas/slides/406_modelos_continuos_adicionais.pdf

Distribuicao Gama: Exemplos

1.

Soma de v.a. com distribuicao
Exponencial.

Tempo de carregamento de um navio.
Volume de chuva em dias com
precipitacao.

Tempo de permanéncia de um usuario
em um site.

Distribuicao de idade de animais em
ambiente natural.

Tempo de vida de um paciente apos
transplante.

Distancia dos passes de bola em um
jogo de futebol.



http://www.leg.ufpr.br/~paulojus/estbas/slides/406_modelos_continuos_adicionais.pdf

Distribuicao Gama: Funcao Densidade de Probabilidade

As distribuigdes Exponencial e Qui-quadrado sdo casos particulares de uma distribuicdo mais geral, a
distribuigdo Gama.

Definicdo: Av. a. continua X segue uma distribuicdo Gama com pardmetrosa e 4,i.e., X ~ G(a; 4),sea
sua fun¢do densidade de probabilidade é:

fx) =

a.oa—1_,—Ax > >
F(a)ﬂ.x e ™, x>0, n>0, ]

onde I'() é a funcdo Gama, definida por I'(a) = _]'i+°° e Xx* Ldx. I

O parametros caracterizadores desta distribuicdo sdo a e A.



http://www.leg.ufpr.br/~paulojus/estbas/slides/406_modelos_continuos_adicionais.pdf
https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Distribuicao Gama: Fung¢ao Gama

Para cada nmunero positivo a, seja I'(a) definido como:

oc
I'(a) = / 2™ da
0

o0
> F(1)=/ e Tdx=1
0

» Sea>1,entao I'(a) = (a—=1)'(a—1)

1 ()




Distribuicao Gama: Rela¢ao com outras Distribuigoes

» A distribuicao Gama tem como caso particular a distribuicao exponencial (4) ao
fixarmos A= 1.

» Dessa relacao, a Gama pode ser obtida como o tempo acumulado para k eventos de
Poisson, uma vez que o intervalo entre eventos é Exponencial.

» A Gama tem mais variedades de formas por ter 2 parametros, permitindo modelar
adequadamente um maior numero de variaveis aleatorias que a Exponencial.

» Asoma de v.a. Gama € Gama, ou seja, se Y4, Y2, -, Y, sao variaveis aleatorias
independentes, com distribuicao Gama de parametros @ e A, entao

Ysoma = Y1+ Y2+ - 4+ Y ~ Gama(ka, A).

» Adistribuicao Erlang € um caso particular da Gama quando r € um nimero natural,
reiliZy...}.

Distribuicdes continuas: Lognormal, Gama, Weibull e Beta (ufpr.br)



http://www.leg.ufpr.br/~paulojus/estbas/slides/406_modelos_continuos_adicionais.pdf

Distribuicao Gama: Relagao com outras Distribuicoes

Casos particulares:

. . n 1
X~ xn =>X~G(a=§;11 f);

s X~Exp(l) @ X~G@=1; 2).

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

a Parametro de forma

DiStl‘ih“i‘Eﬁo Gama A Parametro de taxa

O aspeto da distribui¢cdo depende do valor dos parametros (Figura 5.13).
fix) fix)

G(2;2)
G(3;2)

G(4;2)

0 . 0

Teorema da aditividade: Se X;,i = 1,2, ..., K, sdo v. a. independentes e X; ~ G(a;; 1), entdo

K K
Z X; ~G(a; A),coma = Z a;.
i=1 I'.EI

FProbabllidadesestatistica ZULlY (uevora.pt



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Distribuigao Gama

A distribuicdo Gama pode ser como uma generalizagdo da distribuicdo Exponencial para descrever av.a. X
que representa o tempo de espera até a ocorréncia do n-ésimo sucesso. A varidvel X resulta da soma dos

tempos de espera entre as varias ocorréncias sucessivas (X;) até a ocorréncia pretendida. Deste modo, pelo
teorema da aditividade como X;,i = 1, ..., n, sdo v. a. independentes e X; ~ Exp(1) & X; ~ G(1; 1), entdo

mn
X= in ~G(n; A).




Distribuicao Exponencial, Gama e Qui-
Quadrado e Gama: Exercicios do Murteira
et al (2015)
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56. O tempo decorrido desde a avaria até a reparacdo (designado por tempo de repara-
¢d0) de um certo tipo de mdquina, é uma varidvel aleatéria com distribuicdo expo-
nencial de média 2 horas.

a) Qual a probabilidade de uma mdaquina que se avariou ter um tempo de reparacao
superior a uma hora?

b) Seleccionadas aleatoriamente dez maquinas que se avariaram, qual a probabili-
dade da reparac@o mais rdpida se realizar em menos de 15 minutos?

¢) Qual a probabilidade do tempo total de reparacdo de 50 maquinas avariadas nao

exceder 90 horas?




Exercicio 56 (a)

X-v.a. kapo PParatBO | hoRos

XnEc(X) , ow E(x)=2 = 1:15-,-,0.5 = X=~Ex{0.5)

P()( > '\)

A

s e P,
-0.5%w -
S fo) dn = S*mSI 3 =-[-nmsq A _imf),ims

D. 60653



Exercicio 56 (h)

X, (i:_‘tja,...“lo) -N.o, 'tnm];o da R‘!PQR"'-{-‘ID de cada méc\.ulng , b \'wm.s o By (0-5)‘
A rabaeagio tnais RA?‘\JO- wrRspords o v X (mmnw dos x;) )

Guses odio s P K €025) Qb o dekiligh & v % 7

oo X, N Ee (0.5‘) (_1;\,;}_“\:) =y \rmn. X~ Ex (mxo.s) S Ex ()

| & k,__v\’
Y

L"?’J_

0.25 0.25

P(m}:\- ’(L. <'~'1_--15) z P(yunzS) = 50 fydy = j 5 9_'5‘«’,}5 e [ 1‘5‘3] e

SV (_lo) . 1'_{1.25 0. 3135




Exercicio 56 (c)

Z‘ X = No. T’-‘"\P“ hﬂnt ’lll-‘:-aeot,'xo ds 50 m&ﬁiﬂhas , _\Wm‘a

1
A

~

Qe - % P (3%5%0) . Gl o diskibuigd fh_ 2 7

s K;.'N Ex (n;ﬁj =5 :;Zn{ )(-t:u G—(Sﬁ'of) = 2 1 P AN xz'_(z,x?) N Q~ xz (um)
Q

b

x

oA

ASSvm

}

?(Eé%\) . P(t}jglv.ﬁﬁx‘iﬂ) - P((ﬁsﬁ0§ N 0.2468% -"qul.[. (0,‘10.1':0)
a ~ Ploo)

Nota : Ecpomancial | Gowna 2 Qui- quodrode vo odwitim voloms % m%m¥ms\



58.Se X ~ z*(23), obtenha:
a) P(14.85< X <32.00).
b) Os valores de a e b tais que P(a< X <b)=0.95 e P(X <a)=0.025.

¢) A média e a varidncia de X.
2 2 '
d) X005 © X2309s-




Exercicio 58 (a)

— w (qans b lbaadods)

SR IONE G

o

(o)

P(‘\H.%.S e Xe sz.o‘\) 2 0.8 - Xdy (4&.35,31.01,13)

7 L) P(wmase xes200) : P(xo1088) - T (x>32.01)

% s 11,04

Pada takela 6 -

L P(%sauts) =09 ,
( ’ ) } P (w.gu ;ugz_oﬂ = 0.9-0.1=0.%

. P(x>3201) 200




Exercicio 58 (h), (c) e (d)

B : (\))
. o !
o,b P(ac X<k):o.‘!5 ) P(x <a)=o0.025 o.ol&
, 0As 0.02§

Bl blla ¢ ve b
?(X&a) = 0.028% (=) P(x),k)' = 0.4315S .>
P (x>b) = 0028 =>

()
E(X) = =29 .\!Nl()():zv\:zgzgs-qg

()
K2 voe o e wa X°63) @ prelildada o dioit e 005 > Xiyeas T 35432
X?;s,o.‘\‘i o wlor wma X(3) om pacbabibdede o dieith & 05T Xis,o.\s =13.04 1
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Distribui¢ao t-Student

A distribui¢do t-Student € uma distribui¢do de probabilidade continua.

A distribuicdo t-Student geralmente surge quando temos uma populac¢io com
variincia desconhecida (e tem de ser estimada a partir dos dados recolhidos) e uma
amostra de dimensao pequena (n < 30).

A distribui¢do t-Student € dada pelo quociente entre uma normal reduzida e a raiz

quadrada de uma qui-quadrado dividida pelo respectivo niimero de graus de
liberdade.

lLe.,se Z~N(0:1) e Y ~ y%n). duas varidveis aleatorias independentes, entio:

T:iﬁf

Y )]
i

Se X tem distribui¢do t-Student com n graus de liberdade, escreve-se:



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuigao t-Student

* A distribui¢do t-Student tem um pardmetro: n — o n°® de graus de liberdade.

+ Euma distribui¢cdo simétrica.

« E[X]=0

* Var[X]=n/(n-2), sen>2

Distribuicdo Qui-quadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicées - Studocu

¢ o)
o)



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuigao t-Student



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

O

» Se a variavel tem distribui¢do Normal na populagdo, ou a amostra é suficientemente

grande mas ndo conhecemos o desvio da populagdo, sé da amostra, entdo X—u, ~ t (1)
.
... A média amostral se distribui conforme uma t-Student « ’> S
e ... Adistribui¢do t-Student depende dos graus de liberdade (n-1), que denotamos por v \/H

=1
- v=4
- v=8
. =12

— NQO.DH

Afuncdo densidade de probabilidade da t-sudent detém caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal quando o nimero de graus de liberdade é pequeno e a medida
que esse valor cresce, a distribuicdo t-Student aproxima-se da normal.

5://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A30_t_de_Student



https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_densidade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A3o_normal

Distribuigao t-Student

* A distribuicdo t-Student varia de acordo com os graus de liberdade.
Isto significa que a sua curva depende da dimensdo da amostra, n.

* Esta tabelada para algumas probabilidade en <30, n=40.n=60.n=
120 en = w0,

*  Quando n > 30, pode usar-se a aproximacio a distribuicio normal. Em
tais casos, p =0 e Var =n/(n-2).

+ A medida que n aumenta, a distribuicio tende para a distribuicio
normal. Para n grande, a distribui¢do t-Student tende a ser muito
semelhante a distribui¢dao normal.

Distribuicdo Qui-guadrado, Distribuicdo t-Student e Distribuicdo F-Snedecor - Distribuicées - Studocu
¢ 0
Q [



https://www.studocu.com/pt/document/universidade-do-minho/economia/distribuicao-qui-quadrado-distribuicao-t-student-e-distribuicao-f-snedecor/20409908

Distribuicao t-Student: Resumo...

Q?mp«cecﬂcc@xﬁ lof“s:oas clesie digtralswco
S
D) e see ]Eu-cab CResicede 2o Prdoctfoclocls €

S Tadce P Tero o Feaos & Tl o
G\/zynegeu-ﬁnaca 6,\:' e —~—iATo im/xec_,ccet e o e
N ( /

/ X—iﬂfq ’

T s M ATAsw D [T ale STucle T (o
4 1
o anens oRe Qlenclecle

as A
Q) Muchs 2 bosTase %M'L

fo, 00 = 4 00

T ee




Distribuigao t-Student

e +-“STUDENT”

U 2.
T= ~1 U~N@Ol)y eV~ dependentes
M (n) com 0,1) e x“(n) independen
: n oy =) 3(n-2)
E(T)=0; Va(T)=—— (n>2); 7, =0; yp = (n>4)
n-2 n-4

Propriedade: « Sendo T ~t(n)= l'_u)n Fy(t|n) = (1)




Distribuigao do t-Student:
Exercicios

Variaveis Aleatorias Continuas

63



Suponha que X ~ t

(12

a) Calcule P[X <2.7];

b) Qual o valor de a tal que P[X > a]=0,95;
¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0.05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0,9.




Suponha que X ~t a2

Exercicio a) I

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

t,,:P(X>t,,)=¢ I
. ; ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

£ 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1.638 2353 3182 4541 5.841 10214
4 271 741 1.533 2132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 267 727 1.476 2015 2.571 3.365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5.208
7 263 1 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 262 706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1.812 2228 2.764 3.169 4.144
11 260 697 1.363 1.796 2201 g 3.106 4.025
» 12 259 695 1356 1782 2179 C.681) 3.055 3930 >
13 259 694 1.350 1.771 2.160 wnll 3012 3.852 t - 2681
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3.787 0,99; 12 ’
15 1.341 2.131 2947 3.733

P(X<2,7)~P(X <2,681)=1- P(X > 2,681) = 1-0,01 = 0,99




Suponha que X ~t a2

Exercicio b) I

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

. :P(X>t . )=¢ I
n.& ( ""“‘) ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;
' d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

e 400 250 1100 050 025 010 005 001
n , ,

1 325 1.000 3.078 6314 12.706 31821 63.656 318289 Areatotal eigualal
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328
3 277 765 1,638 2353 3182 4541 5.841 10214
4 271 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3.365 4.032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5208
7 263 71 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2,306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1833 2262 2821 3250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144

1 260 697 1363 0 2201 2718 3.106 4025 >

» 12 259 695 1356 @ 2179 2,681 3.055 3930 -a

13 259 694 1350 vl 2.160 2,650 3.012 3852
14 258 692 1345 1.761 2.145 2624 2977 3787
15 2131 2,602 2947 3733

P(X2a) = 0,95 < P(X>-a) = 0,05 ¢ -a= 1,782 <> a = -1,782




Suponha que X ~t a2

Exercicio ¢) P

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

t,,:P(X>t,,)=¢ I
: : ' ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

P 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 27 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2.306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 >
13 259 694 1350 771 2.160 2.650 3012 3852 b
14 258 692 1.345 1.761 2145 2624 2977 3.787 :
15 1341 2131 2,602 2947 3733

P(X>b)=0,05 < b = 1,782




Suponha que X ~t a2

Exercicio d) P

b) Qual o valor de a tal que P[X =a]=0.95;

t,,:P(X>t,,)=¢ I
’ ’ ' ¢) Qual o valor de b tal que P[X > b] = 0,05;

d) Qual o valor de ¢ tal que P[-c < X <¢]=0.9.

P 400 250 2100 2050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31.821 63.656 318289 , L.
2 289 816 1.886 2.920 4303 6.965 9.925 22328 Areatotal éigualal
3 277 765 1638 2353 3182 4.541 5841 10214
4 27 741 1533 2132 2776 3747 4.604 7173
5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5.894
6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208
7 263 711 1415 1.895 2365 2.998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2.306 2.896 3355 4501
9 261 703 1383 1.833 2262 2821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3.169 4.144
11 260 697 1363 04 2201 2718 3.106 4025
» 12 259 695 1.356 @ 2179 2681 3.055 3930 >
13 259 694 1350 771 2.160 2.650 3012 3852 5 0 c
14 258 692 1.345 1.761 2145 2624 2977 3.787 -C! :
15 1341 2131 2,602 2947 3733

P(-c < X<c¢)=0,90 < P(X<c)-P(X<-c) =F(c) — F(-c) = F(c) — (1- F(c))
=2xF(c)-1=0,90 < F(c)=0,95 ¢ ¢ =F(0,95)1=1,782




Obrigada!

Questoes?
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