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Breve apresentacao da UC

Breve revisao de alguns conceitos base:
Populacao, amostra, processo de
amostragem, distribuicao da amostra,
estatistica e distribuicao por amostragem de

uma estatistica.
Introducao a estimacao parameétrica

Meétodo dos Momentos - Ideia intuitiva,
formalizacao e exemplos
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PROGRAMA

— Parte 1: Estatistica (Capitulos 7,8,9)
* Estimacgdo
* Testes de hipoteses
» Testes ndo-paramétricos

— Parte 2: Econometria (Capitulos 1-8)
* Introdugéo

Modelo de regressdo linear multipla

Inferéncia estatistica

Heterocedasticidade

Previsdo

Topicos sobre formas funcionais

Os slides vao ser disponiveis na pagina da disciplina



Calendario e avaliacao

Periodo de aulas: 28 Janeiro- 29 Abril 2025
24 aulas teoricas (2 por semana)

4 aulas praticas por semana- (sexta- e quinta-feira) Ver
turmas

Avaliacao

e Exame final (100%)
— Exemplos dos anos anteriores véo ser disponiveis
— Epoca normal: 07.05.2025 @ 12:00-15:00
— Epoca recurso/melhoria: 03.06.2025 @12:00-15:00
— Exame EE: 04.07.2025 @ 12:00-15:00 horas

Horario: tercas e quintas das 13h30 as 15h00 no
Anfiteatro 3 do edificio das Francesinhas 2.




Plano para hoje

* Breve revisao de alguns conceitos base:
Populacao, amostra, processo de
amostragem, distribuicao da amostra,
estatistica e distribuicao por amostragem de

uma estatistica.
* Introducao a estimacao parameétrica

e Método dos Momentos - Ideia intuitiva,
formalizacao e exemplos



Amostragem: Introducao

Populacao (M)

Parametro (6) descreve
uma caracteristica da
populacao

Realidade

\VJ

Modelo Probabilistico
X:F(x,0)

6 desconhecido

Incerteza

eeongt
P —OZmMmxxmmZz2 —

Amostragem aleatdria
(X1, X2+, Xn)

Inferéncia €# Rigor



Amostragem: Introducao

Pratica desporto

Alunos ISEG
2017/18 (M)

Modelo Probabilistico
X~B(n,0)

6 desconhecido

Amostra

(X]_IXZJ )Xn) x_
n=10 nferencia__F
B
Parametro (0) é a A )
B. 7

proporcdo alunos que
pratica desporto R



Amostragem: Introducao

Avaliar qualidade
producao de uma
fabrica téxtil

Pecas de fazenda
produzidas

Modelo Probabilistico
X~Po(A)

A desconhecido

X
\nfefény \

Amostra
(Xl'XZJ '"'Xn)
n = 30

B numero médio
Parametro (A) é 0 A § ) de defeitos por
numero médio de B. d\ 4 peca na amostra

defeitos por peca na R
populacao



Capitulo 6 - Amostragem

6.2 - Especificacao.

e Especificacdo de um modelo (universo/populacao)
Escolha de uma familia de modelos probabilisticos para

descrever a distribuicao da populacao.

e Distribuicao da populacao
Descreve o modo como se distribuem os “numeros” que
constituem a populacao



Amostragem

* Populacao

* Conjunto de “numeros” dos quais se extrai uma amostra

e Amostra casual

 (Cada elemento da populacao tem igual probabilidade de
ser selecionado

Definicdo 6.1 — Amostra casual
(X1,X,,++,X,,), sdo independentes e identicamente

distribuidas(uma “cdpia” da v.a. X) — simbolicamente iid




Amostragem

Amostra aleatéria Espaco Amostra

{ (xlli X125 X1n)

(x21, X22,°"") xZn)
Amostras

(X31, X3, X37,) observadas

(xmlr Xm2,""") xmn)

Def: Espaco Amostra é o conjunto de todas as amostras de
dimensao n que é possivel extrair de uma populacao de dimensao M




Amostragem

e Analise Estatistica

Determinar que generalizacdes, baseadas na amostra,
podem ser feitas acerca da populacao

 Abordagem Frequencista

O aspecto central da analise estatistica consiste em
reconhecer a variabilidade dos diferentes conjuntos
amostrais

“Statistics is the science of variation.” Douglas M. Bates (1949 -)



Exemplo — Assuma-se que X (pratica ou ndo de desporto)~B(1,8)
Modelo sera:
Fy = {f(x|6) = 0*(1 — 0)'*:x € {0,1}A 6 € 8 = (0,1)}

Amostra casual (X, X5, -+, X,,), sendo:

X; = 1 (iésimo individuo da amostra pratica desporto)
X;= 0 (caso contrario)

X;, 1=1,2,---,nsaoiida X

Suponha-se que a amostra tem dimensao n = 3.

Espaco amostra tera 8 elementos:

(0,0,0) com probabilidade | (1 — 8)3
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) “ 6(1 — 6)?
(1,1,0),(1,0,1), (0,1,1) “ 0%(1—6)
(1,1,1) “ 63




Amostragem

Uma empresa tem 6 trabalhadores. O numero de anos de
experiéncia dos mesmos é {2, 4, 6,6, 7, 8}. Seleccionaram-se
amostras de 2 trabalhadores sem reposicao. O espaco amostra
contem 15 amostras diferentes representadas na tabela abaixo:

X1

X2

Aml

Am?2

Am3

Am4

Am5

Am6

Am7

Am8

Am9

Am10

Am1ll

Am12

Am13

Aml4

Am15

N~ |R|R[AINININININ

[V |IN|O N[O |0 |N[Oj|0 (N[>

Cada uma das 15 amostras
tem a mesma probabilidade
de ser selecionada.



Amostragem

6.3 — Estatistica

A estatistica descreve uma caracteristica da amostra

Permite condensar a informacao amostral num unico numero.

Qualquer fungdo de X = (X, X5, -+, X,,), por exemplo, T = h (X)
é uma estatistica.

Definicao 6.2 — Estatistica

Uma estatistica € uma variavel aleatéria T (X, X5, -+, X;,)

fungdo da amostra aleatéria (X1, X5, **+, X,,), que ndo é funcdo de
qualquer para@dmetro desconhecido.




Amostragem

Exemplo 6.7 - Se (X, X,, -+, X,,) é amostra casual de uma
populacdo de Bernoulli, as estatisticas:

T1 (X4, X5, -+, Xp) = Xz Xj, representa o nimero de “sucessos” na
amostra,

Ty (X1, X5, -+, X)) = Xiz1 X;/n, indica a proporgdo de “sucessos”
na amostra.

Exemplo 6.9 — Se (X, X,, -+, X,,) é amostra casual de uma
populagéo normal X~N(u, 02) com parametros desconhecidos,

Sao estatisticas unidimensionais:
n

X X=) X/n E X; — =14
1=1 =1 i=1

N3ao sao estatisticas:

1 n 1 n 1 n )
2 Y. el ¥, _Z .
Uzi=1( l ,u) a2 i=1 l g i=1 l



Amostragem

e Distribuicdes amostrais
* Distribuicao da estatistica T.

e Pode ser dificil de obter

* \Vamos usar a estatistica T e a sua distribuicao para
inferir sobre parametros da populacao usando a

amostra

» Utilidade de qualquer estatistica depende do
comportamento probabilistico da estatistica e nao

do seu valor t(xq, x5, ***, X,;) para uma amostra

particular.




Amostragem

Exemplo — Assuma-se que X (pratica ou ndo de desporto)~B(1,8)

Seja uma amostra de dimensdo n = 3 e a estatistica T; = ).7-; X;

n
Espaco |t p (T1 _ Z xi)
amostra i=1
(0,0,0) | 0 1/8
(1,0,0), | 1 3/8
(0,1,0),
(0,0,1)
(1,1,0), | 2 3/8
(1,0,1),
(0,1,1)
(1,1,1) | 3 1/8

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Distribuicao por amostragem do
numero de sucessos na amostra



Amostragem

PdeT
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Am3
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Am1ll
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Amostragem

2
t(xlj;ij) — JZj = Zi_lxij/z (] =1, 2,“',15)

X P(X =%) Estatistica T(xlj,xzj) = )?j é uma
3 1/15 variavel aleatoria
. 2/15 Distribuicao por amostragem da
4.5 1/15 média da amostra
5 3/15 0.25
5.5 1/15 0.2
6 2/15 0.15
6.5 2/15 o
! 2/15 0.05
7.5 1/15 ;

3 4 45 5 55 6 65 7 75



Amostragem

Distribuicoes por amostragem do minimo e do maximo da amostra.
Seja a amostra (X1, X5, -+, X;;) onde X;~F(x), f.d.p ou f.p. f(x).

e Estatisticas de ordem: obtém-se ordenando a amostra:

Xa) SXp << X
Min{X;} Max{X;}

e Distribuicao do minimo:

G(l)(X) = P(X(l) < X) =1—-[1-F)|"?

e Distribuicao do maximo:

Gny(X) = P(X(n) < x) = [FO0)I"



Amostragem

Exemplo 6.15 — Seja uma populagcdo X~Exp(A) ,e uma
amostra casual (X1, X>,*+,X;,). O minimo da amostra, X(y),

tem pelo T.5.4 uma distribuicao exponencial de parametro
nA:

A distribuicdo do maximo da amostra, X, €:
_ n
G(n)(X) =P(X(n) SX) — [1—8 /1x]

Exerc.4 Seja uma amostra casual de dimensao 5 de uma
populacdo com funcdo densidade, f(x) = 3x? (0 <x < 1).
Determine a probabilidade de o valor maximo da amostra

nao exceder 0,9. E de o valor minimo da amostra ser inferior
a(1.



Amostragem

e Média e variancia amostrais

e Meédia amostral

X _ Z?=1Xi
n
e Variancia amostral
= 2
52 _ 7ilzl()(i _X)Z _ ?=1Xi _XZ

n n

Teorema 6.1 — Se (X, X5, -+, X;,) € uma amostra casual de uma

populacao para a qual existem média e variancia
2

E(R) = i Var(X) = >

e O teorema apenas exige a existéncia de p e de g2 (no universo).




Amostragem

T(X{,X,) = X é uma v.a. Discreta com
Dy = {3,4,45,5,5.5,6,6.5,7,7.5)

X PX = X) Uma empresa tem 6
3 1/15 trabalhadores. O numero de
4 2/15 anos de experiéncia dos
4.5 1/15 mesmos € {2,4,6,6,7, 8}.
5 3/15 Entdo a média de anos de
5.5 1/15 experiéncia na populacao é
6 2/15
6.5 2/15 E(X)=p=55
7 2/15 _ o
TRREEVET E(X) = szDXfo(x) =55

E(X) =u



Amostragem

Teorema 6.2 — Se (X1, X5, '+, X,,) € uma amostra casual de uma

populacao para a qual existemm média e variancia, tem-se,

E(§%) = 21452

n

® Os valores de S? tém tendéncia para sairem inferiores a

variancia da populacao; a variancia amostral subavalia, em
média, a variancia da populacao.

® Correccao do problema — variancia corrigida definida por,

n .—¥)2
G2 — i=1(Xi=%) =L10'2 e E(S,2)=O'2

n—1 n—




Amostragem

* Estatisticas * Parametros da
distribuicao
amostral

Bernoulli: Propor¢do amostral - X~ Média da proporcao
Proporcao - 0 amostral - E(X)
Poisson . _
Média - 4 Média da amostra - X Média da média da
amostra - E(X)
Normal o o
1 A Variancia da média
Média - U Variancia da amostra g
o ) 5 a amostra
Variancia - 0 S Var(X)
Exponencial Varidncia corrigidada  'edia da Variancia
Média - AMmostra da amostra

S'Z E(Sz)



ESTIMACAO

Estimar é utilizar a
informacao da amostra
para “adivinhar” o valor
de 6.

Dois aspectos a ter em, conta:
a precisao e a confianca.

Ideia Importante — Fixada a
dimensao da amostra, quanto
mais precisa a resposta,
menor a confianca que nela se
deposita.

A estimacao paramétrica desenvolve-se privilegiando: a precisao (estimag¢ao por pontos)
a confianca (estimacao por intervalos).



Parametro desconhecido
(sempre)

Precisao tem a ver com a distancia entre o centro do alvo - 0
e o ponto onde a seta acertou no alvo — estimativa.

Estimativa — valor assumido pelo estimador para
uma amostra particular conhecido (sempre)

Confianga tem a ver com a confianca em acertar
num determinado circulo do alvo



ESTIMACAO

Ter presente que o parametro de interesse 6 pode ser:

 Multidimensional

Exemplo — Suponha que a valorizacao de um activo financeiro tem distribuicao normal
com média u e variancia o2.

Observada uma amostra casual pretende-se estimar u (rendibilidade esperada) e
a?(risco).

e Funcao do(s) parametro(s) da distribuicao

. Exemplo — Suponha-se que o nimero de sinistros originados anualmente por uma
apolice de seguro automovel tem distribuicao de Poisson de parametro A (desconhecido).
Em vez de nos interessarmos pelo parametro (média do fendmeno) podemos estar
interessados numa funcdo de A, por exemplo, P(X = 0|A) = e, probabilidade de n3o se

verificar nenhum sinistro. Entdo pretende-se estimar 7(A) = e * que traduz essa
probabilidade


egjini
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ESTIMACAO POR PONTOS

* Conceitos Fundamentais:

Estimador: é uma variavel aleatoria, fungcao da amostra casual e representa-se por
T(X{,X,,,X,) = é uma estatistica. /Variével aleatéria

Por exemplo: T(Xy, X5, -, X,,) = X média da amostra
Estimativa: € um numero assumido pelo estimador para a particular amostra que
se observou. Representa-se por t(xq, x5, -, x,,) € R.

Por exemplo: t(xq, x5, -+, X, ) = X — Valor constante =ndo varia =>ndo tem qualquer
distribuicao
* Dois problemas em aberto:
e Como encontrar estimadores para determinado parametro?

* Encontrado um ou mais estimadores, como avaliar a sua qualidade?



ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos

.

IDEIA

Utilizar os momentos da amostra para estimar os correspondentes
momentos da populacao e, a partir dai, estimar os parametros de
Interesse

* Existem outros métodos de estimacao por pontos: Método da
maxima verosimilhanca.



Método dos momentos

Momentos da Momentos
populacao tem da.amostra
de existir existem
sempre
,Lli =E(X) — ¥ = 1i1=1Xi
n
Tl_ XZ
up =EX?) = =
n
W =EQXT) = =1 X7




ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos
* Formalizagao:

e (X1,X,,+,X,;) amostra casual de uma populagdo

desconhecidos
f(x: 811 92' Y Qk) (rel' 02' Y Hl;) €0

e Constroéi-se um sistema igualando os k 12s momentos da populacao aos k 19s momentos
da amostra. O sistema tera tantas equacdes quantos os parametros a estimar.

r— n_oXxr
ET‘ 11[)7"(01) 92) ;9k2221—1 l — l/)r(Ql, 02’.“’91{) — 1’ 2,‘”,k

momento em relagao a origem n

-

momento da amostra ou empirico

* Resolve-se o sistema em ordem aos k parametros desconhecidos. Admite-se que o
sistema tem soluc¢do Unica 6; = ¢j(X1,X2, o, Xn) j=1,2,-k

e Diz-se que os estimadores 64, 8,, -+, 8, foram obtidos pelo método dos
momentos



ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos

-Exemplo 1 Considere-se uma populacdo de Bernoulli da qual se extraiu uma
amostra casual de dimensao 1 com o objectivo de estimar 6.

Como se sabe: N ,
Constante — nao conhecida

o 1° momento da populacéo é u; = E(X) =6

© 1° momento da amostra é X — Variavel aleatéria
o sistema- X =26

o solugdo: Estimador — 4, =X =

/Constante — conhecida

Estimativa— 6., x,.x,) = % =
n Cuidado com a notacao !
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ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos

« Exemplo 2 Considere-se uma populacdo normal da qual se extraiu uma amostra casual de
dimensao n com o objectivo de estimar ,u\f)/az

Constantes
Como se sabe: desconhecidas

o momentos da populagdo: u; =EX) =u; Var(X) = E(X?) —u?>=u, = E(X?) = 0% + u?

n n 2
iz Xi Xiza Xi

n
B \ /
_ X=u Variaveis aleatodrias
o sistema- sr x? _ o2 1 2
B S noXx: oo
o solugdo: Estimadores: =X = 2=2%i. 73 _ Li=1 Xi 5y _ 2
n n . ~
Cuidado com a notacao !
n . —
Estimativas: = = 2=1%: g2 = 52
n \

Constantes conhecidas
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