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Variavel Aleatoria

Uma fungao X que associa a cada elemento w do
espaco amostral Q um valor x e R € denominada de
variavel aleatoria (v.a.).

Experiéncia: langar um 1 dado duas vezes e observar o resultado
(P = par e 1= impar)

X: ndmero de vezes que saiu um n° par em 2 langamentos do dado

PP— x=0<11
Pl —— | x=1<1IPouPI

P — x=2< PP
I
Q

0 1 2
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Definicao: Uina variavel aleatoria é wma aplicagao do espuco
dos possiveis em IR.

X: -1

w— Xw)==z




Tipos de Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatoria pode ser classificada em:

» VVariavel aleatéria discreta
» Variavel aleatoéria continua
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Variavel Aleatoria Discreta

= Uma v.a. € discreta quando o conjunto de valores possiveis que =
o ela assume for finito ou numerdvel de possibilidades. .
]
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Variavel Aleatoria Discreta: Exemplo 1

Considere-se 0 sexo (caracteristica) das criancas em familias
com trés filhos (M: masculino e F: feminino).

Espaco amostral:

Q = {(MMM), (MMF), (MFM), (FMM), (MFF), (FMF), (FFM),(FFF)}
W ) W5 Wy Ws 23 Wy g

Defina-se a v.a. X: n° de criangas do sexo masculino (M).

Q |MMM MMF MFM FMM — MFF  FMF  FFM FFF
x |3 2 2 2 1 1 1 0

— Entao X assume valores no conjunto {0, 1, 2, 3}, logo €
uma variavel aleatdria discreta.
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Variavel Aleatoria Continua

= Uma v.a. € continua quando o conjunto de valores |
S Possiveis que ela assume for ndo enumeravel. i
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Variavel Aleatoria Continua: Exemplo

Considere-se o tempo de vida, em horas, das lampadas %&
produzidas por uma fabrica.

Defina-se a v.a. T: tempo de vida, em horas, de uma
lampada que foi escolhida, ao acaso, da fabrica.

— Entao, T € uma variavel aleatdria continua que assume
qualquer valor real nao negativo.
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Funcao Massa de Probabilidade

Fungdo massa de probabilidade (f.m.p): E a fungéo
que atribui a cada valor x; da v. a. discreta X a sua
probabilidade de ocorréncia e pode ser representada pela

tabela: |
X

P(X=x) | P(X=x;) P(X=xy) .. P(X=x)

x1 x2 xn

Uma funcdo massa de probabilidade deve satisfazer:

n

0<PX=x)<1 e YPX=x)=1I
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Fungao Massa de Probabilidade: Exemplo 1

Defina-se a v.a. X: n° de criancas do sexo masculino em
familias com trés filhos (M: masculino e F: feminino).

x |3 2 2 2 1 1 1 0 independentes
x| 0 1 2 3
P(X=x) | 1/8 3/8 3/8 1/8

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Funcao Massa de Probabilidade: Resumindo...

« Funcéo de probabilidade de uma variavel discreta X:

Se X é uma v.a. discreta, que assume valores distintos x4, X,..., Xp,..., entdo a fung¢do de

probabilidade (f.p.) de X é definida como

(=)= {00 X i

e deve satisfazer as seguintes condigdes:

1. 0=f(x) =1, vxeR;

n
2. senfinito, » f(x; )=1.

=1

Caso n infinito, Zf (x; ) tera de ser uma série convergente de soma 1.
i=1

Ao conjunto de pares ordenados (x;, f(x)), i =1,2,..,n,.., designa-se por distribuicdo de O

probabilidades da variavel aleatéria.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Variavel Aleatoria Discreta: Exemplo 2

O Departamento de Estatistica € formado por 35 professores, sendo
21 homens e 14 mulheres. Uma comissao de 3 professores sera
constituida sorteando, ao acaso, trés membros do departamento.

Qual é a probabilidade da comissao ser formada por pelo menos
duas mulheres”?

Vamos definir a v.a.

X: n° de mulheres na comissao.

Quais sao os possiveis valores que X pode assumir?

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Variavel Aleatoria Discreta: Exemplo 2

Espaco amostral Probabilidade X
(HHH) §;x§2 ;g 0,203 0
21 20 14 Acontecimentos
(HHM) 35 %34 %33 =0,150 1 dependentes
21 _14 _20
(HMH) 35 X34 %33 =0,150 1
14 21 _ 20
(MHH) 35 <3133 =0,150 1
21 14 13
(HMM) 3534 33_0 097 2
14 21 _13
(MHM) 35><34 33 = 0,097 2
14 13 21
(MMH) 35 X34 %33 =0,097 2
(MMM) 14 13,12 9,056 3

35 34 33

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Fungao Massa de Probabilidade: Exemplo 2

x | 0 1 2 3
P(x=x) | 0203 0450 0291 0,056

Assim, tem-se P(X = 2) = P(X=2) + P(X=3) = 0,291 + 0,056 = 0,347.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Variavel Aleatoria Discreta: Exemplo 3

Um dado é lancado duas vezes, de forma independente. Qual é a probabilidade
da soma dos pontos nos dois lancamentos ser menor do que 67

Q={(1.1), (1,.2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,1), (3.2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),

(4,1), (4.2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),

(5,1), (5.2), (3,3), (5,4), (5,5), (5,6),

(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)}.

Qual e a probabilidade de cada ponto w, de Q ?

Admitindo que o dado € perfeitamente homogéneo e
sendo os lancamentos independentes,

P(w,) = 1/36 , qualquer w, € Q.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Fungao Massa de Probabilidade: Exemplo 3

Funcao massa de probabilidade de X:
x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=x)|1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

2°, langamento

1 2 3 4 5 6 ;
X: Soma dos pontos nos dois
112 3 4 5 6 7
10, langamentos do dado
2|3 4 5 6 7 8
Lan | 314 5 6 7 8 o9
ca-
4 |5 6 7 8 9 10
men-
to 5|16 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 1 1 12 https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Fungao Massa de Probabilidade: Exemplo 3

X: soma dos pontos nos dois langamentos do dado.

Funcao massa de probabilidade de X:

x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=x)|1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Entao, a probabilidade da soma dos pontos nos dois
lancamentos ser menor do que 6 é

P(X < 8) = P(X=5) + P(X=4) + P(X=3) + P(X=2)
= 4/36 + 3/36 + 2/36 + 1/36

= 10/36 = 0,278 https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Fungao Massa de Probabilidade: Outros Exemplos

Podemos estar interessados em outras variaveis aleatorias
definidas para o mesmo espa¢o amostral.

Y: valor maximo obtido nos dois lancamentos do dado.

y |1 2 3 4 5 6
P(Y=y)|1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Z:. diferenca entre os pontos do 2° e do 1° langamento do dado.

z‘-5-4-3-2-1o12345
P(Z=z) |1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Variavel Aleatoria Discreta: Exemplo 3

Qual é o valor médio Q={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
da soma dos pontos (2,1), (2.2), (2.3), (24), (2.5), (26), = 36 pontos
(X) no langamento de (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6),  igualmente
dois dados? (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6),  provaveis
2 rx=x) (5,1),(5,2),(53),(54),(55), (56),
2 1/36 (6’1)’ (6 2)’ (6’3)’ (6’4)’ (6’5)’ (6’6)}
3 2/36
. 4 3/36 i N
ReR res:entagaf) : 5 4/36 536 _ _
algébrica e grafica da - a a
funcao massa de 6 o136 %
probabilidade da v.a. X 4 6/36 =7
8 5/36 2/36 1
9 4/36 1\36 -
19 3/36 °UU4§¢;§§¢UD
11 3/36 *
12 1/36 https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Variavel Aleatoria Discreta: Valor Médio

Valor Esperado (média populacional). Dada a v.a. X,
assumindo os valores x,, x,, ..., x,, chamamos de valor médio,
valor esperado ou esperanca matematica de X o valor

n
E(X):xle(X:x1)+...+xnxP(X:xn):inxP(X:xl-)
i=1
Notagdo: u= E(X)

Seja X uma variavel aleatoria discreta que assume valores em TR x com funcdo de probabilidadep(m) eg: R — R umafuncio. Temos

J O

entao que

> o@)P(X = =

z;)p(z:i) =
:L;ERX

;R x

[IE[QUQ] = >




Valor Médio da V.a. Discreta: Exemplo 3

x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X=x)|1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

No exemplo, para média da v.a. X (soma de pontos), tem-se:

E(X) = 2%(1/36) + 3%(2/36) + ... + 11x(2/36) + 12x(1/36)
= 252/36 = 7,

ou seja, em media, a soma dos pontos no langcamento dos
dois dados € igual a 7.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Variavel Aleatoria Discreta: Variancia

Variancia: E o valor esperado da v.a. (X — E(X))?, ou seja,
se X assume os valores x,, x, ..., x,, entdo

Var(X) =Y [x, - EQX)]’x P(X = x,)
i=1
Notagdo: 42 = Var(X).

Da relacao acima, tem-se que
o Var(X)=E(X?)-[EX)].

T Ve ST NadEe WSV



Momentos

¢ Definicao 3.9 — Momento de ordem k em relaciao a origem
W, =E(X") (se existir)
Observagodes:
e Trata-se do valor esperado da fungio y(X)= X*.
e No caso discreto E(X*)= ZED X fy(x) enquanto no caso continuo

E(X*)= j:"xk £ ()dx

e Definicao 3.10 — Momento de ordem k em relacio a média

U, = El(X —ﬂ)kl (se existir) O




Variavel Aleatoria Discreta: Desvio Padrao

Desvio Padrao: E definido como a raiz quadrada
positiva da variancia, isto €,

DP(X) =,/ Var(X).

Notacdo: o =DP(X).

b4 o)

T Ve ST e WSV



Variancia da V.a. Discreta: Exemplo 3
X 2 3 4 5 6 4 8 9 10 11 12

P(X=x) |1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

1 2, 2 2 1
Var(X) =(2-7)X— + (3-7 X2 +...+ (11-7)%—= + (12-7)> —
ar(X)()36()36 ()36()36
i ﬂ)=5,83.
36
Alternativamente, poderiamos calcular
E(X2)=2 31 + 32><—2 +...F 112><_2 + 122><_1
36 36 36 36
1974
= = 54,83 Var(X)=E(X?) - [E(X)]*.

e, portanto, Var(X) = 54,83 — 7° = 5,83.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Propriedades do Valor Médio e Variancia

1) Se X' = a, em que g € uma constante, entao

E(X) =a e Var(X)=0.

2) Se Y=aX+ b, em que a e b sdo constantes, entao

E(Y) = E(aX + b) = aE(X) + b

Var(Y) = Var(aX + b) = a? Var(X).

T Ve ST e WSV



Propriedades do Valor Medio e Variancia (Cont.)

3) Sejam X e Y duas variaveis quaisquer, entao

E(X+Y) = E(X) + E(Y).

P4, Sejam n varidveis aleatérias X4, ..., X,.Entdo,

E(X, + Xo +...+ Xn) = E(X2) + E(X3) + ... + E(X,).

4) Sejam X e Y duas variaveis independentes, entao

Var(X+Y) = Var(X ) + Var(Y).

P4) Sejam X1, ..., X, variaveis aleatérias independentes. Entéo,

Var(X: + ...+ X,) = Var(Xy) + ...+ Var(X,).

4

VvV L4



Variavel Aleatoria Discreta: Moda

Moda: A moda de uma variavel aleatéria discreta X, designada
por mo, corresponde ao ponto de maximo da fun¢io massa de

probabilidade de X

mo = max P(X = x).

A moda de uma varidvel aleatéria discreta nem sempre é
tinica.

Slides do Professor Manuel Scotto do IST




Variavel Aleatoria Discreta: Covariancia

Definicdo 4.2.1: Sejam X e Y variaveis aleatérias integraveis. Entao a covariancia entre X e Y é definida por

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))],

Teorema 4.2.1: Sejam Xl, . X, variaveis aleatorias integraveis. Entao,

Var (i X,-) = ZH: Var(X))] + 2 Cov(X;, X;).

i<

Em particular se Couv(X;, X;) = 0 parai # jentdo

Var (Zn: Xi) = z“: Var(X;)

Definicao 4.2.2: Seja X e Y variaveis aleatorias integraveis entdo o coeficiente de correlacdo entre X e Y é dado por

px,y) = Y g [(XBE0) (X B

oxXoy ox gy

Proposicdo 4.2.1: O coeficiente de correlacéo é independente da escola e transacdo da variaveis, ou seja,

p(X,Y) = plaX +b,cY +d)




Funcao de Distribuicao

« Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatoria discreta X:

Define-se funcéo de distribuicdo (f.d.) de uma variavel aleatéria X como

F(x)=P[X =x].

Esta fungcao tem dominio R, conjunto de chegada [0,1] e verifica as seguintes propriedades:

1. 0 F(x)s1,Vx eR;

2. F(x))=F(x2), ¥ X, Xz@ X; < Xz (é uma fungdo mondtona nao decrescente);

3. limF((x)=0 e limF(x)=1;
X——o0 K—+o0

4. Plx; < X =x]= F(x2)-F(x1 ), ¥V xq, %@ X < Xa.

ementos de Estatistica e
babilidades Il (ue@ra.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf
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Funcao de Distribuigao: Notas

1. P(X € B) = %jfo(ﬂi};

2. Fx(z) = Z Fx(3);

3. fx(z) = Fx(z)—Fx(z7),onde Fx(z7) = P(X < z);

a <X <b)=Fx(b)— Fx(a)+ fx(a);

6. P

<X <b)=Fx(b)— Fx(a) — fx(b) + fx(a);

7. Pﬂ-{X"ib)—Fx(b) Fx{a-).

P

5 Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a) — fx(b):
(a
(




Funcao Massa de Probabilidade: Exemplo 4

X = numero de vezes que saiu cara em trés lancamentos de uma moeda,

P[X=0]=P[(C NC NC)=
PX=1]=P(F NC NC)U(C NF NC)U(C NC NF)]=3
PIX=2]=P[(F NF NC)U(F NC N F)U(C NF NF)]= 3

PIX=3]=P[F NF NF)= &

0,30
025
0,20
0,15
0,10

. 0,05

Elementos de Estatistica e
Probabilidades |l (uevora.pt)
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Funcao de Distribuicao: Exemplo 4

1
F(0)= PIX <01 = 31 ()= (0, x<0
x=0 !
1
4 -, 0<x<1
F(1) = P[X s1]=z:f(x)=E i
x F(x)=<§, 1<x<2
7
F(2)=PX<2]=) f(x)== 7
; 8 §, 2 <x<3

F(3)=P[X<3]=) f(x)=1

X=3

A representacéo grafica da fungao distribuicdo de uma variavel aleatéria é "em escada"

Elerﬁentos de Estétistica e
Probabilidades |l (uevora.pt)
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Variaveis Aleatorias Discretas: Exercicios

38



Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com funcdo de distribui¢do dada por,

0 (x<-1)
02 (-1<x<0)
F(x)=
0.7 (0<x<1)

I (x=1).
a) Determine a funcdo probabilidade de X.

b) Calcule P(X 21).
¢) Calcule P(X <051X =0).



Exercicio 6 a): V.a. Discreta e Funcao de
Probabilidade

FG) = F(0) - F(x0)

v K- .]:(.\) = F(-1)-F(-~.’) = 0. -0 z20.2
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Exercicio 6 b): V.a. Discreta e Probabilidades




Exercicio 6 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades

P(x«.o.S' “zo) . P(xt- 0.5 A x‘a,o) . P(osx do.s) -(o.s") - F(_o’)

P(x;o) 1"’P(X<0) ‘\*F(o’)




Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

O nimero de automodveis encomendados mensalmente num stand, é uma varidvel

aleatéria X com a seguinte func¢ao probabilidade:
x o 1 2 3 4
f(x) | 03 03 02 01 0.1
a) Calcule a fungdo de distribui¢édo de X.
b) Determine o nimero minimo de automéveis que o stand deve ter num més para

que a probabilidade de satisfazer todas as encomendas nao seja inferior a 0.75.
¢) Num més em que haja apenas dois automdveis em stock no stand, calcule a pro-
babilidade de serem todos vendidos, e especifique a distribuicdo da varidvel
aleatdria que representa as vendas nesse meés.




Exercicio 7 a): V.a. Discreta e Fungao de Distribuigao

e
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Exercicio 7 h): V.a. Discreta e Probabilidades

v I

¢ Shad @ tim owlomiusis =) PE) - P (x ':o) 2 f0) 2 0.3 <o.3¢

P("“) = F() 0.6 ¢ 0.35

e Stand b A owmdowdval =y ?(‘5)

. Sland B 2 oudowoysis = P(e)

P(x¢2) =F(2) 0.8 5 o0. 35

Lorio' PR g a ?n.n\m\»lhéd.n. ds &L‘s{a%&& béo.s 8% fatovwndas e s‘d"‘ Lh-{-teiua o
0.19, o S‘h\\l davn -tﬁﬂ..’ wo ‘h’\.{\f\iﬂw

oK A
; R omdomevus  vuun el



Exercicio 7 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades
POV) = P(xxa) 2 A-P(xe2) = 4-F(2) = A- 0.6 = 0.4
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Exercicio 7 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades
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25. Considere a variavel aleatoria X com a seguinte func¢do de probabilidade
« o 1 2 3 4
f(x) | 02 02 01 03 02

a) Calcule E(X) e Var(X).
b) Faga Y =1-3X ecalcule E(Y) e Var(Y).
¢) Sendo Z=|X —-21, determine E(Z) e Var(Z).




Exercicio 25 (a): Valor Médio e Variancia
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Exercl'cio 25 (a): Valor Médio B Variﬁncia
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Exercicio 25 (b): Valor Meédio e Variancia
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Exercicio 25 (c): Valor Meédio e Varlancla
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Variaveis Aleatorias Discretas: TPC

93



Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

3. Seja

0 (x<1
F(x)=4x/3 (1<x<2)
1 (x=22).

a) Verifique que se trata de uma fung¢ao de distribuicao.
b) Classifique a varidvel aleat6ria em causa.




Calcule o valor de k de modo que as fungdes dadas nas alineas seguintes definam

funcdes probabilidade da varidvel aleatéria X.
a) f(x)=kx (x=12,...,10);

b) f(x)=k

Exercicio do Livro Murteira et al (2015)




26. O numero de unidades de um produto procuradas diariamente por uma empresa €
uma variavel aleatéria X com fun¢do probabilidade dada por:
f(x)=1/5 (x=0,1,2,3,4).
Se o produto € vendido durante o dia, proporciona um ganho de 5 euros por unidade;
se 0 nao é, deve ser inutilizado, o que acarreta um prejuizo de 4 euros por unidade.
a) Calcule o valor esperado e a variancia de X.
b) Qual deve ser o aprovisionamento diario de modo que o lucro esperado seja ma-

ximo?




27. Sabe-se que o primeiro e o segundo momentos em relacdo a origem da varidvel

aleatoria discreta X, s@o iguais a 6 e a 62, respectivamente. Sendo Y =(X/2)+3,
determine a média, a varidncia e o desvio padrao de Y.




Obrigada!
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