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Distribuicao Bernoulli e Binomial

Variaveis Aleatodrias Discretas



Na pratica, existem muitas experiéncias que admitem
apenas dois resultados.

Exemplos:
» Uma peca é classificada como boa ou defeituosa;

» O resultado de um exame médico para deteccao de uma
doencga € positivo ou negativo;

» Um paciente submetido a um tratamento, durante um
periodo de tempo fixo, cura-se ou nao da doenca;

» Um entrevistado concorda ou ndo com a afirmacao feita;

» No lancamento de um dado ocorre ou ndo a face “5”.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat‘rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuicao Bernoulli

As experiéncias com alternativas dicotomicas podem ser
representadas, genericamente, por respostas do tipo sucesso-
fracasso ou sucesso-insucesso.

 Essas experiéncias recebem o nome de Ensaios de Bernoulli ou
Provas de Bernoulli e originam uma v.a. com Distribuicdo Bernoulli.

Variavel aleatéria de Bernoulli; E uma v.a. que assume apenas dois
valores:

» 1 se ocorrer sucesso,

* 0 se ocorrer insucesso/fracasso.

Geralmente, a probabilidade de suc

o
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Distribuicao Bernoulli

‘X ~ Bernoulli (p)’ representa uma v.a. com Distribuigdo
Bernoulli com parametro p, isto é,

{ 1, se ocorrer “sucesso”
X =

0, se ocorrer “insucesso”

e a sua funcado massa de probabilidade pode ser
representada pela tabela
X | 1 0 E(X) = p,

P(X=x) | p 1-p Var(X) = p(1 - p).

i g
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Distribuicao Bernoulli: Exemplo

Exemplo: Um dado equilibrado é langado 1 vez.
Qual é a probabilidade de se obter a face 5?

Denotamos,

S: “sucesso’, ocorrer face 5; A variavel X “indica” se

I “insucesso”, nao ocorrer face 5. OCOITeu SUCEsso ou N&o
numa prova Bernoulli!

E facil ver que p = P(sucesso) = P(X=1)=1/6 e
q =1 —p = P(insucesso) = P(X=0)/= 5/6

Q={S, I} X | 10 X ~ Bernoulli(1/6)
P(X=x) [1/6 5/6

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuigcoes Bernoulli e Binomial

— Repeti¢des independentes de um ensaio de Bernoulli, com a mesma probabilidade
de ocorréncia de “sucesso”, ddo origem ao Modelo de Probabilidade Binomial.

T Ve ST e RSV
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Distribui¢ao Binomial

A v.a. X correspondente ao numero de sucessos em n ensaios/provas
de Bernoulli independentes e com mesma probabilidade p de sucesso
tem Distribuicdo Binomial com parametros n e p.

A funcdo massa de probabilidade da v.a. X é dada por
Notacao: X ~ Bin(n; p).

e BINOMIAL X ~ B(n:0), (0<@<1)
f(xw)={”]e"(1—6)”"‘,x=0,1,2,...,n
X

n _
P(X=x)= (I)px(l_ p)n X

E(X)=n6 ; Var(X)=n0(1-0) ; MX(S}=[(1-9)+9eS]”; 7 =(01-20)/c

x=0,1,..., n

Propriedades:
e X ~B(n:0)= (n-X)~B(nl-0)
o Xy ~B(n:0,), Xy ~B(ny;0), X|eX, independentes => X| + X ~ B(n) +n3,0)

¢ BERNOULLI X ~ B(1;9)

E(X)=np Var(X)=np(-p)
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Distribuicao Binomial

Resultado: Se X ~ Bin(n; p), entdo

média: u= E(X) = nxp

variancia: o® = Var(X) = nxpx(1-p)

T VeSS N e RS VST
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Distribuicao Binomial: Resumindo...

A distribuicao binomial verifica as seguintes condicoes:

1. A experiéncia tem um n?fixo de provas, n.

2. As provas sao independentes. (O resultado de uma
prova nao afecta a probabilidade de ocorréncia das
restantes.)

3. Cada prova origina um de dois resultados possiveis:
sucesso ou insucesso.

4. A probabilidade de sucesso, denotada por p, é
constante em cada prova.

Ana M. Abreu - 2006/07
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Distribuicao Binomial: Exemplo 1

Exemplo: Um dado equilibrado € langado 3 vezes.
Qual é a probabilidade de se obter a face 5 duas vezes?

Denotamos,

S: “sucesso’, ocorrer face 5;
I: “insucesso”, ndo ocorrer face 5.

E facil ver que p = P(sucesso) = 1/6 e
g =1 —p = P(insucesso) = 5/6

Q = {SSS, SSI, SIS, ISS, SII, ISI, IIS, IIT}

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuicao Binomial: Exemplo 1

Estamos interessados no
numero total de sucessos
gue, no caso, € 0 numero
de vezes que a face 5 é
observada nos trés
langamentos do dado.

Q Prob X
< R 3

p
/S ¢~ (sS) g 2

N p—S (15  pq 2
/T
F oy 1 (S0) Pq° 1
< AR
q
/ S g~ usn 2 9

Pq

,\ p_—S s)  pg 1
q <

Foog~1 uny £ o

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial



https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial

Distribuicao Binomial: Exemplo 1
Probabilidades binomiais paran=3 e P(S) =p

n°. de sucessos | probabilidades p=1/6
A funcao de 0 g 125/216=0,5787
probabilidade 1 3pq’ 75/216=0,3472
de ¥ ¢ dada por: 2 3% 15/216=0,0694
3 P 1/216=0,0046

Podemos escrever essa fungcado como

)
PX =x) = i}px q3'x ., x=0,1,2, 3.

No exemplo, paran=3ep=1/6, P (X =2) =0,0694.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribui¢ao Binomial: Exemplo 2

Considere-se uma prova de escolha multipla com 12
questdes, cada uma com 4 alternativas. Suponha-se que o
aluno escolhe as respostas ao acaso. Qual é a probabilidade
dele acertar pelo menos a 6 questoes?

X: n° de questdes que o aluno acertara

X pode assumir valores no conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

8, 9,10, 11, 12}.

P(Sucesso) = P(acertar a cada questao) = 1/4 = 0,25

n=12 12

X~Bin(12;0,25) |P(X =x)= ( jo,25X(1 —0,25)1%7"
X

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribuicao Binomial: Exemplo 2

X B . ( . B. Fllllc" € diStl'ibllicﬁO
~ Bin(12; 0,25)
b b

N x .05 10 15 .20 25 30 .35 40 45 50

im0 5688 3138 (1673 (0859 0422 0198 0088  .0036  .0014 0005
1 8981 6974 4922 3221 1971 11300 0606 0302 0139 0059
2 9848 9104 7788 6174 4552 3127 2001 1189 L0652 0327
4
.| . P (acertar pelo menos a 6) = P(X26) = 1- P( X < 6)
6| 1 = —_ —_
‘'t =1-P(X<5)=1-0,9456 = 0,0544
8 L : - - - - - -
9| 1.0000 1.0000  1.0000 1.0000 9998 9993 9978
10| 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 000 1.0000 1.0000 9998 9995
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 20000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

12 0 5404 2824 (1422 (0687 0138 0057 0022 0008 0002
1 8816 6590 4435 2749 0850 0424 0196 0083 {0032
2 9804 8891 7358 5583 2528 1513 0834 0421 0193
3 9978 9744 9078 71946 4925 3467 2253 1345 {0730
4 9998 9957 9761 9274 7237 5833 4382 3044 (1938
5| 10000 9995 9954 9806 8822 7873 6652 5269 3872
6| 1.0000 9999 9993 9961 B 9614 9154 8418 7393 6128
7| 10000 1.0000 9999 9994 9972 9905 9745 9427  B883 8062
& | 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9996 9983 9944 9847 9644 9270
9| 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998 9992 9972  992] 9807
10 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9997 9989 9968
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9998
12 | 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

13 0 5133 2542 1209 0550 0238 0097 0037 0013 0004 0001
1 8646 6213 3983 2336 1267 0637 0296 0126 0049 0017
2 9755 8661 6920 5017 3326 2025 1132 0579 0269 0112
3 9969 9658 8820 7473 5843 4206 2783 1686 0929 0461
4 9997 9935 9658 9009 7940 6543 5005 3530 2279 1334
5| 10000 9991 9925 9700 9198 8346 7159 5744 4268 2905
6| 1.0000 9999 9087 9930 9757 9376 8705 7712 6437 5000
7| 10000 1.0000 9998 9988 9944 9818 9538 9023 8212 7095
& | 1.0000 1.0000 10000 9998 9990 9960 9874 9679 9302 8666
9| 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9993 9975 9922 9797 9539




Distribui¢ao Binomial: Exemplo 2
No R, probabilidades

> dbinom(0:12,12,0.25)

[1] 3.167635e-02 1.267054e-01 2.322932¢-01 2.581036e-01 1.935777e-01
[6] 1.032414e-01 4.014945e-02 1.147127e-02 2.389848e-03 3.540516e-04
[11] 3.540516e-05 2.145767e-06 5.960464e-08

> cbind(0:12,dbinom(0:12,12,0.25)) Distribulgdo B(12,0.25)

[1] [.2] —
[1,] 03.167635e-02 '
[2,] 11.267054e-01
[3,] 22.322932e-01
[4,] 32.581036e-01
[5] 41.935777e-01
[6,] 51.032414e-01
[7.] 64.014945e-02
[8,] 71.147127e-02
[9,] 82.389848e-03
[10,] 9 3.540516e-04
[11] 10 3.540516e-05
[12] 112.145767e-06
[13] 12 5.960464e-08

> barplot(dbinom(0:12,12,0.25),names.arg=0:12,main="Distribuicéo B(12,0.25)")

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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No R, distribuicado cumulativa P(X < x)
> pbinom(0:12,12,0.25)

Distribui¢ao Binomial: Exemplo 2

[1] 0.03167635 0.15838176 0.39067501 0.64877862 0.84235632 0.94559777
[7] 0.98574722 0.99721849 0.99960834 0.99996239 0.99999779 0.99999994
[13] 1.00000000

> cbind(0:12,pbinom(0:12,12,0.25))
(1]

(1]
[2.]
[3.]
[4.]
(5]
(6.]
[7.]
(8]
9]
[10]
(1]
[12)]
(13]

©PNOO A WN =0

[.2]
0.03167635
0.15838176
0.39067501
0.64877862
0.84235632
0.94559777
0.98574722
0.99721849
0.99960834
0.99996239
0.99999779
0.99999994
1.00000000

1.0

08

0.6

04

0.2

0.0

Distribuicdo cumulativa B(12,0.25)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

> barplot(pbinom(0:12,12,0.25),names.arg=0:12,main="Distribuicdo cumulativa B(12,0.25)")

carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Distribui¢ao Binomial: Exemplo 2

No R, calcularemos P(X = 6)

> 1-pbinom(5,12,0.25) B _
[1] 0.05440223 1-PX<5)=PX=6)

> pbinom(5,12,0.25,lower.tail=FALSE)
[110.05440223 calcula a probabilidade P(X > 5) = P(X = 6)

A media e

E(X) = nxp = 12x0,25 = 3,

ou seja, em meédia, o aluno que responder ao acaso a todas
as questodes acertara 3.

https://www.slideserve.com/carlo/vari-veis-aleat-rias-e-distribui-o-binomial
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Soma de Binomiais Independentes

e Soma de binomiais independentes com 0 mesmo parametro 6.

Sejam Y, e Y, duas varidveis aleatdrias independentes. Entao,

Y, ~B(n;;0,), Y, ~Bn,;0) =>Y =Y, +Y, ~ B(n,0)

onde n =n, +n,.

Murteira et al (2015)



Distribuigao Binomial: Exercicios do
Murteira et al (2015)

Variaveis Aleatodrias Discretas

24



1. Um produtor de refrigerantes resolveu lancar uma campanha publicitaria, oferecen-
do prémios impressos nas capsulas das garrafas. Durante a campanha, 5% das garra-
fas distribuidas para venda tinham prémio. Ao adquirir 15 garrafas, calcule a
probabilidade de

a) existirem somente duas garrafas com prémio.

b) receber pelo menos um prémio.




Exercicio 1 (a)

Ry h-ms_wmmw A4S unidodss =y X B(‘\S oes)

L — e —— e e e e h &":-:POF'RQF?

[ ———— (&) — ity =

TP (x=2)_zouzus D R =




Exercicio 1 (h)

(ko) aam b (xe) 2 P (xeo) = -omess = 05363




2. Da produgao didria de uma maquina retiram-se, para efeitos de controlo, 10 pecas.
Da experiéncia passada sabe-se que 80% das pecas podem considerar-se “boas”.
Calcule a probabilidade de, nas 10 pecas, haver mais que 8 pecas “boas”.




3. Sabe-se, por experiéncia, que a probabilidade de uma mdquina necessitar de ser afi-
nada em cada periodo de trabalho de 30 minutos € de 0.05 (periodos independentes).
Em cada periodo s6 pode haver, no maximo uma afina¢cdo. Determine:

a) O numero médio de afinacdes numa semana em que a maquina trabalha 20horas.
b) A probabilidade de em 8 horas de trabalho se verificar pelo menos uma afinacao,

e a de se verificarem 2 a 5 afinacdes.




Exercicio 3 (a)

[ 1, = wdauine afiredo aen 30 win
X { ~ ¥~ B(1,0.08)

o, Cat tonleiain

(@)
20 horas = 20x2 - Yo peiodos da 30 wuvates

o
5::'}-. z X, —» n® a@mﬁu uaen mhmn'&n & Uo P-N:"a'a*' - EX;'U 3(40’0.65)

i-:‘

Ewlgo

!

Yo
E 5‘*5) = 4oxo00S = 2




Exercicio 3 (h)

Bloras = Qx2 =16 pealodos ds 30 wavuitog

S,
‘6 - . ’
y = l%‘;(i - e n‘i‘nat,ﬂ:& e c,owaan'tb ds 16 Ta;u.mlns (R lmus) > y~EB (;g,o.og)

P(y;«) = -P(¥en) = A-P(veo) 2N -P(Y=o) za-0.buo = 0.55499

P(2<ves) = P(yas) - P(yez) = P(yes) - P(ver) - 0.9999 - 0.9108 < o185



4. A producdo de parafusos em certa unidade fabril é assegurada por duas maquinas
(M, e M,) de funcionamento independente. Da experiéncia passada pode concluir-
-se que a proporc¢ao de parafusos com defeito, em cada uma das maquinas, é de 5%.
Atendendo a capacidade das maquinas, e para efeitos de controlo de qualidade, co-
lhe-se diariamente uma amostra de quatro parafusos da maquina M, e uma de oito
da maquina M, .
a) Calcule a probabilidade de se encontrarem dois parafusos com defeito no con-
junto das duas amostras.
b) Os parafusos sdo vendidos em embalagens de 20, garantindo o fabricante que
90% sao de boa qualidade. Calcule a probabilidade de essa garantia ser violada,
isto é, de haver mais que dois parafusos defeituosos numa embalagem.




8. Sabe-se que 1% dos parafusos de determinado fabricante sdo defeituosos. Os parafu-

sos sao vendidos em caixas de 12 unidades com a garantia de devolugao do valor
pago caso existam dois ou mais parafusos defeituosos.

a) Qual a probabilidade de ocorrer uma devolugao?
b) Se se comprar dez caixas, qual a probabilidade de haver devolucdes? .




Obrigada!

Questoes?

¢ o)
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