Lisbon School
of Economics

& Management
Universidade de Lisboa

Licenciatura em Gestao do Desporto
2.° Ano/2.9 Semestre
2025/2026



Aulas Teorico-Praticas N.%s 8 e 9 (Semana 5)

Docente: Elisabete Fernandes
E-mail: efernandes@iseg.ulisboa.pt




Conteudos Programaticos

Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas Aulas Tedrico-Praticas
(Semanas1a3) (Semanas4a7) (Semanas7a9) (Semanas 10 a 13)
- Capitulo 1: Revisdes e «Capitulo 2: Estimacdo «Capitulo 3: Testes de «Capitulo 4: Modelo de
Distribuicdes de Hipoteses Regressdo Linear
Amostragem Mdaltipla

Material didatico: Exercicios do Livro Murteira et al (2015), Formuldrio e Tabelas
Estatisticas

Bibliografia: B. Murteira, C. Silva Ribeiro, J. Andrade e Silva, C. Pimenta e F. Pimenta;

~ \ ’, . a .
Introducdo a Estatistica, 2% ed., Escolar Editora, 2015. https://cas.iseg.ulisboa.pt



- ® lol

Meétodo dos Momentos: Exercicios

(continuacao)



1. Seja uma populacdo com funcdo probabilidade -

fxl@)=60(1-6)" (x=0,1,2,3,...),

onde 0<@<1. Sabe-se que E(X)=(1-8)/8. Recolhida uma amostra casual de di-
mensdo 1000 observou-se X" x. =980.

a) Obtenha uma estimativa para € pelo método dos momentos.

b) Determine o estimador de maxima verosimilhanca para 6.

c) Calcule, justificando, a estimativa da maxima verosimilhanca para a média da
populacdo.

d) Reparametrize a distribuicao em fung¢do de u = E(X), e utilize a nova funcao

probabilidade para estimar a média da populacao.

Mostre que T =22’ X, € estatistica suficiente para 6.




Exercicio 1 a)
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Exercicio 1 a)
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3. Considere uma varidvel aleatoria X cuja distribuicdo depende dos pardmetros & e

@, para a qual se tem E(X)=a# e Var(X)=a8’. Sabendo que numa amostra ca-
sual de 320 observagoes se obteve £2)x, =22.2 e L7'x’ =535.8, apresente, justifi-
cando, uma estimativa para os parametros desconhecidos.




Exercicio 3

\/. A Cowmn E((xlx)e)
2

£(X)= xe Vor (X) = & @
Aceortia cosuad: (X, Xaao) —> & 2, = 22.2

A =1

2o 2
> X, =535.8

i=1

Vamos usar o método dos momentos. Nao é possivel usar o método da
maxima verosimilhanca porque nao conhecemos a forma funcional de

f(x|a, B) e por isso ndo é possivel obter L(a, 8).




Exercicio 3
},1' =€(X)= «6

Voa( X ) = e(x)-elx)" o €(X) = Van(x)+e(x)
=) /ul' = U (X) + e(x)"1

320

' —
/"1 = g‘xx A6 =
320 ) =)
320 2 = 2 2 330 a2
PO DR g P

320 2 (:)
- 2. =z /320
£=1




Exercicio 3
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Exercicio 3




4. Num saco existem @ bolas, numeradas de 1 a @. Extraiu-se, ao acaso e com repo-

sicdo, uma amostra de trés bolas, tendo-se observado: 13, 5, 9.

a) Calcule a estimativa do niumero de bolas existentes no saco, pelo método dos
momentos.

b) Obtenha a estimativa da maxima verosimilhanca para 6.

c) Com base nas estimativas obtidas nas alineas anteriores o que pode dizer sobre

os estimadores que as originaram.
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Exercicio 4 a)

Com a amostra observada o método dos momentos resulta numa estimativa admissivel
para 8 uma vez que ndo se observou nenhuma bola com numero superior a 17. No
entanto, ndo é garantido que isto se verifique em todas as amostras. Por exemplo:

Fa
(z,,2,,%)=(4,2,9) =) 6=a (1xa+9) -1 =%+
3
Com esta amostra o método dos momentos ja ndo resultava numa estimativa admissivel
para © uma vez que ja se observou a bola n?2 9, logo ndo podem existir apenas 7 bolas.

O método dos momentos € bom para estimar parametros referentes a momentos de
variaveis aleatorias. Neste exercicio, o parametro que estamos a estimar é o limite
do suporte da variavel aleatdria (distribuicdo da populagdo). A qualidade de um
estimador ndo se deve avaliar olhando apenas para estimativas particulares (estejam
estas muito proximas ou muito afastadas do verdadeiro valor do parametro).
Interessa sim estudar o comportamento do estimador em sucessivas amostras, ou
seja, estudar a sua distribuicdo por amostragem. Neste caso seria melhor usar outro
estimador (o EMV).




5. Considere uma amostra casual de dimensdo n retirada de uma populacdo com
distribui¢cdo dada por:

f(xlé’):;—g, (-8 <x<8),para 8>0.

Calcule um estimador para @ pelo método dos momentos.




Exercicio b
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Exercicio 5




Exercicio 5




Exercicio b
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Método da Maxima Verosimilhanga

Estimadores

21



Métodos de Estimacao

Até aqui falamos em estimadores e nas propriedades que devem
possuir. Interessa ter procedimentos que construam estimadores com
boas propriedades.

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

o Método dos momentos e
o|Método da Maxima verosimilhanca



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/IST_2022-23/AULAS_TP_PE_2022-23/Ficheiros%20Apoio2/moduloI_aula3_4_EstimaÃ§Ã£o.pdf

Funcao de Verosimilhanca

Seja X uma v.a. cuja distribuicao depende de um parametro 6,
desconhecido, e (Xj, ..., X,) uma amostra aleatéria. Seja (xq, ..., Xp) @

amostra observada.

Definicao
Chama-se verosimilhanca da amostra e representa-se por
L(0]%q1, X2, ..., Xp)

n
f(x1, ..., xn|0) = [] f(x]0) caso continuo
i=1

n

P(Xi = x1,...,Xn = Xp|0) = [[ P(Xi = x;|#) caso discreto

i=1

modulol aula3 4 Estimacdo.pdf
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Método da Maxima Verosimilhanga

O método da maxima verosimilhanca, proposto por Fisher em 1922 e
desenvolvido em 1925 consiste em escolher como estimativa de ¢ o
valor que maximiza a verosimilhanca £(0|x, ..., Xp), face a uma
amostra observada (xi., ..., Xn).

. modulol_aula3 4 Estimacdo.pdf
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Funcao de Log-Verosimilhanca

Em muitas situagOes as fungdes de verosimilhanca satisfazem
condi¢des que permitem que o valor para o qual a versomilhanga é
maxima seja obtido por derivacao.

Porém, e como a fungao logaritimca € mondtona, regra geral € mais
comodo trabalhar com a fungao log-verosimilhanca,

log £(6]x)

. modulol_aula3 4 Estimacdo.pdf
W
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Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Entao, no caso de existirem derivadas (e para um unico parametro 6),
o valor do maximizante € obtido de modo que:

dlogﬁ_0 d?log £

g 9 ¢ gz <0

n

dlogL Z dlog f(x;|0)

Note-se que 20 90

i=1

A solucéo, 6(x, ..., X,) é a estimativa de maxima verosimilhanca,
que é uma realizagdo da v.a. © = O(Xj, ..., Xp).

modu(lgl aula3 4 Estimacéo.pd o
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MMV: Exemplo 1

Considere-se X N P(A) e a amostra (0, 0, 2, 5, 3, 1).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca
de A?




MMV: Exemplo 1
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MMV: Exemplo 1
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https://matematicasimplificada.com/tabela-derivada-integral/#google_vignette

MMV: Exemplo 2

Considere-se a v.a. X N Exp(u) e a amostra (1.2, 0.5, 3).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca de u?




MMV: Exemplo 2
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Propriedade Fundamental dos EMV:
Invariancia

?f\g[)nucézcﬂ( Q/J‘\Cac el 08 MV Trneonder
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Método da Maxima Verosimilhanca:
Exercicios
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Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

3. Considere uma populagdao com distribuicao de Bernoulli, com paréametrop, com 0 <p < 1.
a) Derive o estimador de maxima verosimilhanga para o parametro p.
b) Foi obtida uma amostra de dimensdo n = 3, cujos valores observados foram (1, 1, 0).
i. Esboce o grafico da funcdo de verosimilhanca e interprete-o.
ii. Fornega uma estimativa para p com base no método da maxima verosimilhanga.
ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

a) Funcdo de probabilidade (f. p.):
fp)=p*1—-p)** x=0,1,com0<p<1.

Fungdo de verosimilhanga:

n n
L(p) = nf (xi;p) = l_lpxi(l — )% = pEiaXi(] — p)nTima i,
i=1 i=1

n
(n — Xi
—

Logaritmo da fungdo de verosimilhanga:

In(L(p)) = in Inp +

i=1

)In(l —p).

L

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdo de 12 ordem:

M @le( ) (n—ixi)?g%)=0@(1—p)§;xi—p(n—2xi)=0

1—1 i=1
Xi
@in—pnzmap: o
i=1 i=1
Condicdo de 22 ordem:
0*InL(p;x) _ Xinx  (-Ni ) Xy (- Bl x)

<0,

> p’ a-p2 2 1-p)?
poisx; = 0,p2>0,n>0,(1—p)?>0en=>Y", x; poisx; = 0ou 1.
Portanto, o estimador de maxima verosimilhanga é:

iXi
lan’
i=1

p=

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 b) i e ii: Estimagao de Maxima
Verosimilhancga

b) i) Substituindo em L(p), (x4, x,, x3) pelos valores observados na amostra, (1, 1,0), obtemos,
L(p) =p*(1 -p).

0,16 A

0,12 A

4p;1,1,0) gos
= p¥(1-p)

0

T T T T T T T 1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 0 1P

A fungdo de verosimilhanga atinge o seu valor maximo quando o p se situa perto de 0,65, sendo este o
valor de p mais provdvel que deu origem a observagao desta amostra.

2 ; ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
i) p=3= 0,6667'


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que néo consta

do livro Murteira et al (2015)

2. Seja Xy,X,, ..., X;; uma a. a. de uma distribuicdo Normal, X ~ N(u; ). Estime os pardmetros u e o pelo
método:

b) Da maxima verosimilhanca.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

b) Func¢ao densidade de probabilidade (f. d. p.):

f(x; po?) =

> ze’i ) —00 < U < 400, a > 0.
mo

Fung¢ao de verosimilhanga:
n n
1 _l(xi_“)z 1 __1 S (x;—p)2
Lot =| [reuwen =] | o) e
i=1 I L1 V2mo? (,fz,wz)“

1
e—ﬁﬁil(xi—#)z

1

- n
(2mo?)2

Logaritmo da func¢ao de verosimilhancga:

In(L(w, %)) = —;(In(Z) +In(m) + In(a?)) —T;Z(xi — 2.
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdes de 12 ordem:
dlnL (u,0?)
du

dlnL (u,0?)
do?

=0

< 4

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicoes de 22 ordem:

(02InL (u,0?) 1
=——2n<
ou? 252" 0
< r
92InL(u0%) n 1 i(xi—u)zd
\ do* -~ 20% £ a®

. i—1)? 1
poisn > 0,02 > 0, Z}Ll% P

2 ot

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Portanto, os estimadores de maxima verosimilhanca obtidos foram:

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

1. Seja uma populacdo com funcdo probabilidade -

fxl@)=60(1-6)" (x=0,1,2,3,...),

onde 0<@<1. Sabe-se que E(X)=(1-8)/8. Recolhida uma amostra casual de di-
mensdo 1000 observou-se X" x. =980.

a) Obtenha uma estimativa para € pelo método dos momentos.

b) Determine o estimador de maxima verosimilhanca para 6.

c) Calcule, justificando, a estimativa da maxima verosimilhanca para a média da
populacdo.

d) Reparametrize a distribuicao em fung¢do de u = E(X), e utilize a nova funcao

probabilidade para estimar a média da populacao.

Mostre que T =22’ X, € estatistica suficiente para 6.




4. Num saco existem @ bolas, numeradas de 1 a @. Extraiu-se, ao acaso e com repo-

sicdo, uma amostra de trés bolas, tendo-se observado: 13, 5, 9.

a) Calcule a estimativa do niumero de bolas existentes no saco, pelo método dos
momentos.

b) Obtenha a estimativa da maxima verosimilhanca para 6.

c) Com base nas estimativas obtidas nas alineas anteriores o que pode dizer sobre

os estimadores que as originaram.




7. O tempo que um aluno leva a responder a uma pergunta do exame é uma varidvel
aleatéria com distribuicdo exponencial de pardmetro 4. Numa amostra casual de 40
observacdes verificou-se um total de 480 minutos.

a) Obtenha o estimador da maxima verosimilhanga para /4.
b) Determine a estimativa da maxima verosimilhanca para a percentagem de per-
guntas que sdo resolvidas em menos de 15 minutos.
¢) Se um exame tiver oito questOes, obtenha uma estimativa para a probabilidade
de as resolver todas, sabendo que a duragao da prova é 2 horas.




8. Admite-se que o tempo de reparacdo de certo tipo de maquinas, X, segue uma dis-
tribuicdo normal de parametros desconhecidos. A fim de estimar esses parametros
recolheu-se uma amostra aleatéria de tempos de reparacao (em minutos). Os dados
sao os seguintes:

n=10,3" x, =846 ¢ 3" x? =71607.

Estime a probabilidade do tempo de reparacdo de uma maquina ser inferior a 83 mi-

nutos.




Obrigada!
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