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Motivacdo



Motivacao

B Todos os dias estamos perante problemas de Investigacdo Operacional,
como por exemplo:

» Determinar o caminho rapido para vir para o ISEG.

» Decidir onde fazer as compras para a semana (distancia versus precos).

B Para formular estes problemas muitas vezes precisamos de varidveis
inteiras.



Exemplos de aplicacao da Investigacao Operacional

European Journal of Operational Research
Volume 240, Issue 3, 1 February 2015, Pages 718733

ELSEVIER

Decision Support

An optimization framework for the
development of efficient one-way car-sharing
systems

Burak Boyaci * ® 8 &, Konstantinos G. Zografos 5, Nikolas Geroliminis * &

(a) 2017

European Journal of Operational Research
Volume 257, ssue 3, 16 March 2017, Pages 952-1004

ELSEVIER

Innovative Applications of OR.

Inventory rebalancing and vehicle routing in
bike sharing systems

). Schuijbroek® @ &, RC. Hampshire ! ® &, W), van Hoeve © 5

(b) 2019

European Journal of Operational Research
Velume 271, lsue 3, 16 December 2018, Pages 1085-1099

ELSEVIER

Innovative Aplicatons of O
Scheduling last-mile deliveries with truck-
based autonomous robots

Nils Boysen ' * 0, =, Stefan Schwerdfeger ® @ &, Felix Weidinger ' * =

(c) 2020

European Journal of Operational Research
Volume 292, Issue 1, 1 July 2021, Pages 250-275

/.

ELSEVIER

Innovative Applications of OR.
Building disaster preparedness and response
capacity in humanitarian supply chains using
the Social Vulnerability Index

Douglas Alem * 9, =, Hector F. Bonilla-Londono ® &, Ana Paula Barbosa-Povoa © =,

Susana Relvas © &, Deisemara Ferreira ¢ &, Alfredo Moreno ® &

(d) 2023

Figura 1: Prémios aplicagdo inovadoras da |0 da revista cientifica European Journal

of Operations Research.
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Introducao

Um problema de programag&o linear inteira mista (PLIM) é um problema
de programacdo linear em que algumas varidveis tém obrigatoriamente
valores inteiros. = Perda da propriedade da divisibilidade da PL.

» Num problema de programacio linear inteira (PLI) todas as varidveis

tém obrigatoriamente valores inteiros.

» Num problema de programacao linear bindria todas as varidveis tém
obrigatoriamente valor bindrio, isto é, valor 0 ou 1.

Um problema de otimizagdo combinatéria (POC) é um PLIM cuja regido
admissivel (RA) é um conjunto finito.

» A solugdo étima é um subconjunto de um conjunto finito - a RA.



Introducao
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Figura 2: RA de um PL versus RA de um POC.



Introducao

Exemplos de problemas de otimizagdo combinatdria sio:

» o problema da afetacio;
o problema dos transportes;

o problema do saco-mochila;

>

>

» o problema de lot-sizing;

» o problema do caixeiro viajante; ou
>

o problema do roteamento de veiculos.



Introducao

Como podemos resolver um problema de otimizacdo combinatéria?

» Como a RA é um conjunto finito, podemos calcular todas as solugdes
admissiveis (SA) e determinar a melhor. = Enumerag&o!

B A enumeracio da RA de um POC pode ser um processo muito demorado.

Que algoritmos podemos usar para determinar a SO de um POC?

» Algoritmo de branch-and-bound

» Algoritmo de cortes de Gomory



Formulagdes

Problemas classicos

Formula¢do de condicdes especificas
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Problema do Saco-Mochila

Dado:

e um conjunto de itens Z, onde o item / € Z tem peso p; e valor v;; e

e um saco-mochila com capacidade P;

o Problema do Saco-Mochila consiste em determinar que itens devem ser
incluidos no saco-mochila de forma a maximizar o valor total sem exceder

a sua capacidade.

11



Problema do Saco-Mochila: uma instancia

Considere-se um saco-mochila com capacidade 10 e um conjunto de seis
itens com as seguintes carateristicas:

tem (/) | 1 |2|3 |4
Peso (pi) | 7
Valor (v;) | 10 | 3 |5 |5 | 8| 12

Conseguem dar-me exemplos de solucdes
admissiveis?

12



Problema do Saco-Mochila: formulacao

W Varidveis:

{1, se o item i € 7T é escolhido
Xi =

0, caso contrario

B Formulacdo:

max E Vi X

ez
sujeito a: Zp,'xi <P

i€z

x; € {0,1} Viel

13



Problema do Saco-Mochila: exemplos de restricoes logicas

» Um dos artigos 2 ou 3 deve ser escolhido
— X+x3>1
» Podemos escolher no maximo 3 artigos
—x1+x+x3+x+x5+x <3
» Se o0 artigo 2 é escolhido, entdo o artigo 4 também deve ser escolhido
— x2 < x4
» Se o artigo 1 é escolhido, entdo o artigo 3 n3o pode ser escolhido
- xit+x<1
» Se o artigo 1 é escolhido, deveremos escolher mais outro artigo
— x1 <x2+ X3+ x4+ x5 + X6
» Se o artigo 1 é escolhido, deveremos escolher também os artigos 3 e
4
— x1<x3ex1<Xx
» Se o artigo 2 é escolhido, ndo podemos escolher o artigo 3 nem o 4
—x+x3<lex+x<1

14



Problema do Lot-Sizing

Dado:

e uma linha de produgdo de um Uunico produto;
e um horizonte temporal com um conjunto T de periodos;

a procura d; do produto no periodo t € T;

o custo de producdo p; de uma unidade do produto no periodo t € T;

o custo fixo de produzir f; o produto no periodo t € T; e

e o custo de armazenar h; uma unidade do produto durante um periodo
teT;

o Problema do Lot-Sizing consiste em determinar quantas unidades produ-
zir em cada periodo de forma a satisfazer a sua procura, tendo em conta
que a procura pode ser satisfeita por unidades produzidas ou armazenadas,
de forma a minimizar o custo total, que é composto pelos custos unitarios,
de producdo e de armazenamento.

15



Problema do Lot-Sizing: uma instancia

Considere-se um horizonte temporal com T = {1,2,3,4} periodos. Em
cada periodo, o custo unitdrio de producdo é 1 u.m., o custo fixo de
produ¢do é 10 u.m. e o custo de armazenamento é 1 u.m. por unidade e
por periodo, ou seja, py = hy = 1 e f = 10,Vt € T. A procura de cada
periodo é apresentada na tabela seguinte:

Periodo (¢t) | 1|2 |3 |4
Procura (d;) | 7 | 6 | 8 | 4

Conseguem dar-me exemplos de solugdes
admissiveis?

16



Problema do Lot-Sizing: uma instancia

B Representacido esquematica:

Produgdo Producio Produgdo Produgdo
periodo 1 pen’odo 2 perl’odo 3 periodo 4

Stock fim Stock fim Stock fim
periodo 1 periodo 2 periodo 3

17



Problema do Lot-Sizing: formulacao

W Varidveis:

X; : quantidade produzida no periodo t € T

s¢ : quantidade em stock no fim do periodo t € T U {0}
{17 se ha producdo no periodo t € T

Ye =

0, caso contrério

B Formulacao:

-
min Z(ft}/t + pexe + htst)
t=1

St—1+ Xt = di + St teT
so=0

x¢ < My te T
x¢ > 0,5 >0,y €{0,1} teT

» M; é uma constante com valor suficientemente grande
18



Problema do Lot-Sizing: exemplos de restricoes de limites de

variaveis

» Se ha produgdo no periodo t, a linha de produgdo tem que funcionar

— x¢ < My, M, é um majorante da quantidade produzida no periodo t
» Se a capacidade de producdo no periodo t é C;

— xt < Ceyr

» Se hd produ¢do no periodo t, é necessario produzir pelo menos L;
unidades

— Xt > Lt}/t e xr < Mt}/t

19



Problema do Caixeiro Viajante

Dado:

e um conjunto de cidades N; e

e custos de deslocagdo entre cada par de cidades ¢, i,j € N : i # j,

o Problema do Caixeiro Viajante consiste em determinar a rota de menor
custo que passe por todas as cidades uma e uma sé vez.

Palestra de William Cook sobre o problema do caixeiro viajante:
https://www.youtube.com/watch?v=5VjphFYQKj8&t=55s [Euro 2019, Dublin]

Site com um solver para o caixeiro viajante:
https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html

20


https://www.youtube.com/watch?v=5VjphFYQKj8&t=55s
https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html

Problema do Caixeiro Viajante: uma instancia

Considere-se um conjunto de cinco cidades {1,2,3,4,5} com os seguintes
custos de deslocacao entre as mesmas:

1 4
1| - 5119
2 - | 14|15 | 11
3 14 | - | 20
4119 15|20 | - 9
512 |11 |1 9 -

Conseguem dar-me exemplos de solucdes
admissiveis?

21



Problema do Caixeiro Viajante: formulacao

B Varidveis:

{ 1,se o arco (i,j) € A é atravessado pelo caixeiro viajante
Xjj =

0, caso contrario

u; : posicdo que o nodo i € N\ {1} ocupa na rota.

B Formulag3o:

min E Cij Xij

(i.))eA
sujeito a: ZXJ‘; =}

ieN

> xi=1

ieN

ui + (IN| = 1)x; < uj + [N =2

1<y <IN -1
X,'J'E{O,l}

vjeN (um arco sai de j)
vjeN (um arco entra de j)

V(i,j))eA:i,j#1 (posi¢do j é a do i mais 1,
== e e e )

Vie N\ {1} (limites varidveis u)

V(i,j) €A

22



Problema do Caixeiro Viajante: formulacao

0

g =

us =4 u 3

(a) Solugio admissivel TSP. (b) Solugdo ndo admissivel TSP.

Figura 3: Como funciona a formulagdo para o caixeiro viajante.

23



Disjuncao de restricoes

B J3 vimos como formular algumas condi¢Ges especificas:

» Restricoes légicas
— Exemplos: itens incompativeis e limite ao itens escolhidos.

» Limites de quantidades

— Exemplos: quantidades minimas e quantidades maximas.

Resta-nos ver como podemos formular a disjuncdo de restricdes.

24



Disjuncao de restricoes: exemplo

Considere-se as seguintes restri¢des:

> A:3x1+4x <5
> B:b5xg +2x <2

Uma desta restri¢des tem de ser satisfeita (a restricdo A ou a B é satisfeita).

B Variaveis:
{1 se a restricdo A é satisfeita
y =

0 se a restricio B é satisfeita

B Formulagdo:

3x1 +4x <5+ M(1—y)
5x1 + 2x <2+ My

y €{0,1}

» M é uma constante com valor suficientemente grande

25



Disjuncao de restricoes: caso geral

Considere-se as seguintes restri¢des:

> A alx < bj,comi=1,...,m
Pelo menos k destas restricGes tém de ser satisfeitas.
B Variaveis:

1 se a restricio A’ é satisfeita, comi=1, ..., m
Yi = L.
0 caso contrario

B Formulacdo:

ax < b+ M(1-y), i=1,....m
Z%‘Zk

i=1

yi €{0,1}, i=1,....,m

» M é uma constante com valor suficientemente grande
26



Algoritmos para programacao inteira

Algoritmo de branch-and-bound

Algoritmo de planos de corte de Gomory

27



Conceitos base: relaxacao

Definicao: Relaxacao

Um problema
(RP)  zR =min{f(x):x€ T CR"}
é uma relaxacdo de

(IP) z=min{c(x): x € X CR"}



Conceitos base: relaxacao

Se RP é uma relaxacdo de IP, entdo zF < z.

Demonstracao.

Se x* é uma solugdo 6tima de IP, entdo x € X e z = ¢(x*). Como RP
é uma relaxacdo de IP sabemos que X C T e f(x*) < ¢(x*). Logo,
ZR<f(x*) <c(x*) < z. O



(IP) =minz = x1 — 2x2

s.a:x1—xx >0

X2

x1+2x <5 3+ -
x3 <3 _ P
. . 2x0 =5 -2
X1, X2 > 0 e inteiros 1o s
2+ D :x — 20 =[-2
1+° °
X1—3
X1—X2:0
X1
1 2 3 4

v(IP)=¢(1,1)=1x1-2x1=-1

30



(RL1) = minz = x1 — 2x
s.a:xy+2x <5
x1 <3
x1,x2 > 0 e inteiros

Removida a restricdo
x1 —xp > 0.

-
-
-
-

o
’,”'17.)(172)(2:

X1:3

X1

V(RLy) =c(0,2) =1x0—-2x2=—4

31



Conceitos base: relaxacao

Propriedade

(i) Se a relaxagdo RP é impossivel, entdo o problema original IP é

impossivel.
(ii) Seja x* a SO da relaxagdo RP e f(x) = c(x),Vx € X. Se x* € X,
entdo x* é a SO do problema IP.

Demonstracao.

(i) Se RP é impossivel, entdo T = (). Assim, como X C T temos X = ()
e podemos concluir que o problema original IP também é impossivel.

(i) Como x* a SO da relaxa¢do RP e x* € X, temos
z < ¢(x*) = f(x*) = zR. Como RP é uma relaxagdo de IP temos

zR < z. Assim, z = zR e x* é uma SO de IP, pois z = c(x*).



Conceitos base: relaxacao linear

A relaxacdo linear de um PLIM ¢é obtida removendo as restricoes de inte-
gralidade.

Definicao: Relaxacao linear

Dado o problema

(IP) z=min{c(x): x € X CZ"},
a sua relaxagdo linear é

(PLR)  z'® = min{c(x): x € X CR"}.

Para avaliar a qualidade do valor da relaxacdo linear podemos usar o gap.
2 _ SR

gap=———
V4



(IP) = z = minx; — 2x2

s.a:xy—x2 >0
x1+2x <5 +20 =5 ‘;‘f;—
x1 <3 R

Xx1,x2 > 0 e inteiros

X1 —x =0

4 7 xo
(RLy) = z = minxg — 2x /
3 -

s.a:xy—x2 >0

< +2x =517
i 2 P I E
x3 <3 =22
x1,x2 >0 1r”
X1 —x2 =0 =

gap = 7 PLN = 2 — 66.67%.
1 2 3 4
LUsamos o médulo no denominador quando o valor étimo é negativo.

34



Algoritmos de enumeracao

Seja
(PLI) = z = min{c(x) : x € S}.

Ideia geral: decompor S em conjuntos “mais pequenos” e resolver o PL/
nesses conjuntos.

Seja S =51 US U... US|k uma decomposicdo de S e seja
zK = min{c(x) : x € Sk}, k € K. Ento,

— k
Z= Ir(nel’Q{z 1.



Algoritmos de enumeracao

B Caso Sy ndo seja de resolugdo mais facil pode ser decomposto, isto é,

SkZSkIUSkZU....

B Este processo pode ser repetido até todos os subproblemas serem resol-
vidos. = Pesquisa em &rvore.

B Como decompor S em subconjuntos Sy, ..., 57
» Os conjuntos Sy, ..., Sk devem ser uma particdo de S.
57
Ss3 Sy
S S

» A forma mais simples é particionar S em dois subconjuntos S; e S;.

36



Algoritmos de enumeracao

B Variaveis binarias
Seja x; uma varidvel bindria, isto é, x; € {0,1}.
O conjunto S pode ser particionado em:
> S1={x€S:x =0}
> Ss={xeS:x=1}
B Variaveis inteiras
Seja x; uma varidvel com valor fracionério, isto é, x; = a ¢ Z.
O conjunto S pode ser particionado em:
> S1={x€eS:x <|a]}
> S5={x€eS:x >[a]}

Podemos ir decompondo os conjuntos sucessivamente. == Arvore de enumeracao.

37



(P) = max 8x1 + 10x2 + 2x3 + 5x4

s.a: 2x1 +4x0 +x3+3x4 <5

x1,x2,x3, x4 € {0,1}

Problema saco-mochila

(P)

2x1 +4x2 +x3 +3x4 <5

xl;g/

(P1)

4x; +x3+3x4 <5

xp =0

(P2)

x3+3x <5
x}=(0,0,1,1)
2Zl=7

xo=1

(P3)

x3+3x <1
x?=(0,1,1,0)
22 =12

\&\:1

(P4)
4x; +x3+3x4 < 3
x2 =0
(Ps)
x3+3x4 <3
x3=0 x3=1
(Pr) (Ps)
3x < 3 3xg < 2
x*=(1,0,0,1)| |x*=(1,0,1,0)
22 =13 z* =10

xo=1

(Ps)

x3+3x < —1

Sy =0 (imp.)

38



Algoritmos de enumeracao

B A cada nodo k estad associado um problema Py e um conjunto S, que
é a RA de Py.

> Se Py é obtido de P; através de uma ramificagdo diz-se que k é filho
de j.
» Se Py é obtido de P; através de uma sequéncia de ramificagGes diz-se
que k é descendente de j.
» Temos v(P;) < v(Px), para todo o descendente k de j.
— Relagdo valida para problemas de minimizag¢3do.
» Temos v(P;) > v(Px), para todo o descendente k de j.

— Relagdo vélida para problemas de maximizag3o.

Nota: Cada vez que ramificamos estamos a adicionar restricdes e, conse-
quentemente, a piorar o valor da solugdo étima dos subproblemas.

39



Algoritmos de enumeracao

B Como se relaciona z com os limites nos valores de z¥?

Seja:

e S=5US U...USk uma decomposicio de S;

o ZF=min{c(x): x € S}, k=1,...,K;

e Z¥ um limite superior para z*; e

e z¥ um limite inferior para z*.

Ent3o, Z = mink=1,_“7K{E"} € um limite superior para z e
z = mink_1_k{z"} é um limite inferior para z.

40



Algoritmos de enumeracao

B Podemos usar a proposicdo anterior para reduzir o tamanho da arvore
de enumeracao.

B Um nodo k pode ser cancelado (ndo ramificado) em trés situagdes:

1. o problema é impossivel, S, = 0);
2. a solugdo obtida é admissivel para o problema original P; ou

3. é possivel provar que P ndo contém a solugdo Stima (ou solugdes
melhores que a melhor solugdo conhecida para P).

41



Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizacdo

O problema P, é impossivel, ndo é necessario ramifica-lo. = Corte por
impossibilidade.

42



Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizagao

Como o limite superior e inferior de Py sdo iguais (zZ; = z; = 20) obtivemos
o seu valor 6timo e por isso ndo é necessério ramifica-lo. = Corte por
otimalidade.

43



Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizagao

O valor étimo de P, é pelo menos 21, enquanto o valor étimo de S; é
no maximo 20. Assim, como a partir de P, vamos sempre obter solucoes
piores que as de P; podemos n3o explorad-lo mais. = Corte por limite.
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Algoritmo de branch-and-bound

B E um algoritmo de enumerac3o!

B Como resolver os subproblemas?

» E resolvida a sua relaxag3o linear.

B Notagdo:

(P) = z=min{c(x) : x € X}

(Pr) = zx = min{c(x) : x € Xi}

L Lista de problemas por resolver

Z valor da melhor SA conhecida - incumbente.

Caso n3o tenha sido determinada nenhuma SA, 2 = +oc0o.

z¥ minorante de z.

Temos zK = —co se Py impossivel e zK = z¥ caso contririo.

45



Algoritmo de branch-and-bound

L+ {P}

(inicio}— 1

2+ tooez+ —

selecionar P, € L
L+ L\ Py

resolver a RL de Py e obter z¥

ramificar Py
L(—LU{PkO,Pkl} 46




(P) = minz =x1 — 2x
s.a:xy—x >0
x1+2x2 <5
x3 <3

x1,x2 > 0 e inteiros

Resolvendo a relaxagdo linear:

XRL:(%,g)e;:%—2><%

1X2

+2x =5

47



X2

N

z=-3
5 Z=4oc0=-1

X1§7
(P1) (P2
z=-1 z=-1
Z=-1 H=5=-1

| 4 (Pl):Xik:(l,l)eJ:T:—l

=}l
. > (P)ixg=(23)en=—1
2xp =5

-
-
-
-
-

©X1—2x2 W N3o é preciso ramificar mais a partir de

\3\ P1 pois ja encontramos uma SA. Podemos
X1 = . .
atualizar o majorante.

48



3

z=-3
x1 < 2:—1\%
(P1) (P2)
z=-1 2=-1
2 — 1 H=2=-1

Como o minorante de P, é igual a Z podemos cancelar o nodo pois nio vai conter a
SO. Todas as solugdes de descendentes de P, v3o ter valor pior ou igual que -1.

49



Algoritmo de branch-and-bound

B Estratégias de ramificagcdo e pesquisa

» Como ramificar?
— Escolher a variavel fraciondria com valor o mais préximo de |a] + %
na relaxagdo linear (varidvel “mais fracionaria”).
— Escolher a varidvel fraciondria com o indice mais baixo.

» Como selecionar o subproblema?

— Pesquisa em profundidade.
Escolher um dos tltimos problemas criados. = Descer rapidamente
na arvore de pesquisa de modo a encontrar rapidamente uma solug¢ao
admissivel.

— Sele¢do do melhor nodo.
Escolher o problema em aberto com maior valor de z*.

50



Algoritmo de branch-and-bound

» Estratégias de reducdo do niimero de nodos da arvore

— Utilizar heuristicas para determinar solu¢des admissiveis (majorantes).
— Se os coeficientes da funcdo objetivo sdo inteiros, z sé toma valores
inteiros para solucdes admissiveis. Neste caso os minorantes zX podem

ser substituidos por [z*].

— Tentar melhorar a qualidade dos minorantes.

Bl O algoritmo de branch-and-bound pode ser utilizado como uma heuristica.
— Por exemplo, parando o algoritmo quando uma SA for encontrada.

51



Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao
Seja X C R". Uma desigualdade vdlida para X é uma desigualdade
X1+ ...+ Tpxn < o (mx < 7p) que é satisfeita por todos os pontos

de X.



Seja X = {(x1,%) €Z% : x1 +x2 < 4,x1 +2x2 > 2,2x1 + x20 > 2 & x1,x2 > 0}. =
Pontos cinzentos no gréfico.

A desigualdade x; + xp < 4.5 é uma desigualdade vélida para X.

A desigualdade 1.25x; + xo < 4.5 n3o é uma desigualdade valida para X. — Os

pontos (3,1) e (4,0) pertencem a X e n3o satisfazem a desigualdade.
53



Algoritmo de planos de corte de Gomory

Sejam X C R" e x* ¢ X. Uma desigualdade valida para X ndo
satisfeita por x*, diz-se um plano de corte.



Seja X = {(x1,%) €Z% : x1 +x2 < 4,x1 +2x2 > 2,2x1 + x20 > 2 & x1,x2 > 0}. =
Pontos cinzentos no gréfico.

5

A desigualdade x; + x» > 1.5 é um plano de corte para x* = (%, %) que é a SO da
relaxagdo linear do problema
min{3x; + 2x2 : (x1,x2) € X}.

B Esta é a ideia geral do algoritmo de planos de corte de Gomory. 55



Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja

(P) = min{c(x) : x € X},
com X = {x € R": Ax > b e x; inteiro, para j € J} sendo J um subcon-

junto de {1,..., n}.

Ideia geral: resolver uma sucessio de relaxacdes lineares até a solu¢io ob-
tida estar em X. Cada relaxacdo linear é obtida da anterior acrescentando-
Ihe planos de corte.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja Xo = {x € R": Ax > b} (X sem as restricdes de integralidade).

START Determinar xX, a
k<0 SO de min{c(x) : x € X}

X Xk N{x € R" : wx < mo} STOP
xk e X7
k+ k+1 S xk 6 S0 de P

Determinar desigualdade vilida

para X, mx < mp, tal que 7xk > 7o
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Como determinar planos de corte para a SO da relaxagdo linear?

» Procedimento de geragdo de cortes de Gomory, que é valido para qualquer PLIM

B Procedimento de geragdo de cortes de Gomory

Seja
(P) =z = min{c(x) : Ax > b, x > 0 e inteiros}.

Passo 1: Resolver a relaxag3do linear de P.
Passo 2: Escrever o sistema Ax > b na forma aumentada.

Passo 3: Rescrever o sistema em funcio das VB da SO, isto é, x; + ZjevNB ajjixj = b;
para toda a VB x;.

Passo 4: O corte de Gomory é obtido através do seguinte procedimento:

i+ > apg=b = xi+ > |alx<bh = xi+ > |5|x<|b]
JjEVNB JjEVNB JjEVNB
= > (35— 3j])x > b — |bi]
JjEVNB
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao

O corte de Gomory € 3.\ np(3; — [3;])x > b — | bi].



(P) = maxz =2x1 + x2
s.a: 3x1 —b5xp <0
3x1 +5x <15

x1,Xx2 > 0 e inteiros

).

NJw

B Resolvendo a relaxac3o linear de P obtém-se x0 = (%,
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 — 5% +x3=0
3x1 4+ 5x + x4 = 15

B A soluc3o na forma aumentada é x° = (%, ,0,0) e tem como VBs x

EPON
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B Reescrevendo o sistema em func3do das VB obtemos:

3x; —5x2+x3 =0 x1=3x—3x3
<~
3x1 4+ 5x0 + x4 = 15 3(%)(2 — %X3) +5x0 + x4 = 15
: = 308 + s ) b
5xo — x3 + 5xp + x4 = 15 X27%X3+%X4=%

5 1 1 1 1 5
XL =5 = §X3— 5Xa X]_+6X3+6X4:§
1 1 15 1 1 8
X2_EX3+EX4:E X2—EX3+ﬁX4:§
Como ambos os b; s3o fracionérios podemos escolher qualquer restricio para gerar um

corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do x;.

N | =

1 1 5 1 1
= =0 - —0)x4 > (- —-2) < - —X4 >
(= +(c—0x>(;-2) < at+cx>
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B Temos que escrever o corte %X3 + %X4 > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P tiramos que:

3x1 —5x0+x3 =0 <= x3 = —3x1 + 5x2
3x1 +5x0 4+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 —5xp

B Logo,

1 1 1 1 1 1
= —x4 > =~ <= —(-3 5! —(15—3x1 —5x2) > =
gatens g (=3x +5%) + = ( ) 2

3 5 13 38 5 1 12
S **X1+*X2+f77X177X225 <~ *XIZ*K — x1 <2

6 6 6 6
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(PY) = maxz =2x; + x

s.a: 3x1 —5x <0

3x1 +5x <15
x1 <2

x1,X2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P! obtém-se x! = (2,% .

4 Tx2
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:
3x1 —bx+x3 =0
3x1 +5x + x4 =15

X1+X5=2

B A solugdo na forma aumentada é x! = (2, 3,3,070) e tem como VBs
X1, X2 € X3.
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B Reescrevendo o sistema em func3o das VB obtemos:

3x1 —=5x+x3 =0
3x1 +5x0 + x4 =15 < X2:3—%X1—%X4
X1+ x5 =2 X1 =2—Xg —
3(27X5)75(%+%X57%X4)+X3=0 x3+ x4 —bxs =3

= XQ+%X4_gxs:%

< { —
x|+ x5 =2

Vamos escolher a restricdo associada a x» para gerar um corte de Gomory porque é a

tnica com um b; fracionario.

ol

1 3 9 1 2
=10 == = (=l >(=-1) < = —X5 >
(5-0at(-z—(Ds>(;-1) = pat x>

9 8 1
— X2:§+§X5—§X4
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B Temos que escrever o corte %X4 + %xs > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P! tiramos que:

x1+5x04+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 — 5x»
X1+x5=2 <= xs=2—x1

B Logo,

(S

1 2 4 1 2
5 4+gX52* <= 5(1573X175X2)+g(2fxl)2

< x1+x <3

67



(P?) = maxz =2x; + x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x < 15
x1<2
x1+x <3
x1,x2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxac3o linear de P! obtém-se x2 = (%,

wlo

).
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B Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 —bxo +x3=0
3X1+5X2+X4: 15
X1+ x5 =2

x1+x+ x5 =23

B A solucdo na forma aumentada é x? = (
VBs X1, X2, X4 € X5.

00|

,0) e tem como
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B Reescrevendo o sistema em func¢3o das VB obtemos:

3x1 —5x0+x3 =0

1 5 15

X1+ gx3+ gX6 = G

3x1 +5x0 + x4 = 15 %X3+X4—%X6:%

< ... — 1 5 1

X1+ x5 =2 —5X3+ x5 — 3x6 = 5
X1 +x2+x =3

1 3] 9
X2 — gX3+ gX6 = 3

Como todos os b; s3o fracionarios podemos escolher qualquer restricio para gerar um
corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do x;.

1 5 15 1 5
== ——0)x > (——-1) < = =X >
(8 )X3+(8 )Xﬁ_(8 ) T

oo~
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B Temos que escrever o corte é)g + gxe > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P2 tiramos que:

3x1 = 5% +x3 =0 <= x3 = —3x3 +5x
X1+ +x20+x=3 << x6=3—x1 —x2

B Logo,

|~

5 7 1 5
3 g > - = 5(73X1+5X2)+§(37X17X2)Z
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(P3) = maxz=2x; +x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x2 < 15
x1<2, x1+x<3
x1 <1

Xx1,X2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P3 obtém-se x3 = (1,2). Como x> é inteira é a SO
de P. Logo, z=2x1+2=4. — FIM.
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Gerag3o de desigualdades vélidas
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Desigualdades validas

B Uma forma de tornar os algoritmos apresentados mais eficientes é “apro-
ximando” a RA do PLR com o invélucro convexo do problema original.
— Feito através da adicado de desigualdades validas, que cortem solugdes
fraciondrias.

B Existem varias formas de obter desigualdades validas para um problema.
» Algoritmos de geracdo de desigualdades vélidas. = Algoritmo de
Chavatal-Gomory.

» Desigualdades validas baseadas nas especificidades do problema. —
Familias de desigualdades validas.

— Exemplo: Desigualdades de cobertura para o problema do saco-mochila.
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Algoritmo de Chvatal-Gomory

Procedimento de Chvatal-Gomory para construir desigualdades

validas

Seja X =PNZ" onde P={x € R": Ax < b,x > 0}, A é uma matriz m X n com
colunas {a1,...,an, e u € RT:

(i) A desigualdade
n
3wy < b
j=1
é vélida para X (u>0e > 7 ; ajx; < b).
(i) A desigualdade

n
Ztuajj)(j S ub
j=1
é vélida para X (x > 0).
(iii) A desigualdade

n

> sy b < Lub)

Jj=1

é vélida para X (x é inteiro e, consequentemente, > 7 ; | ua; ] X; € inteiro).
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Seja X = {(x1,x) € Z% : 2x1 +3x2 < 9,2x1 + x2 < 5 e x1,x > 0}.

1 < 3x2 =9

AN

Considere-se o seguinte vetor de
11

coeficientes u = (3, 7)-

(1) 2a+30<9 (x3)
(2) 2a+x<5 (x1)

x1+xp <4

Aplicando o procedimento de
Chvéatal-Gomory obtemos

x1+ xp < \_%j < x1+x <3.
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Desigualdades validas

Teorema

Qualquer desigualdade valida para X pode ser obtida aplicando
sucessivamente o procedimento de Chvatal-Gomory (comecando com o
sistema Ax < b, x > 0 e acrescentando-lhe desigualdades que vao
sendo obtidas).
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Desigualdades baseadas nas especificidades do problema

Considere-se o caso geral do problema do saco-mochila

max{c(x) : x € X},

X {X € {0,1}" o ia;x,- S b}

(=il

Uma cobertura é um subconjunto de artigos S C N que ndo cabem todos na

mochila, isto é,
Za,— > b.
i€eS

Sendo S uma cobertura, uma desigualdade valida - desigualdade cobertura - para o
problema do saco-mochila é
> oxi<|S|-1.

i€eS
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max z = 32x1 + 20x2 + 19x3 + 13x3 + 11x5 + 8xp
s.a: 12x1 + 9x2 + 7x3 + 5x4 + 5x5 + 3x5 < 14
x; € {0,1}, i=1,...,6

» Resolvendo (Solver) a relaxa¢do linear do problema apresentado obtemos ZPERE=

37.(6). == Quando temos varidveis bindrias é necessario adicionar as restrices
x; < 1 a relaxag3o linear.

B Desigualdades de cobertura para a instancia apresentada s3o, por exemplo:

x1+x2 <1
x1+x3<1
x1+x <1

X2+ x3+ x4 <2

o> B =

xx+x3<1
.« . 9 21 N = g +
Adicionando estas desigualdades validas 3 relaxac3o linear obtemos zPLR" = 37.4.
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Notas sobre programacao linear inteira

» Muitas aplicagoes praticas requerem o uso de varidveis inteiras na sua
modelag3o.
» Algoritmos para resolver problemas de programacio linear inteira:
— Branch-and-bound: Decompde o problema em subproblemas mais
faceis de resolver.
— Cortes de Gomory: Gera cortes para cortar a solugdo 6tima da re-
laxagdo linear.
» A adicdo de desigualdades validas permite-nos aproximar o valor da
relaxacdo linear do valor étimo do problema original.
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