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Motivacao

B Todos os dias estamos perante problemas de Investigacdo Operacional,
como por exemplo:

» Determinar o caminho rapido para vir para o ISEG.

» Decidir onde fazer as compras para a semana (distancia versus precos).

B Para formular estes problemas muitas vezes precisamos de varidveis
inteiras.



Exemplos de aplicacoes de Investigacao Operacional
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Figura 1: Prémio aplicagdes inovadoras da 10 da revista cientifica European Journal
of Operations Research. 4
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Introducao

Um problema de programag&o linear inteira mista (PLIM) é um problema
de programacdo linear em que algumas varidveis tém obrigatoriamente
valores inteiros. = Perda da propriedade da divisibilidade da PL.

» Num problema de programagio linear inteira (PLI) todas as varidveis

tém obrigatoriamente valores inteiros.

» Num problema de programacao linear bindria todas as varidveis tém
obrigatoriamente valor bindrio, isto é, valor 0 ou 1.

Um problema de otimizagdo combinatéria (POC) é um PLIM cuja regido
admissivel (RA) é um conjunto finito.

» A solugdo étima é um subconjunto de um conjunto finito - a RA.



Introducao
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Figura 2: RA de um PL versus RA de um POC.



Introducao

Exemplos de problemas de otimizagdo combinatdria sio:

» o problema da afetac3o;

» o problema dos transportes;

» o problema do saco-mochila;

» o problema do caixeiro viajante; ou

» o problema do roteamento de veiculos.

B O problema do caixeiro viajante e o problema do roteamento de veiculos
serdo estudados no Capitulo 2.



Introducao

Como podemos resolver um problema de otimizacdo combinatéria?

» Como a RA é um conjunto finito, podemos calcular todas as solugdes
admissiveis (SA) e determinar a melhor. —> Enumerag&o!

B A enumeracio da RA de um POC pode ser um processo muito demorado.

Problema #SA
Caixeiro viajante (n—1)!
Problema do saco-mochila 2"

B Uma instancia do caixeiro viajante com 10 cidades tem 362880 SAs.

B Uma instancia do saco-mochila com 10 itens tem 1024 SAs.

» Estas sdo consideradas instancias pequenas.



Introducao

» Como resolver um POC de forma eficiente?

Métodos de resolucdo
|

\] L4
Exatos Aproximados
e Branch-and-bound e Relaxagdes

e Planos de corte de Gomory e Heuristicas
e Branch-and-cut
e Branch-and-price

B Nos métodos aproximados sdo calculados limites inferiores (minorantes) ou limites
superiores (majorantes) para o valor Stimo.

» Num problema de minimizagdo as relaxa¢des ddo minorantes e as heuristicas ma-
jorantes.
» Num problema de maximizagdo as relaxagdes ddo majorantes e as heuristicas

minorantes.
10



Relaxac¢oes

Introducao
Relaxagdo linear

Relaxa¢do Lagrangeana

11



Relaxacoes

Ideia geral: Resolver uma versdo “simplificada” do problema, que normal-
mente é obtida removendo restricoes.

Definicao: Relaxacao

Um problema

(RP) ZR = min{f(x) : x € T CR"}
é uma relaxacdo de

(1P) z=min{c(x) : x € X CR"}



Relaxacoes

Se RP é uma relaxacdo de IP, entdo zF < z.

Demonstracao.

Se x* é uma solugdo 6tima de IP, entdo x € X e z = ¢(x*). Como RP
é uma relaxacdo de IP sabemos que X C T e f(x*) < ¢(x*). Logo,

R <f(x*) <c(x*) < z. O



(IP) =minz = x1 — 2x2

s.a:x1—x >0

X2

x1+2x <5 3+ -
x3 <3 _ P
. . 2x0 =5 -2
X1, X2 > 0 e inteiros 1o s
2+ D :xp — 29 =[-2
1+° °
X1—3
X1—X2:0
X1
1 2 3 4

v(IP)=¢(1,1)=1x1-2x1=-1
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(RL1) = minz = x1 — 2x
s.a:xy+2x <5
x1 <3
x1,x2 > 0 e inteiros

Removida a restricdo
x1 —xp > 0.

-
-
-
-

o
’,”'17.)(172)(2:

X1:3

X1

V(RLy) =c(0,2) =1x0—-2x2=—4
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(RLz) = minz = x1 — 2x

s.a:xy—xx>0
x1+2x <5
x1 <3
x1,x2 > 0

Removida a restricdo de
integralidade.

4 1X2
3,,
+2x =5 ’—”‘
2+ _ FO’:xl—ZXQ:—Z
17"’ \
X1 —x2 =0 x1 =3
X1
1 2 3 4
— _5 o _
=-3~ 1.67
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412
(RL3) = minz = x1 — 4x
s.a:xy—x>0
x1+2x <5 3+
x1 <3
. . 2xp =5
x1, X2 > 0 e inteiros ) T2
A FO é x; — 4xp em vez
de x3 — 2xp. bao=e
11 —__,.—FO,’XI:I}XQ 2
- - x; =3
X1—X2:0
X1
1 2 3 4

v(RL3) =¢(1,1) =1x1—-4x1=-3

17



Relaxacoes

Propriedade

(i) Se a relaxagdo RP é impossivel, entdo o problema original IP é

impossivel.
(ii) Seja x* a SO da relaxa¢do RP e f(x) = c(x),Vx € X. Se x* € X,
entdo x* é a SO do problema IP.

Demonstracao.

(i) Se RP é impossivel, entdo T = (). Assim, como X C T temos T = ()
e podemos concluir que o problema original IP também é impossivel.

(i) Como x* a SO da relaxa¢do RP e x* € X, temos
z < ¢(x*) = f(x*) = zR. Como RP é uma relaxagdo de IP temos

zR < z. Assim, z = zR e x* é uma SO de IP, pois z = c(x*).



Relaxacao linear

A relaxacdo linear de um PLIM é obtida removendo as restricdes de integralidade.

Definicao: Relaxag

Dado o problema
(IP) z=min{c(x) : x € X CZ"},

a sua relaxacdo linear é

(PLR)  z'R = min{c(x) : x € X CR"}.

Para avaliar a qualidade do valor da relaxagdo linear podemos usar o gap.

z — ZLR
gap =
z

19



(IP) = z = minx; — 2x2

s.a:xy—x2 >0
x1+2x <5 +20 =5 ‘;‘f;—
x1 <3 R

x1,x2 > 0 e inteiros

X1 —x =0

4 7 xo
(RLy) = z = minxg — 2x /
3 -

s.a:xy—x2 >0

< +2x =517
i 2 P I E
x3 <3 =22
x1,x2 >0 1r”
X1 —x2 =0 =

gap = 7 PL = 2 — 66.67%.
1 2 3 4
LUsamos o médulo no denominador quando o valor étimo é negativo.

20



Relembrando a dualidade

Definicao
Os dois problemas

(IP) z = max{c(x) : x € X}

(D) w = min{w(u) : u € U}

formam um par de problemas duais fraco se c(x) < w(u),Vx € X e
u € U. Quando z = u, temos um par de problemas duais forte.

B Num par de problemas duais, o valor de qualquer SA do problema de
maximo é um minorante para o valor 6timo problema de minimo.

» O par de problemas duais apenas estd definido para problemas de
programacao linear.



Relaxacao Lagrangeana

B Considere-se o seguinte problema inteiro
(IP) =z =min{c(x) : Dx > d e x € X},
onde Dx > d é o conjunto de restricoes “complicadas”.

O problema
IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(d — Dx) : x € X}
é uma relaxacao de IP para todo u > 0.

Demonstracao.

Temos que {Dx > d e x € X} C X e ¢(x) + u(d — Dx) < ¢(x), logo
pela definicdo de relaxacdo /P(u) é uma relaxagio de IP. O



Relaxacao Lagrangeana

Considere-se

(IP)=z=min{c(x) : Dx > d e x € X}

(0]

IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(d — Dx) : x € X},

IP(u) é a relaxacdo Lagrangeana de (IP) de parametro u.



(IP) =z =min x; — 2x,
s.a:x1 — xp > 0 = Restricdes “complicadas”
x1+2x <5
xp <3

x1, X > 0 e inteiros

B A relaxagao lagrangeana é:

IP(u) = z(u) =min x; —2x0 + u(0 —x1 +x2) = (1 — u)x1 + (=24 u)x
s.a:xg+2x <5
X1 S 3

x1, X > 0 e inteiros

24



Relaxacao Lagrangeana

Em IP(u) as restrigdes “complicadas” sdo adicionadas a fungdo objetivo
com uma penalidade wv.

» O valor u é o multiplicador de Lagrange associado as restricbes Dx >
d.

» Na FO a penalidade é multiplicada pela “violacdo” da restricdo rela-
xada.

O problema IP(u) € a relaxagdo Lagrangeana de /P de pardmetro u.

» O valor étimo de IP(u) depende do valor de u.

25



Relaxacao Lagrangeana

Como o IP(u) é uma relaxag¢do de /P, sabemos que z(u) < z. Contudo,
z(u) depende do valor de u.

» Para encontrar o melhor minorante possivel para o valor 6timo de IP
temos que otimizar o valor de u. = Resolver o problema dual
lagrangeano.

Definicao

O problema dual Lagrangeano define-se como

(LD) = wpy = max{z(u) : u > 0}.



B O problema dual Lagrangeano que queremos resolver é:

wpr = maxz(u)= min (1 —u)xy + (=2 + u)x
bL = max (u) (x1,X2)EX( )x1+ ( )x2

com X = {(x1,x0) €Z%: x; +2x0 <5, x; <3 e x1,x2 > 0}.

B Queremos determinar a expressdo de z(u) para conseguirmos determinar
o seu maximo. Contudo, z(u) depende da solu¢do do PLI min{(1— u)x; +
(=2 + u)x2 : (x1, %) € X}.

» Que pontos em X é que podem ser SOs do PLI referido?

27



B Vamos analisar todos os sinais possiveis para os coefici-

entes de x; e xo.
Caso 1: z(u) = (1 —u)x1 + (—2+ u) x
N o’ N, e’
>0 >0
Como queremos minimizar, a SO seria (0,0). — Quais os

valores de u?
1—u>0 u<l
i
—24+u>0 u>?2
—> Impossivel, (0,0) nunca serd SO.

Caso 2: z(u) = (1 —u)x1 + (—2+ u) x
N o’ N, e’
>0 <0
Como queremos minimizar, a SO seria (0,2). — Quais os

valores de u?

1—u>0 u<1 &
<~ — u<l
—24+u<0 u<?2

= Para0<u<1aS0¢(0,2)e

z(u) =(1—u) X0+ (=24 u) x2=—4+2u. 28



Caso 3: z(u) = (1 —u)x1 + (24 u)x
——v ———
<o >0

Como queremos minimizar, a SO seria (3,0). — 3
Quais os valores de u?

1-u<o0 u>1 2
- <~ - == u>2

—24u>0 u>2

—> Parau>2aS0é(3,0)e

z(u)=(1—u)x3+(—2+u) x0=3—3u.

29



Caso 4: z(u) = (1 —u)x1 + (—2+ u) x
—— N —

-

<o <o

Como queremos minimizar, existem duas SOs possiveis: (1,2) e (3,1). — Quais os valores de u?

1—u<0 u>1
<~ — 1<u<?2
—24+u<0 u<?2

Para 1 < u < 2, as SOs s3o (1,2) e (3,1). — Para que valores de u é que cada ponto é SO?
» (1,2) é SO se o valor da FO em (1, 2) for menor ou igual ao valor da FO em (3, 1)
lI-—u)x14+(—24u)yx2<(1—-u)x3+(—24+u)x1
= 1-u—-—442u<3-3u—-2+4+u <= ugg

— Paral<u<$4aSO0é(1,2)ez(u)=(1—u)x1+(—24u)Xx2=-3+u.

X

Analogamente, se mostra que para % <u<2a
SO0é(3,1)ez(u)=(1—u)x3+(—24+u)x1=
1—2u.

x, 30




Assim, a expressdo da fungdo que queremos maximizar é:

u—3, 1<u<t
2(u) = S

—2u+1, 3<u<?

—3u+3, u>?2

Qual o valor de u que maximiza z(v)? = u = 5 (ponto B).

Para obtermos o melhor minorante possivel agora temos que calcular z(%).

31



Exemplo: Forma alternativa

B Poderiamos calcular a expressdo de z(u) para todas as possiveis SO e determinar quais sdo as
retas que correspondem ao minimo. = “Forca bruta”

B Temos entdo as seguintes expressdes possiveis para z(u):

» Ponto (0,0) = z(u)=(1—u) X0+ (—24+u)x0=0

» Ponto (0,2) = z(u)=(1—u) X0+ (—2+4+u)x2=2u—4
» Ponto (3,0) = z(u)=(1—u)x3+(—2+u)x0=—-3u+3
» Ponto (1,2) = z(u)=(1—u)x1+(—2+u)x2=u—-3
» Ponto (3,1) = z(u)=(1—u) x3+(—2+u)x1=—-2u+1

4

Z(u) = —4 +2u

32



Exemplo: Forma alternativa

B Queremos determinar a reta que estd a baixo (¢ o minimo) de todas as
outras.

33



Exemplo: Forma alternativa

Assim, a expressdo da funcdo que queremos maximizar é:

2u — 4, 0<u<l1
u—3, 1<u<?
2(u) = =
—2u+1, §§u§2
—3u+3, u>?2

34



Relaxacao Lagrangeana

Relembremos que IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(d — Dx) : x € X}.

Proposicao

Seu>0,e

(i) x(u) é uma SO de IP(u), e
(i) Dx(u)>d, e
(iii) (Dx(u)); = d; sempre que u; > 0 (relagdes de complementaridade),

entdo x(u) é SO de IP.

Demonstracao.

Por (i), como x(u) é uma SO de IP(u) temos wp; > z(u).

Além disso, x(u) é admissivel para o problema original IP pois x € X e satisfaz as
restricdes complicadas por (ii). Logo, z(u) > z.

Finalmente, por (iii), z(u) = ex(u) 4+ u(d — Dx(u)) = cx(u), pois quando u > 0 as
restricGes sdo satisfeitas na igualdade.

Como o problema dual lagrangeano é uma relaxa¢do de IP temos wp; < z. Logo,
wpy = z e podemos concluir que x(u) é uma SO de IP. O



Relaxacao Lagrangeana

B Caso as restrigdes a relaxar ndo estejam na forma > as restri¢des de sinal da varidvel
u alteram-se no problema dual lagrangeano.

Caso >

(PLI) =z = min{c(x) : Ax > be x € X}.

IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(b — Ax) : x € X}.
(DL) = wpr = max{z(u) : u > 0}.

Caso <
(PLI) =z =min{c(x) : Dx < d e x € X}.

IP(v) = z(v) = min{c(x) + v(d — Dx) : x € X}.
(DL) = wp, = max{z(v) : v < 0}.

Caso =

(PLI) =z =min{c(x): Tx=tex € X}.

IP(y) = z(y) = min{c(x) + y(t — Tx) : x € X}.

(DL) = wpr = max{z(y) : y livre }.



Relaxacao Lagrangeana

B Qu3o bom é o limite da relaxagdo Lagrangeana?
Considere-se
(P) = z = min ¢(x)
s.a: Ax > b — A relaxar
xeX

DL) = wPt = P
(DL)y=w IS (u)

com
IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(b — Ax) : x € X}.

Proposicao

wPL > ZLR

B O valor da relaxagdo lagrangeana é melhor ou igual ao valor da relaxagdo linear. —>
A igualdade obtém-se quando os pontos extremos de X s3o inteiros.

37



Notas sobre a relaxacao Lagrangeana

» Para obter o melhor valor possivel para os multiplicadores de Lagrange
é necessario resolver o problema dual Lagrangeano, que é n3o-linear.

— Resolvido com métodos especificos. = Método do subgradiente.

» E possivel relaxar simultaneamente varios conjuntos de restrigoes.

— Temos tantos multiplicadores de Lagrange quantas restri¢des a relaxar.
Exemplo:

(P) = min{c(x): Ax > b,Dx > d,x € X}
z(u1, up) = min{c(x) + v1(b — Ax) + wo(d — Dx) : x € X}

wPt = max{z(u1, up) : u1,up >0}

38



Resolugdo exata de problemas de otimizagdo combinatdria

Algoritmo de branch-and-bound
Algoritmo de planos de corte de Gomory

Técnicas de melhoria

39



Algoritmos de enumeracao

Seja
(PLI) = z = min{c(x) : x € S}.

Ideia geral: decompor S em conjuntos “mais pequenos” e resolver o PL/
nesses conjuntos.

Seja S =51 US U...USk uma decomposicdo de S e seja
zK = min{c(x) : x € Sk}, k € K. Ento,

— = k
Z= Ir(nel’rg{z 1.

40



Algoritmos de enumeracao

B Caso Sy ndo seja de resolucdo mais facil pode ser decomposto, isto é,

SkZSkIUSkZU....

B Este processo pode ser repetido até todos os subproblemas serem resol-
vidos. = Pesquisa em &rvore.

B Como decompor S em subconjuntos Sy, ..., 57
» Os conjuntos Sy, ..., Sk devem ser uma particdo de S.
57
Ss3 Sy
S S

» A forma mais simples é particionar S em dois subconjuntos S; e S;.

41



Algoritmos de enumeracao

B Variaveis binarias
Seja x; uma varidvel bindria, isto é, x; € {0,1}.
O conjunto S pode ser particionado em:
> Si={x€S:x =0}
> S5 ={x€S:x=1}
B Varidveis inteiras
Seja x; uma varidvel com valor fracionério, isto é, x; = a ¢ Z.
O conjunto S pode ser particionado em:
> S1={x€eS:x <|a]}
> S={xeS:x >[a]}

Podemos ir decompondo os conjuntos sucessivamente. == Arvore de enumeracao.

42



(P) = max 8x1 + 10x2 + 2x3 + 5x4

s.a: 2x1 +4x0 +x3+3x4 <5

x1,x2,x3, x4 € {0,1}

Problema saco-mochila

(P)

2x1 +4x2 +x3 +3x4 <5

xl;g/

(P1)

4x; +x3+3x4 <5

xp =0

(P2)

x3+3x4 <5
x}=(0,0,1,1)
2Zl=7

xo=1

(P3)

x3+3x <1
x?=(0,1,1,0)
22 =12

\&\:1

(Ps)
4x; +x3+3x4 < 3
x2 =0
(Ps)
x3+3x4 <3
x3=0 x3=1
(Pr) (Ps)
3x < 3 3xg < 2
x*=1(1,0,0,1)| |x*=(1,0,1,0)
2% =13 z* =10

xo=1

(Ps)

x3+3x < —1

Sy =0 (imp.)

43



Algoritmos de enumeracao

B A cada nodo k estd associado um problema Py e um conjunto S, que
é a RA de Py.

> Se Py é obtido de P; através de uma ramificagdo diz-se que k é filho
de j.
> Se Py é obtido de P; através de uma sequéncia de ramificagdes diz-se
que k é descendente de j.
» Temos v(P;) < v(Px), para todo o descendente k de j.
— Relagdo valida para problemas de minimizag¢3o.
» Temos v(Pj) > v(Px), para todo o descendente k de j.

— Relagdo vélida para problemas de maximizag3o.

Nota: Cada vez que ramificamos estamos a adicionar restricdes e, conse-
quentemente, a piorar o valor da solugdo étima dos subproblemas.
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Algoritmos de enumeracao

B Como se relaciona z com os limites nos valores de z¥?

Seja:

e S=5US U...USk uma decomposicio de S;

o ZF=min{c(x): x € S}, k=1,...,K;

e 7Z¥ um limite superior para z*; e

e z¥ um limite inferior para z*.

Ent3o, Z = mink=1,_“7K{E"} € um limite superior para z e
z =mink_1__k{z"} é um limite inferior para z.

45



Algoritmos de enumeracao

B Podemos usar a proposi¢cdo anterior para reduzir o tamanho da arvore
de enumeracao.

B Um nodo k pode ser cancelado (ndo ramificado) em trés situagdes:

1. o problema é impossivel, S = 0;
2. a solugdo obtida é admissivel para o problema original P; ou

3. é possivel provar que P ndo contém a solugdo Stima (ou solugdes
melhores que a melhor solugdo conhecida para P).

46



Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizacdo

O problema P, é impossivel, ndo é necessario ramifica-lo. = Corte por
impossibilidade.
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Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizagao

Como o limite superior e inferior de Py sdo iguais (zZ; = z; = 20) obtivemos
o seu valor 6timo e por isso ndo é necessério ramifica-lo. = Corte por
otimalidade.

48



Algoritmo de branch-and-bound

Problema de minimizagao

O valor étimo de P, é pelo menos 21, enquanto o valor étimo de S; é
no maximo 20. Assim, como a partir de P, vamos sempre obter solucoes
piores que as de P; podemos n3o explorad-lo mais. = Corte por limite.

49



Algoritmo de branch-and-bound

B E um algoritmo de enumerac3o!

B Como resolver os subproblemas?

» E resolvida a sua relaxag3o linear.

B Notagdo:

(P) = z=min{c(x) : x € X}

(Pr) = zx = min{c(x) : x € Xi}

L Lista de problemas por resolver

Z valor da melhor SA conhecida - incumbente.

Caso n3o tenha sido determinada nenhuma SA, 2 = +oc0o.

z¥ minorante de z.

Temos zK = —co se Py impossivel e zK = z¥ caso contririo.

50



Algoritmo de branch-and-bound

L+ {P}

(inicio}— 1

2+ tooez+ —

selecionar P, € L
L+ L\ Py

resolver a RL de Py e obter z¥

ramificar Py
L(—LU{PkO,Pkl} 51




(P) = minz =x1 — 2x

s.a:xy—x2 >0
x1+2x2 <5
x3 <3

x1,x2 > 0 e inteiros

+2x =5

14tx1 —x2=0

Resolvendo a relaxagdo linear:

— (5 5 ) 5 _B
xpL=1(3,3)ez=3—-2x3=—3

N @



(P)
z=-3
5 Z=4oc0o=-1
X1 37
(P1) (P2
A == H=2=-1
X2
> (P1)2X1 :(1,1) (:‘71:71:—1
X1 = 1
> (PQ)ZX§:(2,%)672:—1
\{Q2X2 =05
0 o <FQ:x1—2x2 W Nao é preciso ramificar mais a partir de
L= 2681
2 - P71 pois ja encontramos uma SA. Podemos
L - x1 = . .
e ! atualizar o majorante.
1 2 3 4
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3

z=-3
x1 < 2:—1\%
(P1) (P2)
z=-1 2=-1
2 — 1 H=2=-1

Como o minorante de P, é igual a Z podemos cancelar o nodo pois n3o vai conter a
SO. Todas as solugdes de descendentes de P, v3o ter valor pior ou igual que -1.
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Algoritmo de branch-and-bound

B Estratégias de ramificagcdo e pesquisa

» Como ramificar?
— Escolher a variavel fraciondria com valor o mais préximo de |a] + %
na relaxagdo linear (varidvel “mais fracionaria”).
— Escolher a varidvel fraciondria com o indice mais baixo.

» Como selecionar o subproblema?

— Pesquisa em profundidade.
Escolher um dos tltimos problemas criados. = Descer rapidamente
na arvore de pesquisa de modo a encontrar rapidamente uma solugao
admissivel.

— Sele¢do do melhor nodo.
Escolher o problema em aberto com maior valor de z*.

55



Algoritmo de branch-and-bound

» Estratégias de reducdo do niimero de nodos da arvore

— Utilizar heuristicas para determinar solu¢des admissiveis (majorantes).
— Se os coeficientes da funcdo objetivo sdo inteiros, z s6 toma valores
inteiros para solucdes admissiveis. Neste caso os minorantes zX podem

ser substituidos por [z*].

— Tentar melhorar a qualidade dos minorantes.

B O algoritmo de branch-and-bound pode ser utilizado como uma heuristica.
— Por exemplo, parando o algoritmo quando uma SA for encontrada.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao
Seja X C R™. Uma desigualdade vdlida para X é uma desigualdade
T1X1 + ..+ Tpxp < o (mx < 7p) que é satisfeita por todos os pontos

de X.



Seja X = {(x1,%) €Z% : x1 +x2 < 4,x1 +2x2 > 2,2x1 + x20 > 2 & x1,x2 > 0}. —
Pontos cinzentos no gréfico.

A desigualdade x; + xp < 4.5 é uma desigualdade vélida para X.

A desigualdade 1.25x; + xo < 4.5 n3o é uma desigualdade valida para X. — Os

pontos (3,1) e (4,0) pertencem a X e n3o satisfazem a desigualdade.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Sejam X C R™ e x* ¢ X. Uma desigualdade vélida para X n3o
satisfeita por x*, diz-se um plano de corte.



Seja X = {(x1,%) €Z% : x1 +x2 < 4,x1 +2x2 > 2,2x1 + x20 > 2 & x1,x2 > 0}. —
Pontos cinzentos no gréfico.

5

A desigualdade x; + x > 1.5 é um plano de corte para x* = (%, %) que é a SO da
relaxagdo linear do problema

min{3x1 + 2x : (x1,x2) € X}.

B Esta é a ideia geral do algoritmo de planos de corte de Gomory. 60



Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja

(P) = min{c(x) : x € X},
com X = {x € R": Ax > b e x; inteiro, para j € J} sendo J um subcon-

junto de {1,..., n}.

Ideia geral: resolver uma sucessio de relaxacdes lineares até a solu¢io ob-
tida estar em X. Cada relaxac3o linear é obtida da anterior acrescentando-
Ihe planos de corte.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja Xo = {x € R": Ax > b} (X sem as restricdes de integralidade).

START Determinar xX, a
k<0 SO de min{c(x) : x € X}

X~ XkN{x € R" :wx < m} STOP
xk e X?
k+ k+1 S xk 6 S0 de P

Determinar desigualdade vilida

para X, mx < mp, tal que wxK > 7o
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Como determinar planos de corte para a SO da relaxagdo linear?

» Procedimento de geragdo de cortes de Gomory, que é valido para qualquer PLIM

B Procedimento de geragdo de cortes de Gomory

Seja
(P) =z = min{c(x) : Ax > b, x > 0 e inteiros}.

Passo 1: Resolver a relaxag3do linear de P.
Passo 2: Escrever o sistema Ax > b na forma aumentada.

Passo 3: Rescrever o sistema em funcio das VB da SO, isto é, x; + ZjevNB ajjixj = b;
para toda a VB x;.

Passo 4: O corte de Gomory é obtido através do seguinte procedimento:

i+ > apg=b = xi+ > |#lx<bh = xi+ > |5lx<|b]
JjEVNB JjEVNB JjEVNB
= > (35— 3])x > b — |bi]
JjEVNB
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao

O corte de Gomory € 3.\ np(3; — [3;])x > b — | bi].
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(P) = maxz =2x1 + x2
s.a: 3x1 —5xp <0
3x1 +5x <15

x1,Xx2 > 0 e inteiros

).

NJw

M Resolvendo a relaxac3o linear de P obtém-se x0 = (%,
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 = 5% +x3=0
3x1 +5x + x4 = 15

B A soluc3o na forma aumentada é x° = (%, ,0,0) e tem como VBs x

EPON
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B Reescrevendo o sistema em func3o das VB obtemos:

3x; —5x2+x3 =0 x1=3x—3x3
<~
3x1 4+ 5x0 + x4 = 15 3(%)(2 — %X3) +5x0 + x4 = 15
: = 308 + s ) b
5xo — x3 + 5xp + x4 = 15 X27%X3+%X4=%

5 1 1 1 1 5
XL =5 = §X3— 5Xa X]_+6X3+6X4:§
1 1 15 1 1 8
X2_EX3+EX4:E X2—EX3+ﬁX4:§
Como ambos os b; s3o fracionérios podemos escolher qualquer restricio para gerar um

corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do x;.

N | =

1 1 5 1 1
= =0 - —0)x4 > (2 —-2) < - —X4 >
(g=s+(c—0x>(;-2) < oat+ex>
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B Temos que escrever o corte %X3 + %X4 > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P tiramos que:

3x1 —5x0+x3 =0 <= x3 = —3x1 + 5x2
3x1 +5x0 4+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 —5xp

B Logo,

1 1 1 1 1 1
= —x4 > =~ <= —(-3 5! —(15—3x1 —5x2) > =
gatens g (=3x +5%) + = ( ) 2

3 5 13 38 5 1 12
S **X1+*X2+f77X177X225 <~ *XIZ*K — x1 <2

6 6 6 6
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(PY) = maxz =2x; + x

s.a: 3x1 —5x <0

3x1 +5x <15
x1 <2

Xx1,X2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P! obtém-se x! = (2,% .

4 Tx2
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:
3x1 —bx +x3 =0
3x1 +5x + x4 =15

X1+X5=2

B A solugdo na forma aumentada é x! = (2, 3,3,070) e tem como VBs
X1, X2 € X3.
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B Reescrevendo o sistema em func3do das VB obtemos:

3x1 —=5x+x3=0
3x1 +5x + x4 =15 < X2:3—%X1—%X4
X1+ x5 =2 X1 =2—Xg —
3(27X5)75(%+%X57%X4)+X3=0 x3+ x4 —bx5 =3

= XQ+%X4_gxs:%

< { —
x|+ x5 =2

Vamos escolher a restricdo associada a x» para gerar um corte de Gomory porque é a

tnica com um b; fracionario.

ol

1 3 9 1 2
=10 == = (=l >(=-1) < = —X5 >
(5-at(-z—(Ds>(z-1) = pat x>

9 8 1
— X2:§+§X5—§X4
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B Temos que escrever o corte %X4 + %xs > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P! tiramos que:

x1+5x04+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 — 5x»
X1+x5=2 <= xs=2—Xx1

B Logo,

(S

1 2 4 1 2
5 4+gX52* <= 5(1573X175X2)+g(2fxl)2

< x1+x <3
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(P?) = maxz =2x; + x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x < 15
x1<2
x1+x <3
x1,x2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxac3o linear de P! obtém-se x2 = (%,

wlo

).
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 —bxo+x3=0
3X1+5X2+X4: 15
X1+ x5 =2

x1+x+x5=3

B A solugdo na forma aumentada é x? = (
VBs X1, X2, X4 € X5.

00|

,0) e tem como
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B Reescrevendo o sistema em func¢io das VB obtemos:

3x1 —5x0+x3 =0

1 5 15

X1+ gx3+ gX6 = G

3x1 +5x0 + x4 = 15 %X3+X4—%X6:%

< ... — 1 5 1

X1+ x5 =2 —5X3+ x5 — 3x6 = 5
X1 +x2+x =3

1 3] 9
X2 — gX3+ gX6 = 3

Como todos os b; s3o fracionarios podemos escolher qualquer restricio para gerar um
corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do xj.

1 5 15 1 5
== ——0)x > (——-1) < = =X >
(8 )X3+(8 )Xﬁ_(8 ) T

oo~
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B Temos que escrever o corte é)g + gxe > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P2 tiramos que:

3x1 —5x0 +x3 =0 <= x3 = —3x31 +5x
X1+ +x+x=3 < x6=3—x1 —x2

B Logo,

|~

5 7 1 5
3 g > - = 5(73X1+5X2)+§(37X17X2)Z
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(P3) = maxz=2x +x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x2 < 15
x1<2, x1+x<3
x1 <1

Xx1,Xx2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P3 obtém-se x3 = (1,2). Como x> é inteira é a SO
de P. Logo, z=2x1+2=4. — FIM.
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Técnicas de melhoria

B Para melhorar o desempenho dos algoritmos apresentados existem algu-
mas técnicas que podemos adotar.

» Pré-processamento.

— Fixar varigveis e/ou melhorar limites superiores e inferiores de varidveis.
— Remover restrigdes e/ou varidveis redundantes.
— Melhorar coeficientes/termos independentes de restricdes.

» Adicio de desigualdades validas.

— Juntar restricdes que sdo redundantes para P mas que melhoram o
valor da relaxag3o linear.
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Pré-processamento

B |deia geral: simplificar a formulag3o inicial.

B Algumas das técnicas utilizadas sao:

» Fixacdo de varidveis.
» Eliminacdo de restricdes redundantes.

» “Fortelecer” restricdes de forma a reduzir a RA do PLR.

B As técnicas utilizadas n3ao podem cortar solugdes admissiveis para o

problema.

B Os softwares que resolvem problemas de PLIM aplicam algumas destas

técnicas.
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Pré-processamento

B Fixacdo de varidveis

» E possivel fixar o valor de algumas varidveis observando apenas as
restricoes do modelo.
B Exemplos:

Considere-se xq, x2 e x3 varidveis bindrias. = x; € {0,1},/i=1,2,3.

31 +x+x3<2 = x; =0
X1+x—2x3>2 = x3=0
5% +x —2x3 <2 = x1 =0
x1+30—x3>22 = x=1

o> ©® N =

3xi+x —3x3>2 — x3=0ex3 =1
B Ao fixarmos o valor de uma varidvel devemos substitui-la na formulac3o.
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Pré-processamento

B Remocdo de restrigdes redundantes

Considere-se mx < my e ux < po duas desigualdades validas para X.
Dizemos que mx < 79 domina ux < pg se existe uma constante u € R
tal que ™ > up, mo < upg e (m, 7o) # (up, upg).

Uma desigualdade vélida mx < 7y é redundante para X se existem

k > 2 restrigdes de P da forma pu'x < pif) e pesos u; > 0 com
i=0,..., ktais que (X, uip')x < K uipl domina mx < m.

B Uma restricao redundante nao é necessaria para o modelo, podendo ser
removida.



Seja
1
X = {(x1,x2) € R?:2x <5, §X1+X2 <3, x1+x <4ex,x >0}

1
» A desigualdade x < 3 é dominada por 2x; < 5 <= x» < % pois o lado
esquerdo é igual e g < 3.
» A desigualdade (1/3)x1+ x» < 3 é redundante para X pois pode ser obtida como
uma combinag3o linear de 2x; < 5 e x1 + xp < 4, isto é,
(1/3)(2a <5) + (1/3)(a +x2 < 4) <> (1/3)a +x <3

— O conjunto X é o mesmo sem a restricdo (1/3)x; + x» < 3.
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Pré-processamento

B Fortalecimento de restricoes

» Em certos casos, é possivel apenas por inspecdo tornar as restricdes

mais fortes.

» Existem algoritmos para tornar mais fortes restricGes com varidveis

binarias.

B Exemplos (por inspe¢3o):

Sejam x; e xp varidveis inteiras ndo negativas e y; e y, variaveis bindrias.

1.
2.

X1+x <2b=x1+x <2
Ay +3y <d=y1+y, <1

x1 <3 ex; < My, com M suficientemente grande —
x1<3ex; <3y
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Pré-processamento

B Algoritmo para fortalecer restricGes com varidveis bindrias

Considere-se uma restricdo de < com varidveis bindrias, isto é,

aix1 +axxa + ...+ anxn < b, x; € {0,1},i=1...n.

k > n?
k+— k+1
N
N S
START Determinar S bt |al? P . 67
ak|? = n?
k+1 S= Zi:ai>0 2 ‘ N " S
S
escrever R
nova
.. b+ S — a a > 07
restricdo e be b S
ke k+1 T

s
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B Fortalecer a restricdo 4x; — 3x» + x3 + 2x4 < 5, com x; € {0,1}, i =1,2,3,4.
Bk=1

k=2
> S=4+142=7

> S=2+1+2=5
> S=7<b+]|a|=5+4=9? Sim.

= 4507 Sim. >S=5<b+|az\=3+~3=6?Sim.
— & T-5=2,b 7-4=3 722i;i§£f?'
gl)zvlrzstnt;ao. 2q—3e+x+ Nova restri¢do: 2x; — 2x> + x3 +2x4 < 3
Bk_3 Hk=4
b S—241+2=5 » S=2+1+4+2=5

= b = 2 =57 N3o.
b S—5<bil|a|=3+1=47 Nio. > 5=5<btlal=3+2=57Ndo

=47 Si
» 3 — 47 Nio. » 4 =47 Sim. FIM.

B A restricdo fortalecida é 2x; — 2xo + x3 + 2x5 < 3.
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Adicao de desigualdades validas

B Uma forma de tornar os algoritmos apresentados mais eficientes é “apro-
ximando” a RA do PLR com o invélucro convexo do problema original.
— Feito através da adicao de desigualdades vélidas, que cortem solucoes
fracionarias.

B Existem varias formas de obter desigualdades validas para um problema.
» Algoritmos de geracdo de desigualdades validas. = Algoritmo de
Chavatal-Gomory.

» Desigualdades validas baseadas nas especificidades do problema. —
Familias de desigualdades validas.

— Por exemplo, desigualdades de cobertura para o problema do saco-
mochila.
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Adicao de desigualdades validas

Considere-se o caso geral do problema do saco-mochila

max{c(x) : x € X},
X {X € {0,1}" o ia;x,- S b}
(=il

Uma cobertura é um subconjunto de artigos S C N que n3o cabem todos na

mochila, isto é,
Za,— > b.
i€eS

Sendo S uma cobertura, uma desigualdade valida - desigualdade cobertura - para o
problema do saco-mochila é
> oxi<|S|-1.

i€eS



max z = 32x1 + 20x2 4+ 19x3 + 13x3 + 11x5 + 8xp
s.a: 12x1 + 9x2 + 7x3 + 5x4 + 5x5 + 3x5 < 14
x; € {0,1}, i=1,...,6

» Resolvendo (Solver) a relaxa¢do linear do problema apresentado obtemos ZPERE=

37.(6). == Quando temos varidveis bindrias é necessario adicionar as restrices
x; <1 a relaxag3o linear.

B Desigualdades de cobertura para a instancia apresentada s3o, por exemplo:

x1+x2 <1
x1+x3<1
x1+x <1

X2+ x3+ x4 <2

o> B =

x2 +x3 <1 = Domina a desigualdade 4.
Adicionando estas desigualdades validas a relaxa¢3o linear obtemos ZPLRT = 37.4,
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Notas sobre técnicas de melhoria

» Apesar de alguns softwares aplicarem técnicas de pré-processamento,
devemos tentar sempre dar ao software uma formulacdo o mais “sim-

plicada” possivel. = Temos conhecimento sobre o nosso problema
que o solver n3o tem.

» Uma técnica ndo abordada neste capitulo sdo as restricGes de quebra
de simetria.
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