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I - Exercicios de Analise Matematica

1. Topologia em R

Exercicio 1.
Determine o conjunto dos minorantes, o conjunto dos majorantes, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo

(caso existam) dos seguintes conjuntos, e indique quais deles sdo conjuntos limitados:

(a) A=[-1,1]; (e) E={1,5,20}; (i) I={"+:neNk

(b) B=]—1,1]; (f) F={4.9,4.99,4.999,...}; (G) J={(-1)"L : neN}
(c) C'=1[2,3[U[4,10[; (g) G =[0,+o0f; (k) K ={;+; :n,meN}
(d) D =]5,7[u{15}; (h) H={* :neN} 1) L={m+21:nmeN}L

Exercicio 2.
Determine o interior, o exterior, a fronteira, a aderéncia, o derivado e o conjunto dos pontos isolados dos

seguintes conjuntos, e indique quais deles sd@o conjuntos abertos, fechados e/ou compactos:

(a) A=[-1,1J; (8) G =1[0,+00f; (m) M = Z;

(b) B=]-1,1f; (h) H={ :neN} m) N=Q;

(c) C=[2,3[U[4,10[; (i) IT={":neN} (0) O =[0,1]\Q;

(d) D =]5,7U{15}; () J=A{(-1)"5 : neNk (p) P=12,3nQ

(e) E={1,5,20}; k) K={+L1:nmeN} (q) Q={zcR : 22 <49},

(f) F ={4.9,4.99,4.999,...}; 1) L={m+21:nmeN} (1) R={r e R\ Q : 22 < 49}.

2. Indugao matematica

Exercicio 3.

Mostre que se n é um nimero natural, entao

n(n—l—l).

1424... =
+24---+n 5

Exercicio 4.
Seja S, a soma dos n primeiros ntimeros naturais impares. Calcule Sy, S5, 53,54 e S5, deduza que

Sp=14+3+5+-+(2n—1) =n?

e prove esta ultima igualdade usando indugao matematica.



Exercicio 5.

Usando indugao matemaética mostre que

142422+ 42n =2 1,

Exercicio 6.
Mostre que para qualquer ntimero natural n,
n<2™.

Exercicio 7.

Sera que 2" < n! para qualquer n numero natural? Mostre que para qualquer niimero natural n > 4,

2" < nl.

3. Progressoes e séries geométricas

Exercicio 8.
Determine se cada uma das seguintes sucessoes é uma progressao geométrica. Em caso afirmativo, encontre o

primeiro termo e a razao da sucessao e determine a sua monotonia.

1—n .
(a) a, = -5 (e) an, = (%) (i) an = (n+1)>
n 2
(b) an = ngl (f> ap = Q?n (J) an = %
(C) an = 3n (g) ap =n" (k) an = (_2)71
) an, = (2" (h) a, =4 x 3+ 1) an=n(n—1)
Exercicio 9.
Determine os termos as, ag e ag das seguintes progressoes geométricas, sabendo que:
(a) a1 =8 eay =320 (d) as =64 ¢ a7 = —512 (g) a3 =—3 eag =22
(b) ag =1024 e r =2 () ar=—2er=—1% (h) ag —as =8eazx+az=4
(c) a5 =48 e ag = 96 (f) az=—16er=+/2 (i) a5 = 4a3 e a3 + ag = 63
Exercicio 10.
Calcule:
2 2 2 1 1 1 1
(a)g+5f2+?+ (C) —54-2*2_2*34‘?_
1.1, 1 @ =+ Lyl Ly
(b) 274943+ 14 5+ 5+ oo Statsatitant

Exercicio 11.

Estude a convergéncia de cada uma das seguintes séries geométricas e calcule, quando possivel, a respetiva soma.



+oo +o0 +oo +oo . 2
3 2 x 6"t 7x 5" sin” (n%)
(a) Z4n+1 (¢) Z gn—2 (¢) ZW (9) ZT
n=1 n=0 n=3 n=1
e foo +o0 _ +o0 _
7n+1 . 2 % 52n 1 5 x (_3)7; 1
(b) 2075%1 (d) Z()3cos(n7r)5 () 23347” (h) ET
n= n= n= n—=

Exercicio 12.
Exprima os seguintes niimeros racionais como soma de uma série geométrica convergente e escreva-os na forma

%com a,beN.

(a) 0,77777... (¢) 0,123123123...

(b) 0,52525252... (d) 0,811111...

Exercicio 13.
Recorrendo & soma de uma série geométrica convergente, escreva os seguintes nimeros reais na forma ab com

aeNebeQ.

(a) \/21/2V2V2... () TN TY T

Exercicio 14.
Indique para que valores de x € R cada uma das seguintes séries geométricas é convergente, e em caso afirmativo,

calcule a respetiva soma.

+oo +oo n +oo T n
(a) ;396" (b) Z(—g) ©Y (3 5 4)



4. Dominios de fungoes reais de variavel real

Exercicio 15.

Determine o dominio das seguintes fungoes:

(a) f(z)=vx+1

(b) 9() = In(1 - 2)

5. Fungoes trigonométricas inversas

Exercicio 16.

Calcule:
(1 c) arctan(l e) arctan(—1
(a) arcsin (2) () (1) (e) (-1)
1
(b) arccos (2) (d) arcsin(—1) (f) arccos(—1)

Exercicio 17.

Calcule:

(a) sin (arcsin (;)) ; (d)
(b) arcsin (sin (32”» ; (e)

(c) tan(arctan(e)); ()

wos(os(3) 1
arcsin <sin (76”)) : (h)

arctan(tan(e)). (i)

Exercicio 18.

arccos (sin (~ X))

(o (5))
arcsin | cos | — ;
3

arcsin (tan

13
N———
N———

Determine o dominio das fungbes definidas pelas seguintes expressoes e apresente, para cada uma delas, uma

expressao equivalente que nao envolva funcoes trigonomeétricas.

(a) cos(arcsin(z)); (d) tan(arcsin(z));

(b) sin(arccos(z)); (e) cos(arctan(z));

(c) tan(arccos(x)); (f) cos(2arctan(z));

6. Limites e continuidade

Exercicio 19.

Calcule os seguintes limites:

2 3
e -1 . 4z -5+ 1
(d) lim ; (g) L 922 _ 3215

x—0 X
x(2? —1)

1
(a) lim sin —;
z—0 x

)

1 .
(b) lim zsin —; (e) lim 2% — 3z +4; (h)
x

250 r—Foo x—igloo m
. I ' 24+z—1 ) 2% + 3z
() JMm esin s Oty s VN erae

(g) sin(2arccos(x));
(h) sin?(arcsin(z));

(i) cos?(arccos(x)) .

a2 —4

lim — ;

T2 X —8

oV +2—+3z -2
mg x—2

. r—1

lim

z—1 x—l



Exercicio 20.

Considere a funcao real de variavel real definida por

2z +arccos(z) , 0<z<1
hz)=4 2 , =1
245 l<x <4

3 )
(a) Mostre que h é continua em todo o seu dominio.

(b) Aplicando o Teorema de Bolzano, mostre que existe ¢ €]2,4[ tal que h(c) = c.

Exercicio 21.

Determine os valores de a e b tais que, nos pontos indicados, tornam continuas as seguintes funcoes:

, em T = 3;

3x—7, >3 T+ a, < —2
(a) f(z) =
ar+3, <3 (¢) g(x) =1} 3ax+b, —-2<z2<1 ,

sin(z), =<0 ar+3, x>1

(b) h(x):{ax—&—b >0 , em z = 0; emzr=—-2cx=1.

Exercicio 22.
Mostre que as seguintes fungoes tém um prolongamento por continuidade ao ponto x = 0 e defina esse prolon-

gamento:

(a) fla) =155 (b) g(w) =1 — =2, (c) h(z) =1-=sin(3).

7. Calculo diferencial

Exercicio 23.
Sabendo que f & uma fungao bijetiva, que f(1) =3, f(3) =2, f/(3) =7 e /(1) =9, calcule (f~1)/(3).

Exercicio 24.

Calcule a equagao da reta tangente ao grafico da fungao f~! no ponto indicado, nos seguintes casos:
(a) f(z) =2+ 3, ponto (4,1);
(b) f(x) =22% — 23 + 2 + 1, ponto (1,0);

(c) f(x) = 5x%e**~4, ponto (20, 2).

Exercicio 25.

Considere a fungao «seno hiperbolico» definida em R pela expressao

€

f(x) :=sinh(z) =

— €

2

(a) Justifique que sinh : R — R é uma bijegdo e obtenha uma expressido para a respetiva fungdo inversa

«argsinh.»
(b) Obtenha uma expressio para argsinh’ e calcule argsinh’(0).

(c) Calcule de novo argsinh’(0) utilizando desta vez o Teorema da derivada da fungao inversa.



Exercicio 26.

2
Considere a funcao f : T 3
- . 1 3z + 2
(a) Mostre que f é invertivel e que para todo o x # 1, f~(z) = T
T —
5
b) Utilizando a alinea anterior mostre que para todo o x # 1, (f~1)(z) = ——.
(z —1)?
T —

(c¢) Obtenha novamente a expressio de (f~1)'(x) utilizando desta vez o teorema de derivacio da funcio

inversa.

Exercicio 27.

Calcule os limites:

esin(z) _ ecos(r) . . .’L’COS(Z’L’)

)t 0 ) i

(e) 3%% (k) ;cll>H11+ (xil a lnzx))
@ 0 (2-5)

() lm nib; 4R, beR)\ {0} (m) lim_y(2arctan(3y) - )
() tim <SG =Y cos( — 1) (n) Jcligl+ oV

t—0 arctan(t)

(9) 1}%% a€eR, BeR\{0} (o) Jim (HSin (i))

1
V-1 ) sin(t)\ ¥
(h) Jims =1 W) i\

Exercicio 28.

Verifique se o Teorema de Rolle é aplicavel a:
(a) f(z) =2?— 3z + 2 no intervalo [1,2];

(b) g(x) = |x — 1] no intervalo [0, 2].

Exercicio 29.

Utilize o Teorema de Lagrange para demonstrar as seguintes desigualdades:
(a) |sin(z)| < |z|, para todo o x € R;
(b) |cos(x) — 1| < |z|, para todo o x € R;

(¢) € > 1+ x, para todo o z > 0.



Exercicio 30.

Considere as fungoes definidas pelas expressoes

1
flx)=¢€", g(x)= 7 h(z) =In(z), e i(z)=+x.
(a) Calcule os polinémios de Taylor de ordens n =1, n =2 e n = 3 de:

(i) f, centrados no ponto a = 0; (iii) h, centrados no ponto a = 1;

(ii) g, centrados no ponto a = 1; (iv) 4, centrados no ponto a = 16.

(b) Trace (com uma calculadora ou um computador) o grafico de cada uma destas fungoes e dos graficos dos

respetivos polinémios de Taylor de ordens 1 e 2.

(¢) Utilize os polinémios de segunda ordem obtidos na primeira alinea para obter aproximagoes de

1
Ve; =i In(L1); VIT.

Verifique com uma calculadora a qualidade destas aproximagoes.

Exercicio 31.

Considere a fungao i definida por i(z) = /.

(a) Obtenha uma aproximacao de /17 com a ajuda do polinémio de Taylor de ordem 1 (a aproximagao linear)

centrado em a = 16 da funcao .
(b) Escreva a formula de Taylor de ordem 1 centrada em a = 16 para a fungao i.

1
(¢) Mostre que o erro cometido com a aproximagao linear obtida para +/17 na alinea (a) ndo excede BTk

Exercicio 32.

Considere as fungoes f e g definidas por f(z) = e® e h(z) = In(z).
(a) Explicite a formula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 0 para a fungao f.
(b) Explicite a formula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 1 para a fungéo h.

(¢) Utilizando as alineas anteriores, majore o erro cometido no Exercicio 30 nas aproximagoes de segunda
ordem de e e de In(1,1).

Exercicio 33.

Determine o polinémio de MacLaurin de ordem n das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

(a) €3 (b) In(1+ 2x) (¢) sinh(2x) (d) Va+1

Exercicio 34.
Determine os pontos criticos das seguintes fungoes e, para cada um deles, averigue se se trata de um minimizante

local, de um maximizante local ou de um ponto de sela.

(a) 42 — 8z — 12 (d) H% (9) 3£ (j) aln(z)
(b) 20— 322 — 12042 (e) 4% — % O (k) (2% — 1)
(¢) x(x —3)%+4 (f) % (i) xe® (1) e?*=1(2? - 3)?



Exercicio 35.

Estude as concavidades e localize os pontos de inflexao das funcoes definidas pelas expressoes

(a) 5z — 2? (d) (2% —9)3 (9) ze® (4) = —sin(22)
(b) 2% —4x +2 (e) ZQLH (h) e (k) xarctan(x)
(¢) 3w —ab (f) V3z (i) In(1 — 2?) (1) |222 + 92 — 5|

8. Calculo integral

Exercicio 36.

Calcule as primitivas das fungoes definidas pelas seguintes expressoes:

1
(a) 42® +2® —z+ 15 (b) sin(3x) — 5:55—1-\/5;
1 1 1 1 2 2
- _ ~ . _ 3x = 2.
(¢) =53 cos(5x); (d) 7z e T3 22 + A
! (f) (2—42)*;
t ; ;
(¢) tan(a) + 11—
(g) sin(z)ecs(®); (h) 2%e*” — 2 cos(z?);
(i) (2 +1)%; ) (1+In(x))>
J - ;
arctan 1 e’ e’
k : l .
(k) 1+ 22 +(1—|—x2)arctanx’ () 1+e$+1+e2w’
(m) cos(x) cos(x) (n) sin®(z) cos(x) + sin(z) cos(z);
1+sin(z) 1 +sin?(z)’
r+1 x+5 1 1
0 Tt e W) e 3
x? 4 b — 2 22— Tr+5
(@) ———5—; (ry 1 To,
1+ 22 9+ a2
xr 1 4 1
$ + ; ro e
&) e T e ) =+ =2

Exercicio 37.

Primitive as fungoes racionais definidas pelas seguintes expressoes:

_r (b) 1

22— 3z +2 2 —1)(z+2)’
X 2
(¢) g T2
z?+4 ()(z+1)(x2+1)’
343 34222 +3x+4
(e)i; (f)x—l—x+x+_
2 -1 22 +1



Exercicio 38.

(a) Mostre que cos(z) = % e que sin(z) = %
i
1 3(2 1 — cos(2
(b) Deduza da alinea anterior que cos?(z) = —l—c%(x) e que sin?(z) = W. Calcule /cos2 (x)dx e

/ sin?(z)dz.

(¢) Inspirando-se nas alineas anteriores e utilizando o binémio de Newton, calcule

/cos4(x)dx e /Sin6(x)da:.

Exercicio 39.

Calcule as primitivas das seguintes fungoes recorrendo & férmula de primitivacao por partes:

(a) ze; (g) arccos(z) + arcsin(z); (m) 22 arctan x;
(b) 22sin(22); (h) arctan(z) + arctan(1/x); (n) 3e;
(¢) (22 +z+1)e%; (i) e”sin(2z); (0) zIn(z);
(d) arctan(3z); (j) €% cos(); (p) we™ %
(e) In(z); (k) VrIn(z); (¢) sin®(x);
(f) arccos(x); () n*(); (r) cos?(x).

Exercicio 40.

Calcule as seguintes primitivas recorrendo & substitui¢ao indicada:

: _tan(z) z, t = cos(x);

(a) /md% v = tan(t); (5) / 1+ cos(z) dx, ¢ ();
1 . . 621: B B .
(c) / (1 —sin(x)) cos(x) dz, t = sin(z); (d) /\/ﬁ dz, z = In(t? — 1);

(e) /\/4 —22dz, x = 2cos(t); (f) /ﬁ dt, com t = % (o € R a escolher).

Exercicio 41.

Considere as fungoes «cosseno hiperbolico» e «seno hiperbélico» definidas respetivamente por

cosh(z) = % e sinh(z) = %

(a) Mostre que para todo o x € R,
(i) cosh’ =sinh e sinh’ = cosh;
(ii) sinh(2z) = 2 cosh(z) sinh(z);

(iit) cosh®(z) —sinh®(z) =1 (Relagio Fundamental da Trigonometria Hiperbolica).

(b) Recorrendo & mudanga de variavel ¢ = 2sinh(z) calcule / V44 t2dt.



Exercicio 42.

Calcule geometricamente os seguintes integrais. Para verificar os resultados, calcule os integrais também de

forma analitica. A expressdo || nas alineas (c) e (e) representa a funcdo |z] = max{n € Z : n < z}.

(a) /03(2x—4)dx (o) /3 2] do (e) /10L3mjdx

-2

(b) /j(4x—2)dm (d) /1 t cos(t) dt (f) /abacdx

1

Exercicio 43.

Calcule cada um dos seguintes integrais definidos:

o [l o f6 g 0 [t

(b) /23(65021)d:r () /j_ldx (k) /i@dw

5 72 —2x+1
(¢) / (4x + 3) dx
4

3 1 1
2 h — - dz 2 x)(z® %)% dx
(d)/ 3 ()/2 P — (1)/03( +4z)(2° 4 1022)0 d

9 V2-1 0
(e) Ve dx (7) [1 mdm (m) / sin(z) cos®(z) dx

Exercicio 44.

Usando o integral definido, calcule a area da regiao do plano definida por:

(a) y<9—a? y>a? (d) y<3,0<y<w a<4 (9) y=3v,y==,y=2a’
(b) y>w,y<2—2? (e) y=a*—42? y =4 — 22 (h)xQSyS%,mZO,y§2
() y<5,y>-5r+5y>In(z) (f) y=Jz,y=x (i) 0<y<a?y< H,0<z<2

Exercicio 45.

b
Mostre que se f é continua em [a, b] e se / f(x)dz =0, entdo f possui pelo menos uma raiz em [a, b].
a

Exercicio 46.

Seja f uma funcdo continua em R. Para x # 0 define-se a «média de f no intervalo [0; z]» por

M) =1 [ sy

x
Indi lor de lim M .

(a) Indique o valor de lim +(z)

(b) Prove que My é constante se e s6 se f é constante.

(¢) Prove que o contradominio de My esta contido no de f.

10



Exercicio 47.

Calcule os seguintes limites:

/0 In(£® + 1) dt / cos(t2) dt
_ 0 B

(a) lim ; (b) lim

x—0 1,‘3

Exercicio 48.

Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das seguintes fungoes:

2

0 T 2x
(a) G(z) = / V14 t2dt; (b) H(z) = / e~ dt; (¢) I(x) = /0 In(t + 2) dt.
x 0

Exercicio 49.
2 +1

Seja, para x > 0, F(z) = / ¢ t  dt. Mostre que F' (%) = —F(x).
1

Exercicio 50.

Para t € [0;1] considere x = arctan(t).

t
NS

(a) Mostre que cos(z) = e que sin(z) =

1
V14 t2

™

tan(x)

(b) Seja I :/0 (tan(z) + 1)(1 + sin®(z))

dz. Procedendo a substituicdo x = arctan(t), mostre que

! t
=], wrmE

(¢) Calcule I.

Exercicio 51.

Calcule os seguintes integrais improprios (ou mostre que sao divergentes):

(a) /lldx (o) /Ommn(”)dx (e) /; LI

2 +1 x—3

(b) /;\}gzdw (d) /Olln(x)dm (f) /01\/117@

11



IT - Exercicios de Algebra Linear

1. Vetores

Exercicio 52.

Sejam u,v,w € R”, 0= (0,...,0) o vetor nulo de R" e sejam «a, 8 € R. Demonstre as seguintes propriedades:
(a) (u+v)+w=u+(v+w); (d) v+ (-v) = 0; (8) a(fu) = (aB)u;
(b) u+v=v+u; (e) alu+v)=oau+ av;
() 0+v=u; (f) (a+ B)u = au+ Pu; (h) 1u =u.

Exercicio 53.
Sejam u = (—1,3,4),v = (2,1, —-1),w = (-2, —1,3) € R3. Calcule:

(@) [lull; () [Ju+olf; (€) u-(v+w);
(b) [foll; (d) [ = wll; () d(u,v).

Exercicio 54.

Mostre que:
(a) [ful[ = 0,Vu € R™;
(b) |Jv]| =0 se e s6 se v =0, em que 0 = (0,...,0) é o vetor nulo de R™;

(©) lloul| = |al||ul|, Vu € R™,Va € R;
Exercicio 55.
Considere o vetor v = (2,4, —3). Determine se v é ou nao combinagao linear dos seguintes vetores:

(a) a=(1,2,0), b=(0,0,1); (¢) a=(2,0,0),b=(1,3,0), c= (1,1,1);

(b) a=(1,1,0), b= (0,1,1); (d) a=(1,1,1), b= (2,0,2), c = (3,1,3).

Exercicio 56.

Averigue se as seguintes familias de vetores sdo linearmente independentes:

(a) a= {(7274)7 (13 72)}; (d) d= {(0707 3)a (07 1, 1)3 (2707 1};
(b) b= {(2, 1), (—6, —3)}; (e) e = {(2,0,0,0), (1,3,0, 0), (47 2,1, 0), (2, 1,2, 1)};
(c) c={(2,3),(3,2) 1 () f={(1,1,1,1),(0,-2,3,5),(3,3,3,3),(1,2,2, =7)}.

Exercicio 57.

Seja u = {u1,us, ..., u,} uma familia de p vetores de R” néo nulos e dois a dois ortogonais.
(a) Mostre que a familia u é linearmente independente.

(b) Aplicacdo: mostre que a familia v = {(1,1,1,1),(1,-1,1,—1),(—3,0,3,0)} é linearmente independente.

12



Exercicio 58.

Discuta, em funcao do pardmetro A € R, a independéncia linear das seguintes familias de vetores:
(@) u={(3,-1),(L,1+ N}
(b) u= {(13 72)7 (>‘7 71)}7

(C) v= {(17 2,3), (=2, A, _6)}'

Exercicio 59.
Considere uma familia u = {uy,us,us} de vetores linearmente independentes de R™. Mostre que a familia

formada pelos vetores v1 = 2uq, vo = uq + uUs € v3 = u1 + 3uz é também linearmente independente.
Exercicio 60.

Mostre que um conjunto de k vetores de R™, com k > 2, é linearmente dependente se e s6 se um dos vetores for

combinacao linear dos restantes.

Exercicio 61.

Mostre que se o vetor nulo pertencer a um conjunto de vetores de R™, entao o conjunto é linearmente dependente.

2. Matrizes

Exercicio 62.

Considere as matrizes

1 4
-3 -1 0 1 3 5
A= , B= , C=13 1| eD=12 -1
2 1 1 -1 2 2 0 0

(a) 34 (e) AB (i) (AC)? (m) AC.
(b) A+ B (f) (¢D)T (i) (2A-BD) (n) CA.
(c) B+C (g) (24)(5C) (k) ATA

(d) 4C — 2D (h) A2 (1) BC - CB

Exercicio 63.

Determine os valores do pardmetro real o para os quais a matriz seguinte é simétrica:

« a?—1 -3
a+1 2 o?+4
-3 4o -1

Exercicio 64.

Seja A € My, xm(R). Explicite as dimensdes das seguintes matrizes:

(a) AT (b) AAT (c) ATA.
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Exercicio 65.
Sejam A, B e C matrizes quadradas da mesma dimensao. Indique quais das seguintes proposigoes sao necessa-

riamente verdadeiras e forneca um contra-exemplo para as restantes.

(a) A=B = AC = BC. (d) AB=0=A=0VB=0.
(b) AC=BC = A=B. () A+C=B+C= A=DB.
(c) AB = BA. (f) A2=T= A==+l

Exercicio 66.

Seja A uma matriz quadrada tal que AT = 4A. Mostre que A é a matriz nula.

Exercicio 67.
Sejam (L;)1<i<n € (Cj)i<j<m as familias dos vetores linha e dos vetores coluna de uma dada matriz

A € M xm(R). Mostre que se estas familias forem ambas linearmente independentes, A ¢ uma matriz quadrada.

Exercicio 68.

Determine a caracteristica das seguintes matrizes:

r 3 6 0 1 -6 0 0
(a) 1 4 (b)
- 0 1 4
(1 1 -1 [0 4 1 1 1 2 —2
@ 2 0o 2 © 4 8 0 0 (f) 4 -2
[§]
-3 1 —4 2 12 1 1 3 6 —6 19
(0 0 03
11 1 1 -3 5 1 1.0 1 1
2 0 4 4 —12 20 101 1 1
h i
(g)324 ()37915 ()01111
05 -5 2 —6 10 11111

Exercicio 69.

Discuta a caracteristica das seguintes matrizes em fungao do parametro ¢t € R:

1 ¢ -1 1 1 t+4 ~1 1 1—t¢

Exercicio 70. Considere, para a,b € R, as matrizes

) 16 -8 -8 1 2 4
A:§ a 2 bl eB=|0 1 6
1 1 -1 1 3 2

Sabendo que B = A™!, determine os valores de a e de b.
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Exercicio 71.

Mostre que as seguintes matrizes sao invertiveis e calcule a respetiva matriz inversa:

2 4 1 1 -1 1 0 1
(a) E 31] (b) L 3] ()12 0 2 (@ lo 1 1
-3 1 —4 0 -1 1
1 -1 1 1 3 3 [1 2 3 [ 4
(e) |1 0 1 f) (1 3 4 (g) |2 4 5 (h) |4 1
2 1 1 1 4 3 3 5 6 i 4

Exercicio 72.

Mostre que uma matriz diagonal é invertivel se e s6 se nenhum elemento da diagonal for nulo.

Exercicio 73.

Seja A uma matriz quadrada tal que 5AAT + 24 + 51 = 0. Mostre que A ¢é invertivel, e deduza a sua inversa

em fungao de A.
Exercicio 74.
Sejam A e B matrizes invertiveis de ordem n.
(a) Mostre que B~tA~! é a matriz inversa de AB.

(b) Resolva a equagao matricial X A~! + (AB)”" = A, em ordem a X.

Exercicio 75.

Para cada matriz A, efetue o caculo indicado, deduza que A é invertivel e explicite A71.

-1 1 1 1 0 2 3 1
A= , A2 —6A 491
(@) A= |1 —1 1|,4244 () A=|o -1 1|,43— A © L)
1 1 -1 1 -2 0

3. Determinantes

Exercicio 76. Considere as matrizes A =

3 2 4 2
e B= .
4 3] [1 4]

(b) Calcule o determinante das matrizes A, B, AT, BT, 2A, 3B, AB, BA, A~', B~! e A~!B, identificando

as propriedades que os calculos ilustram.

(a) Determine A=! e B~1.

Exercicio 77.

Seja A uma matriz quadrada de ordem 4 com det(A) = 2. Calcule
(a) det(A?) (b) det(34) (c) det(—A~1)

(d) det(247) () det(AATA™) (f) det (%A‘*).

15



Exercicio 78.

a
Considere uma matriz quadrada A = [ d] invertivel. Mostre que
c

A1 1 d -b
det(A) —C a ’
Exercicio 79.
1 2 3 4
. . a a a a _ . .
Considere a matriz C' = bbb o0l onde a e b sao dois pardmetros reais.
5 6 7 8
5 6 7 8
—2a 2a 2a 2
Sabe-se que det(C') = 5. Calcule o determinante da matriz D = @ casa e
™ T T 0
1 2 3 4
Exercicio 80.
Calcule os determinantes das seguintes matrizes:
9 o 11 -1 111 1
(@) ) ® |2 0 2 ) |2 3 2 d) |4
30 5 -3 1 —4 5 1 7 7
11 3 1 0 0 -5 15 -1 1
4 5 6 1 -2 7 3 0 1 -1
e f
@10 0 3 0 (0 14 0 ® 1
7 8 9 1 —21 -1 1 1

Exercicio 81.

Calcule os determinantes das seguintes matrizes em funcao dos parametros reais a, b e c:

(o b ¢ 1 a b+c 1 a a?
@ le a b () |11 b cH+a () [1 b ¥
b ¢ a 1 ¢ a+bd 1 ¢ ¢
(@ a b 0 a+b a a a
(d) a a 0 b () a a+b a a
b 0 a a a a a+b a
_0 b a a a a a a+b

Exercicio 82.

Determine para que valores do parametro real A\ as seguintes matrizes sao invertiveis:

11 12 1 1 0 X 1
@ [x 1 1 (b) {1 1 2 (© [0 A 0 ) |1
1 a1 AA A A 01 2
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4. Sistemas de equacoes lineares

Exercicio 83.

Para cada um dos seguintes sistemas lineares:

(1) Explicite a matriz ampliada correspondente e reduza-a a uma matriz em escada;
(2) Classifique o sistema e determine, se pertinente, o respetivo ntimero de graus de liberdade;

(3) Resolva explicitamente o sistema.

z+y+z=1
9% —3y+2=3 r-y+z=0 Z—y+z=0
—2xr — = — =
(a Y (b)§ z+2y—2=0 (c) Y
dr+6y—2z=1 y+2z2=1

20 +y+32=0
Y 2v4+y+4z=2

r—y+2z+w=1
2x4+y—2z+3w=3
z+oy—8z+w=1
dr+5y—Tz4+Tw="7

r+y—z+w=2

e r+3y+22+4w=0
© Y 20 —y+2z—3w=1.

z+y+z+w=0
(f){
2c+y—w=1

Exercicio 84.

Classifique os sistemas seguintes em fungao dos paradmetros reais a e b:

r+y+z=3 TH+y=a ax +z =2
a) z—y+z=1 (b) ¢ xz+2y=a? )¢ z+y+z=2
20 —2y+az =2 r+3y=a3 3x+y+32=6
r+y+z=1 2r+y=2> by+az=1
() z2—y+2z2=a ()< 3x+2y+2z=0 ()< y+az=0
2r + bz =2 rH+ay+z=2 z+by =0

Exercicio 85.
T+2y—2z2=-5
Mostre que o sistema 20 —y+2==6 é de Cramer e determine a respetiva solugao.

rT—y—3z=-3.

Exercicio 86.

r+y=3
Mostre que o sistema x+2z=2 ¢éde Cramer e determine o valor da incégnita z da solugao.
y+z=1.

Exercicio 87.
3x+y=a

Mostre que, independentemente dos valores dos pardmetros reais a, b e ¢, o sistema r—y+2z2=0 ¢
20 4+3y—z=c
possivel e determinado e calcule a respetiva solugao de duas formas:

(a) Utilizando as formulas ditas de Cramer;

3 1 0
(b) Comegando por calcular a matriz inversa de A= [1 -1 2
2 3 -1
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