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1. Seja (22, F,P) um espago de probabilidade onde estd definido um movimento Browniano B.
Considere o processo X definido por X; := By — By, com t > 0..

(a) Determine a média e a variancia de X;. Serd X um processo Gaussiano? E serd um
movimento Browniano? Justifique.

(b) Considere agora que, para além de B, temos um outro movimento Browniano: o processo
W, que é independente de B. Mostre o processo Y definido por Y; := % é um movimento

Browniano.

2. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade onde esta definido um movimento Browniano B
Considere o processo M, definido por M; = B} — 3tB;.

(a) Mostre de forma directa que M ¢ uma martingala (sugestdo: use a igualdade (a + b)% =
a® + 3a%b + 3ab® + b3 com a = By e b= By, s — By).

(b) Mostre que M ¢ uma martingala usando a férmula de It6 para representar M; usando
um integral estocéstico.

3. Seja X um processo estocdstico que satisfaz a EDE

dX; =1+ X;dBs, 0<t<T,
Xy = 0.

Assuma que os integrais de Itd sdo martingalas.

(a) Determine a média e a variancia de X;.

(b) Seja m (u,t) := E [¢“Xt] a funcdo geradora de momentos de X;. Mostre que m (u,t)
satisfaz a EDP
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4. Considere o problema de valores na fronteira no dominio [0,7] x R,

o M or Y022 T

F(T,x) = 22,

=rF, 0<t<T

onde se assume que i, 0 € T sa0 constantes positivas.
(a) Determine uma representagao estocastica para a solugao deste problema
(b) Determine explicitamente a solu¢do do problema F'(t,x).

5. Considere o modelo de Black-Scholes constituido por um activo com risco S; e um activo sem
risco (exemplo conta bancédria) B;. Os activos S; e B; tém dinamicas dadas, respectivamente,
pelas EDE’s

dSt:MStdt+UStth e dB;=1rDBdt, com By =1,



onde W é um movimento Browniano. Considere um direito contingente (derivado) da forma
X = ®(Sr) = 53

(a) Determine as equagoes diferenciais estocdsticas satisfeitas pelos processos S; e Y; 1= f’ ,
sob a medida @ (medida de martingala).

(b) Determine o prego (na auséncia de arbitragem) do direito contingente x = ® (Sr) = S3..

6. Seja B um movimento Browniano. Considere o processo X definido por

X, = exp (/Otﬂs)st—;/Otws)ﬁds), 0<i<T.

onde f é uma funcao deterministica tal que fOT [f (s)]2ds < 0o. Mostre que o processo Z definido
por Z; := X, f (t) pertence a classe de processos Lg r (i-e., ¢ um processo adaptado de quadrado
integrével).



