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1. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade onde está definido um movimento Browniano B.
Considere o processo X definido por Xt := B2t −Bt, com t ≥ 0..

(a) Determine a média e a variância de Xt. Será X um processo Gaussiano? E será um
movimento Browniano? Justifique.

(b) Considere agora que, para além de B, temos um outro movimento Browniano: o processo
W , que é independente de B. Mostre o processo Y definido por Yt := Bt+Wt√

2
é um movimento

Browniano.

2. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade onde está definido um movimento Browniano B
Considere o processo M , definido por Mt = B3t − 3tBt.

(a) Mostre de forma directa que M é uma martingala (sugestão: use a igualdade (a+ b)3 =
a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 com a = Bt e b = Bt+s −Bt).

(b) Mostre que M é uma martingala usando a fórmula de Itô para representar Mt usando
um integral estocástico.

3. Seja X um processo estocástico que satisfaz a EDE

dXt =
√

1 +XtdBt, 0 ≤ t ≤ T,
X0 = 0.

Assuma que os integrais de Itô são martingalas.
(a) Determine a média e a variância de Xt.
(b) Seja m (u, t) := E

[
euXt

]
a função geradora de momentos de Xt. Mostre que m (u, t)

satisfaz a EDP
∂m

∂t
=
u2

2

∂m

∂u
+
u2

2
m.

4. Considere o problema de valores na fronteira no domínio [0, T ]× R,

∂F

∂t
+ µx

∂F

∂x
+

1

2
σ2x2

∂2F

∂x2
= rF, 0 ≤ t ≤ T

F (T, x) = x2,

onde se assume que µ, σ e r são constantes positivas.
(a) Determine uma representação estocástica para a solução deste problema
(b) Determine explicitamente a solução do problema F (t, x).

5. Considere o modelo de Black-Scholes constituído por um activo com risco St e um activo sem
risco (exemplo conta bancária) Bt. Os activos St e Bt têm dinâmicas dadas, respectivamente,
pelas EDE’s

dSt = µSt dt+ σ St dWt e dBt = r Bt dt, com B0 = 1,
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onde W é um movimento Browniano. Considere um direito contingente (derivado) da forma
χ = Φ (ST ) = S3T .

(a) Determine as equações diferenciais estocásticas satisfeitas pelos processos St e Yt := S3t ,
sob a medida Q (medida de martingala).

(b) Determine o preço (na ausência de arbitragem) do direito contingente χ = Φ (ST ) = S3T .

6. Seja B um movimento Browniano. Considere o processo X definido por

Xt := exp

(∫ t

0
f (s) dBs −

1

2

∫ t

0
[f (s)]2 ds

)
, 0 ≤ t ≤ T.

onde f é uma função determinística tal que
∫ T
0 [f (s)]2 ds <∞. Mostre que o processo Z definido

por Zt := Xtf (t) pertence à classe de processos L2a,T (i.e., é um processo adaptado de quadrado
integrável).
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