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1. i) Para cada t fixo, o processo Y; é Fy-mensurdvel pois é uma funcao de
t e de By, e By é Fi-mensuravel.Logo Y; é adaptado.
i) BJYi]] < e B [lsin (By)|] < e+ < o0

iii) Seja Y; = f(t, By) com f(t,2) = e sin (z). Esta funcao é de classe C12,
Entéo, pela férmula de Ito, temos:

dY;

]. t t ]. t
565 sin (By) dt + e? cos (B;) dB; — 565 sin (By) dt
= e?cos(B,)dB,.

Logo, como Y, = 0, temos
t
Y, :/ e2 cos (Bs) dBs.
0

Como e2 cos (By) € L2 1 pois o processo Y; é adaptado e [fOT (e2 cos (BS))2 ds} <
E UOT e® cos? (Bs) ds} < Tel < oo, o integral estocdstico indefinido Y; =

f(f e cos (B,) dBs.¢ uma martingala (propriedade essencial do integral estocas-
tico indefefinido).

2. (a). Seja Y; = f (B;) = B. E claro que f (z) = 2°. Aplicando a férmula
de Tto (note-se que f é claramente de classe C?), temos

dY; = 3B?dB; + 3B.dt.
Portanto
T T
Yr =B} = 3/ B?dB, +3/ Bydt.
0 0
Aplicando a férmula de Itd a Z; = tBy, ou seja, Z; = g(t, By) com ¢(t,z) = tx,

temos:
dZ; = Bydt + tdBy,

ou seja

t t
Zy — Ly = / Bgds +/ sdBg
0 0

Como Zy = 0, temos

T T
ZT = TBT = / BSdS + / SdBS
0 0



T T
/ B.ds =TBr — / sdB,
0 0
. T T
Bl = 3/ deBt+3TBT—3/ td By
0 0

T T T
= / 3BZdB; + / 3TdBt — / 3tdB,
0 0 0

T
= / 3(Bf +T — t)dB;.
0

Logo

e portanto u; = 3(B? + T —t).
2 (b) Y; = f(X;) com f(z) = 27, que é claramente de classe C2. Pela
férmula de Itd temos
Y, = BX]7N (X)) + B (5 1) X[ (dX0)?
= BXPTN(uXydt+ 0 XodBy) + B (8 —1) X202 X2dt
= (Bu+B(B—1)0%) Yidt+ BoY,dB;.
Pelo que a EDE &

dYy = (B + B(8 — 1) %) Yydt + BoY,dB:.

3. (a) Podemos representar Y; = a (1 — %) + bt + (T —t) X;, onde X; =
f(f 7—dB;. Ouseja, V; = f (t,X;) com f(t,2) =a(l— %) +btk+ (T —t)z. E
6bvio que f é de classe C2 e pela férmula de Ito, como dX; = ﬁdBt, temos:

a b
dy; = <—T+T—Xt>dt+(T—t)dXt
1 t t T—1
= —[b— 1—-— b— T —1t) X, dt + ——dB,
b-Y;
= dt + dB;.
Tt
Logo
b-Y;
dy; = dt +dB
t T 1 + aby,
Yo = a.

3 (b) Como 7 € L2 7, o integral estocdstico X; = [; 7--dB, estd bem

definido e o seu valor esperado ¢é zero. Logo

E[Yt]za<1—;)+b;.




E, pela isometria de It6 temos

Var[y,] = E[Y?] - (EW)?
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4 (a) Se f(t,x) for uma funcdo continua em z que satisfaz a condigdo de
Lipschitz e a condicao de crescimento linear, podemos aplicar o teorema de
existéncia e unicidade e garantir que existe uma solugdo unica para a EDE (isto
poque a funcio o (¢,x) = c(t)z satisfaz a condi¢ao de Lipschitz e é linear em ).

Condicao de Lipschitz: Existe constante D tal que

|f(t,$)—f(t,y)| §D|£L'—y|, Vw,yGR, vt € [07T]

Condicao de crescimento linear: Existe constante C' tal que

|f (t,z)] < C(1+|z|),Vz € RVt € [0,T].

Exemplo de funcao que satisfaz estas condigoes:

f(t,x) =tx.

(b) Como % = tY; é uma EDO separdvel, a sua solugao é

dy, t2 t2

Logo

xi=rvi=en ([ ewan.— [eora+ ) =eo (25 [ewras: ).

onde Z; := fg c(s)dBs. Pelo que X; = g(t, Z;) com g(t,z) = exp (x - %fot [ (s)]” ds + %)
Aplicando a férmula de It6 a X; e g(t,x), podemos verificar que

dXt = f (t, Xt) dt +c (t) XtdBt

e também Xy = 1.



5 (a) A EDE dS; = Sy dt + o Sy dW; é equivalente a

ag

dS, = rS,dt+o5, <N_Tdt+th>

= TStdt+UStth,

onde, pelo teorema de Girsanov, W, := £="dt+dW, ¢ um movimento Browniano
relativamente a medida de probabilidade neutra face ao risco (ou medida de
martingala equivalente). Portanto a EDE ou a dinamica de S; sob a medida Q
é

dSt = T’St dt + O'St th

Aplicando a férmula de It6 a X; = In (S;), temos:

0'2 —
dXt = <’I’— 2) dt+0th

ou

o2

X; =In(So) + <7" - 2) t+oW,.

5 (b) Pelo modelo de B-S, temos que
F(t,S) = e T VEL [®(Sr))
= ¢ " T VE [In(Sr)]
onde
dS, = rSydu+ocS,dW,,
St = S
Pela alinea (a), temos
2

Xr=In(Sr)=1In(s) + (r—(;) (T—t)+0(Wr—W,).

Logo
2

B, Insr)] = (0 + (r- 5 ) (0=

F(t,S) =e Tt {m (S¢) + (r - ";) (T — t)} .

6. A ideia é fazer uma prova semelhante & da demonstragao nos slides 8-10
da aula do Cap. 6 - parte 3.



Considerem-se o sprocessos

}ft (Sii,Bt)a

Tt
Zt = = Bst.
2 Jo

Aplique-se a férmula de It6 a fungdo f (¢,y,2) = e*F (¢, z). Obtemos

2 F(Y;) = F(s,x)+
+/ < F— ) (s=r B+ %BEF(sz, B,)| eZrdr
0
taF
— B,)e?rdB,
+/0 Bx —r,B,)e“"dB,,

onde A é o operador infinitesimal associado a B, isto é:

10°F

AF =557

Portanto, como F satisfaz a EDP, temos:

e entao:

z "OF z
e F(Y:)=F(s,z)+ | — (s—r,B,)e“ dB,.
0 8£C
Aplicando o valor esperado e tomando s = ¢, obtemos
Eo, [e7F (Y})] = F (t,2)
ou seja:

F(t,z) = Eo, [e?F(0,B)]

= FEoa {(p (By) exp (; /Ot Bgds)] .



