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Il.C. Modelos Equilibrio Activos Financeiros @

II.C. Modelos de Equilibrio para Activos Financeiros
CAPM | APT
OBS: Em economia a nocado de equilibric caracteriza situacoes em que o0s
~investidores ndo desejam alterar os seus comportamentos.

Bibliografia:

Bodie, Kane e Marcus, capitulos 9 e 11.

Elton, Gruber, Bown, e Goetzmann, capitulos 13, 14, 15 e 16.

Afonso, Barros, Calado, Borges, Garcia e Relvas, capitulos 5 e 6.

Pires, capitulos 7 e 8.
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APT : ARBITRAGE PRICING THEORY
Desenvolvido por Stephen Ross (1976)

12 Auséncia Oportunidades Arbitragem — invest nulo, sem risco, rentab positiva

— Let do Preco Unico: em equilibrio dois activos com as mesmas

caracteristicas tém de ter o mesmo preco.

28 As rendibilidades dos activos seja da forma (L-factor model):

R.=a, + byl +b,l, +...+b,l, +e,
onde
- a, : valor esperado da rentabilidade do activo i se todos os indices forem zero;
- |J. . Indice 7;
- b; : medida da sensibilidade da rentabilidade do activo i face alteragbes do factor j;

- e, : variavel aleatdria com valor esperado nulo e variancia o,

32 | N°elevado de activos na economia para se construirem carteiras de arbitragem
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Hipoteses:

-E|ee; |=0,paraj=1,.,Nei=1.,N(j #i).

-E|e,(IT))|=0, parai=1,..,N ej=1,.,L.

Modelo multi-indice!!!

Contribuicao APT: Mostrar condicoes suficientes para o modelo de indice ser
um modelo de equilibrio!

APT

Ri =R, +b,(Ri-R; )+...+b, (R.-R; )
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Demonstragao utilizando modelo com dois indices:

Seja a rentabilidade do activo 7 dada por

R =a,+byl +b,l,+e, comElee;|~0.

Na presenca de um portfolio diversificado, o risco residual tende para zero e apenas o risco
sistematico ¢ relevante. Neste modelo, os termos que afectam o risco sistematico sao b, e b,,

que medem a sensibilidade da rentabilidade do activo i aos factores I, e I,.

= O investidor na sua decisio de investimento considera apenas E[R], b, e b,,.
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Equaciao Geral do Plano

— ﬂo + ﬂﬂbﬂ + ﬂzbiz

onde 4, e 4, sdo os retornos por suportar o risco associado al, e I,, respectivamente.

Casos Particulares:

Preco do tempo — compensacao por adiar

o consumo de 1 unidade monetaria
1. by=0b,=0 = A, =R, — durante 1 periodo de tempo

Mpfearequcio 2. b =0 e b, =1 = A, R2 R. Preco do risco do factor 2 —
20 Tndice 2 . rentabilidade esperada
Aplicar equagio 3 fp e b,,=0 = A =Ri-R, adicional de 1 carteira com

a0 Indice 1 . .o,
risco unitario do factor 2.

EZ-ZRerb“{EZ N+b, (R;2 )
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Generalizacao ] indices:

R, =a +b,1, +b,1,+..+b, 1, +e,
tem-se

R, =R, +b,(Ri-R,)+..+b,(R;-R,)
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Assuma-se a existéncia de trés activos com as seguintes caracteristicas:

Activos E[R] b, b.,
A 15% 1.0 0.6
B 14% 0.5 1.0
C 10% 0.3 0.2

Como temos trés pontos no espaco (E[Ri], b,;, b,)) conseguimos definir um plano
nesse espago:

R; =7.75+5b,, +3.750,

Qualquer portfolio nesta economia também se encontra neste plano. Caso contrario,
existiria uma oportunidade arbitragem.
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Exemplo oportunidade arbitragem

Qualquer portfolio constituido por estes trés activos apresenta rentabilidade esperada e
risco dados por

Rp = ZL JJ/Z-Rz' ; Z; W, =1 Modelo do tipo

multi-indice
bpy = 21wz’bz'1 ;o by = ElwibiZ

1= 1=

Seja D um novo portfolio no plano anteriormente definido, com ”’Z = y/g — P =

C N .
. 3
Ro=13%; b, =0.6 e b, =0.6.
Seja E um outro portfolio fora do plano anteriormente definido, com

Re =14%; b, =0.6 e b., =0.6.

Risco de E = Risco de D

Rentabilidade esperada E > Rentabilidade Esperada D
OPORTUNIDADE ARBITRAGEM!
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Exemplos de factores utilizados por gestores de fundos:

[ Taxa de Inflacio;

[ Taxa de rentabilidade de longo prazo;

 Spread rentabilidade das obrigacdes do tesouro vs empresas
[ Taxas juro;

U Producio industrial;

U Precos Petréleo;

d Rendibilidade Mercado

Aplicagoes:

Optimizagao de portfolio (ou seja, seleccionar o portfolio com a maior rentabilidade
esperada dado o nivel de risco);

[ Permitir ajustar a sensibilidade do nosso portfolio aos diversos factores, dadas as
expectativas dos factores.

[ Estimar o custo de capital das empresas.
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Pontos fortes do APT:
o Tem como premissa a “Auséncia de Oportunidades Arbitragem”;

o Nao é necessario identificar a carteira de mercado.

Pontos fracos do APT:
0 Qual o melhor modelo de indices multiplos a utilizar?

o Qual o sinal e a magnitude dos b’s?
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Modelos Normativos versus Positivos

:: Modelos Normativos

- Prescritivos: “dizem o que se deve fazer”;

- No nosso caso, o modelo de Markowitz diz aos investidores qual o portfolio que
devem escolher.

:: Modelos Positivos

- Descritivos: “dizem o que vai acontecer”;

- No nosso caso obtem-se o Capital Asset Pricing Model (CAPM), que é um modelo
que descreve os precos em equilibrio se todos os investidores investem de acordo com o
modelo Markowitz-Tobin.

- O CAPM fot inicialmente derivado por William Sharpe (prémio nobel 1990) em 1964
(@ Journal of Finance
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:: HIPOTESES CAPM

Auséncia de custos de transaccao;
Os activos sao infinitamente divisiveis;
Auséncia de impostos sobre o rendimento (sobre +valias, dividendos, juros);

Os investimentos individuais nao tém impacto sobre o preco dos activos;

oo o=

Os investidores tomam as suas decisoes tendo apenas em atencao a rentabilidade
esperada e a variancia do seu investimento [R~N ou utilidade quadratical;

Sao permitidas vendas a descoberto ( short-selling ),
E possivel emprestar e pedir emprestado 4 taxa de juro sem risco;

Os investidotres sa0 avessos a0 1isco;

e S

Os investidores tém expectativas homogéneas relativamente

. Ao hor de i . Conjunto de carteiras eficientes
1. O horizonte de investimento e / com tisco é 6 mesmo para todos

.. z . oA . oA . os investidores
1. As rentabilidades esperadas, variancias e covariancias;

10. Todos os activos sao transaccionados.

Instrumentos e Metcados Financeiros | 1° semestre 2010/11 Ana Lacerda | Claudia Duarte 12



Instituto Superior de Economia e Gestao
UNIVERSIDADE TECNICA DE LISBDA

[1.C. CAPM
: The Capital Market Line and The Mutual Fund Theorem

E(R)

E(R)

Com activo
A sem risco

Sem activo

sem risco

\Ao

BC: fronteira eficiente;
P. portfolio activos com risco que o agente 7

Fronteira eficiente

deseja deter

Se os agentes tém expectativas homogéneas, o portfolio P; vai ser detido por todos os agentes
na economia - ¢ a Gnica carteira de activos de risco eficiente!

= P, ¢ o portfolio de mercado (M=P,) — composto por todos os activos que existem

no mercado nas proporcdes em que existem — equilibrio!

13
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Mutual Fund Theorem:

A combinacao 6ptimo de activos com risco pode ser determinada sem o
conhecimento das preferéncias do investidor relativamente ao risco. Todos os agentes
detém combinacdes do portfolio de mercado (M)

o cTT— CAPITAL MARKET LINE
( Linha de mercado de capitais)

Ry Todos os investidores detém portfolios na linha de
mercado de capitais e todos os portfolios eficientes estao
sob a linha de mercado de capitais.

~_ As preferéncias s6 influenciam a forma como o investidor
combina a carteira M com o activo sem risco.
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A expressao analitica que descreve a LINHA DE MERCADOS DE CAPITAIS ¢

: market price of risk

(Expected Return) = (Price of time)+(Price of risk)*(Amount of risk)

* Esta relacao estabelece a rentabilidade de um portfolio eficiente;

* Porém, nao descreve as rentabilidades em equilibrio de portfolios nao eficientes ou de
titulos individuatis.
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Derivagao analitica do CAPM

Aquando da derivacao da fronteira eficiente sem restricoes a short-selling, investir e pedir
dinheiro emprestado a taxa de juro sem risco, o investidor 7 resolve o seguinte problema:

Ry -R,
max ———

-

0]

P
s.a. Rp = 21W;R/€
Op = 2 w, )0l + 2 Dliwinc

As condicoes de primeira ordem podem ser escritas como: Dem: Livro Elton, Gruber
pag 300

D ; ; i _(p 2
(RR- _Rwalglzé TW,0,, +"-+”/NGN/6>_ (R/@ 'Rf)OPZ.
para k=1, 2, ... , N.
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Se os agentes na economia tém expectativas homogéneas
= seleccionam o mesmo portfolio e

= em equilibrio, esse portfolio é o portfolio em que a fraccao riqueza investida no
activo 7 ¢ a fraccao da capitalizacao bolsista do activo 7 na capitalizagcao global do

mercado.

Assim, a rentabilidade do mercado pode ser ser escrita como

R, = ZL,WJ.RJ. ¢ Rw= Z:jwjﬁj

Como,

cov (R, R,) = E|(R, - R SR, - Ru)|= E| (R, - R« ZN:WJ-(RJ-'RJ) =

= E[W1(Rk 'Ek)(R1 'E1)+ cee T WN(Rk 'Ek)(RN -EN)]: 2 1chjk
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Logo, a condicao de primeira ordem para a determinacao da fronteira eficiente pode ser

escrita como

(ﬁM —Rf>COV<R/é>RM> - (E/@ "Rf)azzw

Ou ainda,
R -R; = = COV<R/<:>RM> o
— L cov(R,, Ry )=Ri-R, & Ry =R, +——— Ru-R,)
Oy O M
_ cov (Ré >RM>
Como f, = 5 vem
Om
R.=R,+4,(Ru-R,) :
i R,
K=M — Beta=1
SECURITY MARKET LINE K=f_ Beta=0
(linha de mercado de activos/titulos) Seta
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Definindo de diferentes formas o market price of risk e o risco do titulo podemos
reescrever a equagao do CAPM como:

. _ _ Ri—R
E:R +Rl Rf Gim ou RzzRf‘I‘—f O.
i f 02 im
o, O, m
- N
Market price Risco Market price  Risco
of risk titulo of risk titulo

Assim, a linha de mercado de titulos, tal como a linha do mercado de capitais, diz-nos
que

(Expected Return) = (Price of time) + (Price of risk)*(Amount of risk)
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recapitulando...

CML

E(R) c
M / Portfolios Eficientes estao sobre a CML

Portfolios nao eficientes estao abaixo da CML

Ry

s Quanto maior o declive, maior a compensacao exigida
por cada unidade de risco adicional — maior aversao ao
risco.

Os titulos, em equilibrio, encontram-se sobre a SML,
todos os portfolios, eficientes ou nao.

Titulos que nao estao em equilibrio

Expected return

- subavaliados — acima SML.

- - sobreavaliados — abaixo SML.

1.0

Beta
Instrumentos e Mercados Financeiros ° semestre 2010/11 Ana Lacerda | Claudia Duarte 20



I1.C. CAPM

EXERCICIO
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Considere uma economia em que sao conhecidos os seguintes elementos relativamente a

dois titulos, a carteira de mercado e ao activo sem risco. Assuma que se verificam as

hipéteses do modelo CAPM.

Instrumentos e Mercados Financeiros

1° semestre 2010/11

Ana Lacerda | Claudia Duarte

Rentabilidade Correlagoes
Activos Rentabilidade Desvio- ) )
Verificada Padrio Titulo X Titulo Y | Mercado
Titulo X 10% ? 1 0.3 0.375
Titulo Y 16% ? - 1 0.5
Mercado 12% 0.02 - - 1
Activo sem risco 4% - - - -
21
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a) Um 1nvestidor pretende investir em dois activos de forma a obter uma
rentabilidade de 14% com o menor risco possivel. Que activos devera combinar?
Calcule o peso de cada activo na carteira e interprete os resultados.

b) Obtenha e represente graficamente a CML e a SML. Identifique os titulos X e
Y, nos dois graficos, sabendo que estao em equilibrio.
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:: Estimacao dos Betas

Estimacao Betas Historicos

A equagao da rentabilidade do activo 7, que se espera que se verifique em qualquer

momento do tempo, ¢ R, =o, + R +e,.

1

min Y[R, - (@ + ARo)T

6.5 = 1st order conditions:

R

int
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:: Estimacao dos Betas

Exemplo Estimag¢ao Betas Historicos utilizando excel

Tools / Data Analysis

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0,260942881
R Square 0,068091187
Adjusted R Square 0,05686337
Standard Error 0,04799972
Observations 85
Coefficients  Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%  Lower 95,0% Upper 95,0%
Intercept 0,008272732  0,005206842 1,588819658 0,115903 -0,002083466 0,01862893 -0,002083466 0,01862893
X Variable 1 0,314462642  0,127694229 2,462622201 0,015861 0,060483962 0,568441322 0,060483962 0,568441322
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:: Estimacao dos Betas

Avaliagao Betas Historicos

* Os betas de portfolios com muitos activos contém informacao sobre os betas
futuros desses mesmos portfolios;

* Os betas dos activos individuais contém menos informacao sobre os seus valores
futuros.

Number of

Securities in Correlation Coefficient of
the Portfolio Coefficient Determination

1 0.60 0.36

2 0.73 0.53

4 0.84 0.71

7 0.88 0.77

10 0.92 0.85

20 0.97 0.95

35 0.97 0.95

50 0.98 0.96

Instrumentos e Mercados Financeiros | 1° semestre 2010/11 Ana Lacerda | Claudia Duarte 25



Instituto Superior de Economia e Gestao
I I ° C ° CA PM LN |'VERSIDADE TECNICA DE LISBOA

Porque ¢ que os betas podem variar de periodo para periodo?
v" Alteracio do risco do titulo;

v Em cada periodo o beta é medido com um erro aleatério e, quanto maior o erro menor
o poder de previsao que o beta tem para o periodo seguinte.

As oscilagcoes no tempo dos betas variam de activo para activo. Alguns aumentam, outros
diminuem. Se se considerar um portfolio estas variacoes cancelam, pelo que se observa
uma menor oscilacao nos betas dos portfolios do que nos betas dos activos individuais.

Assim, espera-se que os erros incorridos na estimagao dos betas dos activos individuais
tendam a cancelar quando os activos sao combinados e, consequentemente, se incorra em
menor risco aquando da estimativa do beta de um portfolio. A implicagdo é que os betas
dos portfolios sio uma melhor estimativa dos seus valores futuros,
comparativamente a situag¢ao dos titulos individuais.
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:: Estimacao dos Betas

Ajuste Estimativas Historicas

O beta calculado com dados histéricos é funcao do beta real que pretendemos determinar
e dos erros de amostragem.

Se se calcula uma estimativa muito elevada (reduzida) para o beta de um activo, existe uma
probabilidade acrescida de existir um erro de amostragem positivo (negativo)

= Ao longo do tempo os betas devem tender para 1 (Blume e Levy).

Portfolio 7/54-6/61 7/61-6/68
1 0.393 0.620
2 0.612 0.707
3 0.810 0.861
4 0.987 0.914
5 1.138 0.995
6 1.337 1.169

Source: Blume, Marchell. “On the Assessment of Risk,” Journal of Finance, V1, No. 1 (March 1971).
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:: Estimacao dos Betas

Ajuste Estimativas Historicas: Ajuste de Blume

B, =atbp, L

0.677

0.343

Beta
1948-54
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:: Estimacao dos Betas

Ajuste Estimativas Historicas: Ajuste de Vasicek

2 2
%8 = °%,
—_ 1
/62'2 2 4+ 2 161 + 2 4+ 2 Igz'l
Op 95 Op T 93
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:: CAPM modificado

» Hipéteses do CAPM nio se verificam mercado;

» CAPM boa descricio do mercado a nivel macro mas nio a nfvel micro (investidores)

Validade do CAPM quando as hipéteses nao sao validas. A analisar:

Vendas a descoberto;

" Possibilidade de emprestar e pedir emprestado a taxa de juro sem risco;
" Impostos pessoats;

" Activos nao transaccionaveis;

" Expectativas homogéneas;

" Agentes como tomadores de precgos;

"  Analise multi-periodos.
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APT e CAPM

O caso mais simples revelador da consisténcia entre o APT e o CAPM ¢ obtido
considerando que as rentabilidades sao geradas por um modelo de indice unico da

forma

R.=a + BR, +e

Se existir activo sem risco, para nao haver oportunidades de
arbitragem,

APT = Ri=R;+f,(Ru-R;)

= SML! Logo o CAPM ¢ valido
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Caso com dois indices:

R =R, +b,1,+b,I,+e,, com Elee |~0.

APT D EZ':Rf_l_bﬂ(ﬁl—Rf)_l_bz'Z(ﬁz—Rf)

Se o CAPM se verifica
Ri=R. + B(Ru-R,)
R2-R, = B,(Rm -R;)

Substituindo

R, =R, +(buf, +bfa)(Ru -R))

Definindo g, = 4,8, + b,,, obtém -se a rentabilidade esperada segundo CAPM
R, =R, +f,(Ry-R,)
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