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T T2 s 125 6 ]7 s Jo [w]u] Grafo G=(N,E)
Mestrado Decisdo Econémica e KR N conjunto de vértices
Empresa rial ik 11 E conjunto de arestas
x K 1 |11
COMPUTAGAO s
11111 1 1
Sl (1 1
Sumario: ° 1 1 1
7 1 1 1
Arvores 8 1 111
° 1)1
b 1 1 1
" 1 |1
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Tz s s[5 [e]7 e ]° [°]"] Grafo G=(NE) Na matriz A (tridngular superior i<j) quadrada de
: - ordemn
N conjunto de vértices
E conjunto de arestas aij linha i coluna j matriz
1 (2|3 |4 5 6
, . 1 11213 4 5
No vector indice k 2 s 7 5 |9
.. . . 3 10 |11 |12
Se i>j troca i com j = ==
i-1 5 15
k=Y (n—s)+j—i :
s=1
Diversas aplicagdes necessitam de estruturas Estabelece um estrutura hierarquica numa colecgdo
mais complexas do que as listas, pilhas e filas? de objectos. Exemplos:

e Organizagdo dos directorios num computador;
Exitem algoritmos eficientes para tratamento de )
arvores. e Indice de um livro;

e Arvore geneoldgica;

e Estrutura hierdrquica de uma organizagdo;
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. . . - iararaui 2 Alinhamento
Uma arvore T é um conjunto finito de elementos > Hierarquica d "
denominados nés ou vértices tais que: 0s nos
. . @ A
e T=0¢é adrvore vazia ou / \ B
. . . . C
eExiste um nd r, chamado raiz de T; os nds restantes D
constituem um Unico conjunto vazio ou sdo divididos G
em m>1 conjuntos distintos ndo vazios que sdo as H
sub-arvores de r, cada sub-arvore é também uma arvore. E
(recursivo) F
1
L‘[] DEE- Computagéo 2010/11 Lspinto 7
Parénteses aninhados
(A(B)(C(D(G)(H))(E)(F(1)))
raiz
Diagramas de inclusdo Hierérquica
)y N € Nésinternos
SN
@ A é pai de B,C;
D é filho de C
C é antepassado de |
é G é descendente de C
Nos externos ou folhas
i DEE- Computacdo 2010/11 Lepinto o i DEE- Computacdo 2010/11 Lepinto 10
Qualquer nd da arvore (raiz incluida) Altura
Do n6 - numero de nés do caminho mais longo
eou é interno — nd que tem um ou mais filhos até uma folha;
eDa arvore -altura da raiz
eou é externo (ou folha) — né sem filhos.
[ folha>
Diz- 6 u é ant do d = t do do pai de v; ~ , ’
2-s€ que o,no Y ? antepassado ce v sse ufv ou uantepassado co pai de v . convengoes: altura da folha 1, altura da arvore vazia 0
Diz-se que n6 o v é descendente de u sse v=u ou v descendente do filho de u; .
Subérvore de T com raiz u — né u e todos os seus descendentes mantendo as Profundidade
relagBes entre si; Do né - numero de nds do Unico caminho da raiz ao ng;
, o 22> D3 4rvore - profundidade méxima (das suas folhas);
Aresta da drvore — (u,v) em que u é paide v;
Caminho na arvore — sequéncia de nds em que 2 n6s consecutivos sdo uma
aresta da arvore
(na terminologia de computagdo) @
convengdes: profundidade da raiz 1, profundidade da arvore vazia 0
i DEE- Computacdo 2010/11 Lepinto 11 i DEE- Computacdo 2010/11 Lepinto 12
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Alturada arvore 4
Profundidade da arvo

red

\ No6 |altura |prof

A4 | 1
B 1 2

C 3 2

D 2 3

E 1 3

F 2 3

G 1 4

H 1 4

I 1 4

eDeterminar o nimero de nés da arvore
eResponder se a drvore esta ou ndo vazia
e \erificar se um né

«E interno

oE folha

*E araiz
eDevolver

*0 pai de um né

*Os filhos de um né

¢A informagdo contida num né
eQOperagdes para

eCriar uma arvore

eColocar informagdo num né

eAdicionar uma subdrvore a uma arvore

DEE- Computagao 2010/11
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Ordem pela qual s3o visitados os nés de uma arvore Uma drvore bindria é uma arvore em que cada né tem no
maximo 2 filhos.
ePrefixo um nd é visitado antes dos seus descendentes
(pre-order) Os filhos sdo habitualmente designados por
filho esquerdo e
eSufixo  um no é vistado depois dos seus descendentes filho direito. ﬁ\
(post-order) o @
ePor nivel os nds de um nivel sdo visitados antes dos nos / 5 x}
do nivel seguinte Exemplo de drvore binaria @ \
L-[] DEE- Computagéo 2010/11 Lspinto 15 L‘[l DEE- Computagdo 2010/11 Lspinto 16
*
(@t (b*((c/d)-e))
eArvores de decisdo B ° a+(b*(c/d-e))
eQuestdes SIM / NAO
. ° b*(c/d-e)
ePesquisa de elementos °
i ~ . - c/d-e
eArvores com expressdes aritméticas
eQOperandos nos nds internos
eOperadores nas folhas /d
iz DEE- Computagéo 2010/11 Lspinto 17
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E — movimentar para a esquerda
D — movimentar para a direita
V —visitar o nodo

Como E precede sempre D temos:
*VED prefixo (pre-order)

*EVD infixo (in-order)

*EDV sufixo (post-order)

ePor nivel

DEE- Computagao 2010/11 Lspinto 19
spinte 1o ]

Percurso expresséo
Prefixo +*/CDBA
Infixo C/D*B+A
© @ Sufixo ~ CD/B*A+
Por nivel +*A/BCD

1]

Numa arvore binaria ordenada, para o todo o né u
verifica-se:

e Qualquer n6 pertencente a subarvore esquerda com raiz
em u tem valor menor do que o valor de u

e Qualquer n6 pertencente a subarvore direita com raiz
em u tem valor maior do que o valor de u

Uma drvore bindria de pesquisa estd ordenada:

¢ Se ndo hd repetigdes de elementos

e Se as subarvores esquerda e direita também sdo
arvores binarias de pesquisa

DEE- Computagao 2010/11
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1]

DEE- Computagao 2010/11

Lspinto 22

1]

A pesquisa de um elemento na arvore binaria de pesquisa
devolve ou 0 né em que se encontra o elemento ou a
informacdo de que tal elemento ndo se encontra na drvore.

No pior caso o nimero de comparagdes é da ordem da
altura da arvore.

DEE- Computagao 2010/11
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1]

Insergdo de

L ==
8=
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Remocgdo de um elemento que
*é uma folha — retira-se simplesmente esse né da arvore;

*é n6 com apenas um filho — filho colocado no lugar do né
a retitrar;

*E né com 2 filhos — coloca-se no lugar do né a remover o
menor elemento da subdrvore direita.

Remogdo de

L‘[] DEE- Computagéo 2010/11 | spinto 25 L‘[] DEE- Computagao 2010/11 | spinto 26
Remogdo de @ Remogdo de
, © (=) © @
/
i DEE- Computagao 2010/11 Lepinto 27 i DEE- Computagao 2010/11 Lepinto 28
Arvore binaria de pesquisa pode degenerar numa lista e Arvores completas minimizam o nimero de comparagdes
assim o tempo de pesquisa passa a ser como numa lista efectuadas no pior caso para pesquisar um elemento.
Sequéncia das insercdes
na drvore: 50,20,39,42,40 (a0)
Neste caso, ndo existe vantagem @
< em ter uma arvore 39 @
el &5 & <
@ Uma arvore diz-se completa se o seu
numero de nos for igual a
Sendo h altura da arvore 21 @
Permite a representagdo
V0] raiz; filhos de v[i] sdo v[2*i+1] e v[2*i+2] @
i DEE- Computagao 2010/11 Lepinto 29 i DEE- Computagao 2010/11 Lepinto 30
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Uma drvore bindria diz-se balanceada AVL sse

para todo o né da arvore a diferenga entre as alturas das
suas subarvores ndo excede 1.

Uma érvore que contenha um né que n3o satisfaca esta condi¢do é uma
drvore desregulada.

A diferenca entre as alturas das subarvores de um né é designada por
factor de balanceamento do né.

Adel’son-Vel’skii e Landis (1962)

A manutenc¢do do balanceamento de uma arvore é feita por
diversas operagdes de rotagdo

eSimples ou dupla

3 direita e a esquerda

Implicam consumo de tempo, por isso ha que ponderar o seu uso.
Uma possibilidade para conseguir menos consumo de tempo é manter
um registo em cada né com seu factor de balanceamento, mas
consome mais memoria e é mais complexo.

L‘[] DEE- Computagéo 2010/11 | spinto 31 L‘[] DEE- Computagao 2010/11 | spinto 32
s
h Al
N
h h
h h h h
+
1
h
h
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‘ Inicializagdo: G=(V,E) grafo
AGM ={} n nimero de vértices
m ndmero de arestas
‘Iteragdo
. . . x . Enquanto (|JAGM| < n -1) AND (E <>
Sites interessantes com animag&o sobre drvores u _ (l | ) ( o
e=menor aresta de E
E=E —{e}
Se (E U {e} ndo contém ciclo)
AGM=AGM U {e}
. . Se (|JAGM|< n -1) grafo ndo conexo
http://www.csi.uottawa.ca/~stan/csi2514/applets/avl/BT.html
Pontos cruciais da implementagdo
1. Determinagdo da menor aresta de E ainda ndo examinada
2. Registo das arestas da arvore de modo a testar eficientemente
se a unido de uma nova aresta forma ciclo
iz DEE- Computagio 2010/11 L spinto 35 iz DEE- Computagio 2010/11 L spinto 36
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Entrada de dados: Utilizar um heap

3 vectores 12345 .. m
ArestaV1
‘ ‘ ‘ | | | | => basta em cada iteragdo identificar a menor aresta ainda ndo examinada.
ArestaV2 [(TTTT] ] Habitualmente examina-se apenas uma parte das arestas de E e portanto
ordenar completamente o conjunto das arestas resulta em trabalho
PesoAresta [ | | | | | ] desnecessério

Construgdo do heap inicial  O(m)

Saida de Resultados: Obtengdo da aresta seguinte O(log m)

2 vectores e um escalar

n-1 se o numero de arestas exeminadas for p a complexidade é O(m+p*log m)
AGMArestaV1 LTI 1
Manipular o heap
AGMArestaV2 [T ] Construir heap
PesoAGM \:I Remover aresta do heap
Restaurar heap

DEE- Computagéo 2010/11 Lspinto 37 - DEE- Computag&o 2010/11 Lspinto 38
oo il oo s |

Sub Heap(Primeiro, DimHeap)
Dim menor As Integer Dim esq As Integer Dim dir As Integer
Dim htemp1 As Integer Dim htemp2 As Integer Dim htemp3 As Double
esq =2 * Primeiro
dir =2 * Primeiro + 1
If ((esq <= DimHeap)
If (ArestaPeso(esq) < ArestaPeso(Primeiro))) Then

menor = esq
Else

menor = Primeiro
End If

If ((dir <= DimHeap)
if (ArestaPeso(dir) < ArestaPeso(menor))) Then

12345678910 Endlrf"e”‘":“"
[1]2]3]2]s]6[2]2]a]2] If menor <> Primeiro Then ' trocar

htemp1 = ArestaV1(Primeiro) htemp2 = ArestaV2(Primeiro) htemp3 = ArestaPeso(Primeiro)
[2]3]afafe[7]7[7]6]6] ArestaV1{Primeiro) = ArestaVi{menor)

ArestaV2(Primeiro) = ArestaV2(menor)
[3 J13]a [as]2 [23]s6]19]14] 21] (Prim )

ArestaV1(menor) = htemp1 ArestaV2(menor) = htemp2 ArestaPeso(menor) = htemp3
If menor <= DimHeap / 2 Then Call Heap(menor, DimHeap)

End If
DEE- Computagio 2010/11 L spinto 30 ] — DEE- Computagio 2010/11 L spinto 40
Construir heap Fori=M/2To1Step-1
Call Heap(i, M)
Next i
Remover aresta do heap ArestaV1(1) = ArestaV1(Ultimo)
ArestaV2(1) = ArestaV2(Ultimo)
ArestaPeso(1) = ArestaPeso(UItimo)
Ultimo = Ultimo - 1
Restaurar heap Call Heap(1, Ultimo)
123 456 78910
|5 |1 |3 |1 ‘2 |6 |1 |2 |1 |2 | Ordenadas no heap
(6]2]afef3]7[7[7]a]6]
Depois de
[2 3[4 [1s]13] 23] s6]19] 15[ 21] Fori=M/2To1Step-1
Call Heap(i, M)
Nexti
DEE- Computagio 2010/11 L spinto 41 ] — DEE- Computagio 2010/11 L spinto 42
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Armazenar as arestas ja incluidas na AGM em arvores com raiz

=> araiz é um elemento do subconjunto que serve para o identificar

Fungdes

Uniao
Pesquisa

Juntar a aresta (2,3)

E1ENENENEIEREY

Pesquisa(2)=1
Pesquisa(3)=3

DEE- Computagao 2010/11
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Function Pesquisa(i)

Dim Ptr As Integer

Ptr=i

While Pai(Ptr) >0
Ptr = Pai(Ptr)

Wend

Pesquisa = Ptr

End Function
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Sub Uniaol(i, j)
Dim x As Integer
x = Pai(i) + Pai(j)
If Pai(i) > Pai(j) Then

D,

Pai(i) = x
Pai(j) =i
End If
End Sub
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{Thicializagao:

Paratodoov VPai(v)=-1

Construir o heap inicial com m arestas O(m)
AEconta = 0 ‘ numero de arestas ja examinadas
AGMconta =0 ‘ numero de arestas na AGM
AGM ={}

G=(V,E) grafo
n nimero de vértices
m ndmero de arestas

Iteragdo
Enquanto (AGMconta < n -1){ max m vezes

e=(u,v) do topo do heap

AEconta = AEconta +1

remover e do topo do heap

restaurar o heap O(log m)

rl=Pesquisa(u)

r2=Pesquisa(v)

Se (ri<>r2){
AGM = AGM U {e}
AGMconta =AGMconta+1
Uniao(r1,r2)

Complexidade O( m log n)

m < n? = log(m) = O(log )

}
}

Se (AGMconta < n -1) escrever grafo ndo conexo




