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1. Uma cadeia de Markov {X,, },>0 com estados 0, 1 e 2, tem matriz de probabilidades
de transicao
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Se P{X( =0} = P{Xy =1} = 1, determine E[Xj3].

2. Uma cadeia de Markov { X}, },,>0 com espago dos estados S = {1, 2, ..., 7} tem matriz
de probabilidades de transicao
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(a) Indique a partigao de S induzida pela relacdo de comunicacao entre estados.
Classifique os estados da cadeia, bem como as classes de estados induzidas pela
relacao de comunicagao.

(b) Determine, justificando, o periodo do estado 1.

(c) Identifique o vector de probabilidades de absorc¢ao associado a cada uma das
classes fechadas.

(d) Suponha que Xy = 2. Determine a distribui¢ao limite, justificando.

3. Seja {N(t),t > 0} um processo de Poisson de intensidade A. Designe por S,, o tempo
de ocorréncia do n-ésimo acontecimento. Determine, justificando

(a) E[S4],

(b) E[S4|N(1) = 2],
(c) E[N(4) — N(2)IN(1) = 3].
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4. Suponha que S(t) designa o pre¢o de um activo no periodo ¢ . Um modelo popular
para o processo {S(t)},~, supde que o preco permanece inalterado até a ocorréncia
de um choque, momento em que o preco é multiplicado por um factor aleactério.
Seja N (t) o nimero de choque ocorridos até ¢ e considere que X; designa o i-ésimo
factor multiplicativo, de modo que

S(t) = SO X,
com Hﬁi(f)Xi = 1se N(t) = 0. Considere que {X;},_;, sao varidveis aleatdrias
independentes, exponencialmente distribuidas com média p e que {N (t)}tzo é um
processo de Poisson de intensidade A, independente de {X;},_;, . Seja S(0) = s.

(a) Determine E[S(t)]. [10]
(b) Determine E[S?%(t)] e V[S(2)]. [20]

5. Suponha que cada individuo de uma populagao morre passado um tempo exponencial
de parametro p. Cada individuo vivo, passado um tempo exponencial de média 1/
origina um novo individuo. Adicionalmente existe uma intensidade exponencial de
crescimento com parametro 6, devido a imigracao. Considere que a imigracao nao é
permitida quando o tamanho da populacao é superior ou igual a V.

(a) Identifique as taxas de nascimento e morte do processo. [20]

(b) Se N =3, A =60 =1e pu = 2, determine a propor¢ao do tempo em que a
imigracao estd proibida. [30]

6. Sejam {W,},_,, os instantes de ocorréncia dos acontecimentos num processo de
Poisson com A = 1. Prove que o processo {X,}, 15 , com X, = 2"exp(=W,), é
uma Martingala relativamente a {W,}, _,, [20]



