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Cap. 1 — Programagdo Linear (PL)

Objectivos - aprender a formular problemas em programagdo linear e a resolvé-los
recorrendo ao So/ver/ Excel e graficamente.

Definigoes
Modelo de PL (exemplo protétipo)
i=12,...m recursos ou outras imposigdes do modelo (fdbricas)
j=12,...,nactividades (produtos)
Pardmetros do Modelo:
¢j (j=12..n) coeficientes da FO (lucro unitdrio associado ao produto j)

b; (i=12..m) 2° membro ou termo independente (capacidade disponivel da
fdbrica /)

ajj (j=12..n; i=12..,m) coeficiente técnico (capacidade gasta da fdbrica / por
cada unidade a fabricar do produto j)

Definindo x; como o nhivel da actividade j (j=1,...,n) (unidades a produzir do produto

j), e designando por Z a medida do desempenho total (lucro) a formalizagdo em
programagdo linear é:

Forma Standard:

- n
Z =MaxZ=)ccjX;j fungdo objectivo (FO)
j=1

s.a:
n - - - -
Yajjxj<b; i=1..m restri¢des funcionais
j=1

X >0 j=1,...n restricbes de sinal

A solugcdo de um problema de PL é um vector de R” que representa o valor das
varidveis.

Uma solugdo que satisfaga todas as restrigdes (funcionais e de sinal) designa-se
por Solugcdo Admissivel (SA). Uma Solugdo diz-se Nao Admissivel (SNA) se ndo
verifica pelo menos uma das restrigdes.

O conjunto de todas as solugbes admissiveis desigha-se por Regido Admissivel
(RA).
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Solugdo dpﬁma (S0O) € uma solugdo admissivel que origina o valor mais favordvel
para a fungdo objectivo (FO).

Designam-se por solugées optimas alternativas as diferentes solugdes optimas
de um mesmo problema, caso existam.

Valor Optimo (Z*) é o valor da fungéo objectivo huma solugdo dptima.

Hipoteses da PL

(H1) Proporcionalidade (hum contexto de andlise de actividades): >§<

A contribui¢do de cada actividade () para o valor da fungdo objectivo Zé

proporcional ao nivel da actividade (c;x;).

A contribuicdo de cada actividade para o primeiro membro de cada restrigdo

funcional € proporcional ao nivel da actividade (ajjx;).

(H2) Aditividade (num contexto de andlise de actividades): Xj\/*i?<

Num modelo de PL cada fungdo € a soma das contribuigdes individuais das

respectivas actividades.

(H3) Divisibilidade: Vvj, xj eR.

(H4) Certeza: Num modelo de PL todos os pardmetros sdo constantes
conhecidas.

Propriedades da PL

Propriedade 1: A regido admissivel de um problema de PL ou é um conjunto
vazio ou € um conjunto convexo.

Propriedade 2: Se a regido admissivel de um problema de PL é ndo vazia e
limitada, entdo existe solugdo éptima.

Propriedade 3: Se um problema de PL tem dptimo, entdo pelo menos um dos
pontos extremos da regido admissivel é solugdo éptima.

Propriedade 4: Dado um problema de PL com éptimo, se um ponto extremo da
regido admissivel ndo tem pontos extremos adjacentes com melhor valor
para a fungdo objectivo, entdo esse ponto extremo é solugdo dptima.
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Resolugdo Grafica de Problemas de PL
Exige-se a resolugdo grdfica de problemas com apenas duas varidveis de decisdo.

1°)  Representar a regido admissivel (RA)

a. identificar o semi-plano correspondente a cada uma das restrigdes de
sinal impostas;

b. representar o semi-plano correspondente a cada uma das restrigdes
funcionais (desenhar a recta associada e identificar o semi-plano
associado a respectiva inequagdo / equagdo);

c. definir a RA como sendo o resultado da intersecgdo de todos os semi-
planos identificados. Se RA = o problema é impossivel, caso contrdrio
prosseguir.

2°)  Identificar, caso exista, o(s) ponto(s) éptimo(s):
a. representar uma recta de nivel da FO (atribuindo um valor arbitrdrio a
Z) e identificar o sentido de optimizagdo
b. identificar o(s) pontos(s) da RA a que corresponde o melhor valor de Z
(ou seja, identificar a SO), ou concluir que o problema tem valor optimo
ilimitado (ndo tem solugdo optima).

Um PL estd na forma aumentada se todas as varidveis sdo ndo negativas e todas as
restrigdes funcionais estdo expressas por equagdes, introduzindo, se necessdrio,
varidveis ndo negativas, designadas por varidveis auxiliares (varidveis desvio ou
varidveis de folga).

Uma solugdo aumentada é uma solugdo do problema aumentado.

Propriedade 5: Qualquer problema de PL pode ser escrito como um problema de
PL equivalente na forma aumentada de maximizagdo.
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Passagem de Modelos de PL a Forma Aumentada de Maximizagdo

(i) MinZ= iCij ‘Max(—Z) = i(—Cj)Xj (Min Z =—|\/|é.X(—Z))
j=1 j=1

n n
(i) Restrigo de tipo *<: > @jjXj <bj < D& Xj+Xnyi =0 A X4 20
j=1 =1

n n
(iii) Restri¢do de tipo ‘> : Zakj Xjzb < Zakj Xj = Xn+k =bx A Xpik 20
j=1 j=1

(iv) Variavel ndo positiva: x; <0 < Xj =-x; >0
Lo : i 0
(v) \Variavel livre: x; livre = xj =xj —xj, com < - )
x-:Max{O,— j} 0

Solugdes Basicas Admissiveis

Dado o problema aumentado com m equagdes e ¢ (>m) varidveis, se se atribuir o
valor zero a ?-m varidveis - Varidveis Nédo Bdsicas (VWNB) - e se for possivel
resolver, de forma Unica, o sistema de equagdes lineares em relagdo ds restantes m
varidveis - Varidveis Bdsicas (VB) - obtém-se uma Solucdo Bdsica (SB).

Uma Solugdo Bdsica diz-se Admissivel (SBA) se todas as varidveis respeitarem as
restrigdes de sinal. Caso pelo menos uma varidvel ndo respeite as restrigdes de sinal
a solugdo denomina-se Solugdo Bdsica Nao Admissivel (SBNA).

A cada solugdo bdsica admissivel corresponde um sé ponto extremo da regido
admissivel (RA), também designado por solugcdo de canto admissivel. Cada ponto
extremo da RA tem associada pelo menos uma SBA.

Duas solugcdes bdsicas dizem-se adjacentes se os respectivos conjuntos de
varidveis bdsicas apenas diferem por uma varidvel (e, consequentemente, os
respectivos conjuntos de varidveis ndo bdsicas apenas diferem por uma varidvel).
Graficamente, em R? duas solugdes de canto admissiveis sdo adjacentes se
pertencerem ao mesmo segmento de recta na fronteira da RA.

Dualidade e Analise de Sensibilidade

Objectivos - aprender a interpretar economicamente as solugdes dos problemas,
incluindo pregos-sombra, e a efectuar estudos de sensibilidade a alguns
pardmetros.
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Correspondéncia entre um par de problemas duais (primal/dual)

PRIMAL (DUAL) g

DUAL (PRIMAL)

Maximizar

Max Z (Max W)

Minimizar
Min W (Min Z)

1 restrigdo

w n
<

i-ésima restrigdo de tipo

1 varidvel de decisdo

yi livre  (x; livre)

Termos independentes

bi i=1,..m (¢ j=1,..,n)

Coeficientes da fungdo objectivo

W= by yy +.+ b Y (Z= X +.+ €0 X))

Coeficientes da fungdo objectivo

Termos independentes

Complementos de PL

Z=Cy Xy +.t CoXn (W= Dbyys+..4 by ym) ¢ j=1,...n (b; i=1,...,m)

1 varidvel de decisdo

1 restrigdo

x; livre (y; livre)

Matriz de coeficientes técnicos

A (A")

Matriz de coeficientes técnicos
AT (A)

O /-ésimo prego-sombra (Y, ) representa a propor¢do de variagdo ho valor éptimo

em fungdo do acréscimo no /~ésimo segundo membro.

Relagdo entre as varidveis de um par de problemas duais

(]

n Primal Dual
n Varidvel de decisdo Restricdo (varidvel desvio)
m Restri¢do (varidvel desvio) Varidvel de decisdo
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Propriedades da Dualidade
Propriedade 4: O dual do dual € o primal.

Propriedade 5: Teorema Fraco (dado um problema primal de maximizagdo)

Se X' =(x{,%,....x;) éSAprimal e y'=(yi,....yin) € SA do dual
entdo, Z'=cyX]+CoXh +...+CoXp < bryr +boys +.. 4+ by, =W'.

Propriedade 6: Se x*:(xI,...,x;) ¢ SA do primal, y*:(yI,..., yrn) ¢ SA do dual e
Z*:clxI+czx; +...+cnx; = blyI+b2y; +...+bmy?n =w"
entdo, X* e y* sdo solugdes optimas dos respectivos problemas.

Propriedade 7: Dado um par de problemas duais, se um tem fungdo objectivo
ilimitada o outro € impossivel.

Propriedade 8: Teorema Forte
Dado um par de problemas duais, se um tem solugdo 6ptima entdo o outro

também tem e os valores dptimos dos dois problemas sdo iguais, ou seja,
Z=W.

Propriedade 9: Os pregos-sombra sdo os valores das varidveis de decisdo na
solugdo éptima do dual.

Tabela: Solugdes Primal/Dual

PRIMAL Tem SA Néo tem SA
DUAL
Os dois problemas t&€m SO Primal impossivel
Tem SA * * I
e Z =W Dual ilimitado
N Primal ilimitado Primal impossivel
Ndo tfem SA ) i ) ,
Dual impossivel Dual impossivel

Relagdes de desvios complementares entre solugdes bdsicas complementares

N° de varidveis

Varidvel Primal

Varidvel Dual

m

Bdsica

Ndo Bdsica

f—m

Ndo Bdsica

Bdsica




