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Motivacao

@ Seja X uma v.a. com momentos conhecidos, E(X) = ux e
Var(X) = o2. Pretende-se os momentos de uma funcio de X,

g(Xx).

@ Se g(.) é uma fungio linear da v.a. X, entdo
Elg(X)] = g[E(X)].

e Exemplo: g(X) = a+ bX, com a e b constantes conhecidas.
Se E(X) = ux entdo,

Elg(X)] = E(a+ bX) = a+ bE(X) = a+ buy = g[E(X)]

No entanto esta propriedade é falsa se g(.) ndo é linear em X.

@ Se por exemplo, g(X) = 1/X, Como proceder?
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@ O método delta é uma técnica para calcular de forma
aproximada os momentos de uma funcio ou funcdes de v.a.'s
quando n3o existe um procedimento directo e admissivel para
o efeito.

e Esta técnica baseia-se numa expansdo de g(X) em série de
Taylor de ordem 1 em torno de E(X).
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Série de Taylor

o Definigdo: Se a fungdo g(x) tem derivadas de ordem r entdo
para qualquer constante a o polindmio de Taylor de ordem r
em torno do ponto a define-se como,

r (4 .
Pr(X) :Zg I( )(X—a)l
i=1

1

onde g()(a) é a derivada de ordem /i avaliada em a. O termo,

Rr(x) = g(x) = Pr(x)

designa-se por resto da aproximagao.
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Série de Taylor (cont.)

o Teorema: Se g()(a) existe, entio,

i Rr)
x—a (x —a)"

@ Nota: nas aplica¢des estatisticas trabalha-se habitualmente
com a série de Taylor de ordem r = 1.
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Método delta de ordem 1 (cont.)

@ Sejam Xi,..., X, v.a.s com médias u1, ..., ux € faca-se
X=Xy,...,Xk e p=pi1,..., Mk Suponha que existe uma
fungdo diferencidvel g(X) para a qual se pretende uma
estimativa aproximada da varidncia. Tem-se entdo,

+Zgl :U’I +R1

ou desprezando o termo de erro,

g(p) + Zg, )(xi — pi)
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Método delta de ordem 1 (cont.)

e Considerando os dois primeiros momentos tem-se,
respectivamente,

k

Elg(X)] = g(u) + > _ gl(m)E(Xi — ni) = g(1)

i=1

k
Var[g(X)] ~ Var <Z g (1) (Xi — M:))

i=1

k 2
=E [(Zg;’(u)(Xi — m) ]

= Z[g, (W)]?Var(Xi) + 2 g/ (1)g](1) Cov(X:, X;)

i<j

José Passos Método Delta



Método delta de ordem 1 (Cont.)

@ No caso particular em que X é uma escalar, a expansdo em
série de Taylor de y = g(x) em torno de 1 da-nos a
aproximacgao

y =g(x) = g(p) +&'(n)(x — )
Var(Y) ~ [g'(1)]* Var(X)

@ Em suma se Y é uma qualquer fungdo da v.a. X, Y = g(X)
com g(.) fungdo continua, precisamos apenas de calcular a
Var(X) e a primeira derivada, g'(.) para aproximar Var(Y)
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Método delta de ordem 1: Exemplo

o Exemplo: Seja X uma v.a. com E(X) = p e Var(X) = o2.
Pretende-se calcular Var(1/X). Tem-se y = g(x) =1/x,
g'(x)=-1/x"e

2

Var(Y) ~ <—:2>2 Var(X) = %
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Método delta de ordem 1: Exemplo

@ Exemplo: Seja Xi..., X, uma amostra casual de uma
populaciao de Bernoulli de parametro p. Um estimador
possivel para p é a média amostral, p = X. Suponha que se
pretende a varidncia n3o de p mas de P_ Tem-se ent3o

i—
b)) =2 8(p) = (1—p)2e

p / 2 ~ 1 2 1<
Var(1 — [AJ) ~ [g'(p)]” Var(p) = [(1_'0)2} Var (n ZX,-)

[ 1 ]2 p(l—p)
(1-p)? n
_kh

n(1-p)?
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Método delta de ordem 1: Exemplo

@ Momentos do estimador do racio: sejam X e Y duas v.a.’s
com médias nao nulas . e py, respectivamente. Pretende-se
fazer inferéncia sobre o parametro g(jix, fty) = fix/ by
Tem-se,

0
g(X,Y) ~ gl py) + Wg(ﬂm iy )(X = p)+
X
0 (e (Y — )
6Myg My by Ky ),

com derivadas parciais,

9 g( ) L
Dtix Hxy ty 1y
ig(u i) _ Hx
a Y Xy Yy /L}Z,
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Método delta de ordem 1: Exemplo (cont.)

Tem-se entdo,
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Método delta de ordem 1: TLC

o Utilizando a aproximacgdo em série de Taylor para a média e a
variancia tem-se a seguinte generalizagdo do TLC.

@ Teorema: Seja X, uma sucessdo de v.a.’s que satisfaz,

Vi(Xa — 1) & N(0,0?)

Dada uma fungéo g(.) e supondo que existe g’(u) diferente
de zero, tem-se,

Vilg(Xa) — g(1)] % N (0,0%[g (1)]?)
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Método delta de ordem 1: TLC (exemplo)

o Exemplo: Seja Xi,..., X, uma amostra casual de uma
populagio com média 1 e varidncia 02. Se g(u) = 1/u e se
utilizarmos 1/X como estimador, tem-se,

Jn ()}( _ ;) 4 N0, i40?)
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Método delta de ordem 2

@ No caso em que g'(u) = 0 a técnica anterior no se pode
aplicar. Uma solucdo possivel consiste em tomar um termo
adicional da série de Taylor,

g(Xn) = g(p) + &' (u)(Xn — 1) + gﬂéu) (Xn — 1)* + R2

— () + £, — 1 Ry
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Método delta de ordem 2: TLC

@ Teorema: Seja X, uma sucessdo de v.a.’s que satisfaz,

V(X — 1) % N(0,0?)

Dada uma fungdo g(.) e um valor especifico de ;1 com
g'(1) =0e g'(n) # 0 tem-se,

nla(x,) — 8] & 28 W2
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