TESTE DE HIPOTESES



Uma populacdo X tem uma funcao de distribuicdo F que apresenta aspectos desconhecidos.

Os aspectos desconhecidos podem dizer respeito a fungdo de distribuicdo (inferéncia ndo parametrica)
ou simplesmente a algun(s) parametro(s) (inferéncia paramétrica).

A ideia associada ao teste de hipdteses € estabelecer uma conjectura sobre os aspectos desconhecidos da
distribuicao e verificar se a informacao existente suporta ou ndo esta conjectura.

Primeiros conceitos:

e Hipdtese estatistica: qualquer conjectura sobre aspectos desconhecidos de F.

e Hipdtese paramétrica: qualquer conjectura que diga apenas respeito ao parametro (escalar ou vector)
da distribuicdo. A forma funcional de F é supostamente conhecida.

Neste capitulo apenas nos vamos interessar pelas hipoteses paramétricas

Exemplo — Considere-se uma populacédo da qual se estuda um atributo representado pela v.a. X.

e A conjectura “X é uma variavel aleatéria com distribuicdo exponencial” constitui uma hipotese
estatistica ndo parameétrica.

e Caso se assuma que X tem distribuicdo exponencial, a conjectura “« =1/3" corresponde a uma
hipoOtese paramétrica.



e Hipotese nula e hipotese alternativa
o Inferéncia paramétrica: X ~ f(x|#), € € ®, 8 desconhecido

o Qualquer hipdtese paramétrica estabelece uma particdo do espago-parametro ® em ©, e G,.
— Particdo: ®,U0, =0, O,NO, =
— H,:0e0, ¢eahipltese a testar e H, : 6 € ©, é a hipotese alternativa.

o A hipdtese H, da-se o nome de hipGtese nula, designacdo tradicional que geralmente cor-
responde ao satus quo ou a algo que se pretende manter; a hipotese H, é designada por hipdtese
alternativa.

Exemplo — Pretende aferir-se se determinada moeda é equilibrada. Como se sabe, o resultado do langamento
de uma moeda pode ser modelado por uma distribuicdo de Bernoulli de pardametro ¢ (probabilidade de um
“sucesso”, por exemplo, saida da «face»). A hipotese nula é entdo H,:0=1/2 e a alternativae H,; : 6 =1/2

por forma a que a unido dos valores correspondentes as duas hipdteses seja 0 espaco-parametro.

Neste caso, como ® = (0,1), pode-se, de forma mais rigorosa, redefinir H, para tomar em consideracao este
facto. No entanto, na maioria das situacdes tal ndo é necessario uma vez que a restricdo esta implicita.



Teste de hipoteses

o Um teste de hipoteses € uma regra que permite especificar um subconjunto do espaco-amostra,
W < X, tal que:

o se (X, X,,..., X,) €W rejeita-se H, (aceita-se H,);
® se (X, X,,...,X,) W aceita-se H, (rejeita-se H,).
O conjunto w chama-se regido critica ou regido de rejeicao
o O complementar do conjunto W representa-se por W e designa-se por regido de aceitacao.

Assim um teste estatistico introduz uma particdo do espaco-amostra em duas regides, a regido de rejeicéo
e a regido de aceitacgéo,

WUW =X, WnW =y,
Tenha-se presente que quer W quer W séo subconjuntos de R".
Em muitos casos de interesse pratico consegue-se evitar esta dificuldade recorrendo a uma estatistica
T=T(X,,X,,..., X)), designada por estatistica-teste. Trabalha-se entdo com o espago-amostra relativo a
estatistica T, ou seja, com o conjunto de todos os valores particulares t =T (X;, X,,..., X, ) -

Nestas circunstancias, um teste de hipoteses estabelece uma regra que permite determinar um conjunto
W; tal que: se t eW; rejeita-se H,; se t W, ndo se rejeita H,. O conjunto W; continua a chamar-se re-

gido de rejeicdo ou regido critica.



Em resumo, os ingredientes de um teste de hipoteses séo:
e Ahipotese nula, H,, que é defendida até a evidéncia mostrar o contrario.

e A hipotese alternativa, H,, que é adoptada se a hipotese nula for rejeitada.
e Uma estatistica-teste, T =T (X, X,,..., X,,).

e Uma regido critica, W; .

Sendo o teste de hipoteses efectuado com base numa amostra e ndo no universo, a decisdo a tomar pode
estar errada. Devem assim considerar-se dois tipos de erros.

Teste de hipoOteses — erros de 12 e 22 espécie

Deciséo H, H,
tomada verdadeira falsa

Rejeitar H, |Erro de 12| Decisédo
espécie correcta

Aceitar H, | Deciséo Erro de 22
correcta espécie




Teste mais potente
Lema de Neyman-Pearson
Hipdteses Simples vs Simples

Considere-se 0 caso mais simples em que 0 espaco-parametro € composto por apenas dois pontos,
® ={6,,6,} e suponha-se que se quer testar,

H,:0=6, contra H,:0=0,.
Para o teste associado com a regido critica W, a probabilidade de cometer o erro de 12 espeécie,
o = P(rejeitar H, | H, verdadeira) = P[(X,, X,,..., X)) eW |8 =6,],
designa-se por dimensao do teste.
A probabilidade de cometer o erro de 22 espécie é dada por,
1— 8 = P(aceitar H, | H, falsa) = P[(X,, X,,..., X)) €W |8 =6,].

Esta probabilidade ndo tem designacdo especial, mas a probabilidade do acontecimento contrario — a
probabilidade de ndo cometer o erro de 22 espécie,

S = P(rejeitar H, | H, falsa) = P[(X,, X,,.... X, ) eW |8 =6,].

designa-se por poténcia do teste.



e Probabilidades dos erros e das decisdes correctas.
Probabilidade dos erros de 12 e 22 espécie e decisdes correctas

Decisado tomada H, verdadeira H, falsa
Rejeitar H, Erro de 12 espécie Decisao correcta
Probabilidade =« Probabilidade =S
Aceitar H, Deciséo correcta Erro de 22 espécie
Probabilidade =1—« | Probabilidade =1- 3

Exemplo: Seja X uma populacdo N(u,o°) com o® = 4. Quer-se testar H, : 2 =10 contra H, : uz =14.

a) Recolhe-se apenas uma observagdo, x, e que define-se. como regifo de rejeicio W = {x: x >12.5}.
Calculem-se as probabilidades associadas com cada tipo de erro (a =~ 0.1056, 1—- 5 =~ 0.2266).

b) Mesma pergunta mas assumindo que a amostra tem dimenséo 2 e que W ={(X;, X,) : X, + X, > 25} ou,
de forma equivalente, W ={(x;, X,) : X >12.5}. (« = 0.0384, 1- f = 0.1446, isto &, melhoraram-se as
2 probabilidades).
e Comentario: Alterando a fronteira da regido critica, isto € o valor de k, obtém-se outros valores para « e
S . Aumentando (diminuindo) o valor de k, diminui-se (aumenta-se) a probabilidade de erro de 12 espécie

e em contrapartida aumenta-se (diminui-se) a probabilidade de erro de 22 espécie como se pode ver na
figura
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Fig. 8.3 — Probabilidade de um erro de 12. espécie (sombreado claro)
e de um erro de 22, espécie (sombreado mais escuro) quando k=12.5.

e ldeia importante: A reducdo das duas probabilidades (ou de uma delas, supondo a outra fixa) sO se
consegue aumentando a dimensao da amostra.



e Na impossibilidade de minimizar simultaneamente os dois tipos de erros, torna-se necessario definir uma
abordagem que permita considera-los de alguma forma.

o Filosofia de Neyman-Pearson: fixar a probabilidade associada ao erro de 12 espécie e minimizar
a probabilidade do erro de 22 espécie ou, dito de outra forma, fixar a dimensdo do teste e
maximizar a sua poténcia.

o Esta forma de proceder atribui maior importancia ao erro de 12 espécie, uma vez que é fixado
num valor conveniente, enquanto a poténcia vem a maior possivel dentro dos condicionantes
existentes.

o Geralmente, fixa-se a dimenséo do teste, «, em 0.1, 0.05 ou 0.01 ou seja apenas se rejeita H, se
houver uma forte evidéncia estatistica contra esta hipotese.

Definicdo — Teste mais potente

Fixada a probabilidade do erro de 12 espécie (dimensdo do teste), o teste mais potente € aquele em que a
escolha da regido critica minimiza a probabilidade do erro de 22 espécie. Diz-se também que esta regido
critica € a mais potente.

e Como definir testes mais potentes? Recorre-se ao lema de Neyman-Pearson.




Teorema 8.1 (lema de Neyman-Pearson) — Suponha-se que (X;,X,,...,X,) é uma amostra casual de
populacdo com funcao densidade,

f(x]09), 6<{6,,6,}.
Seja C um numero real positivo e W < R" o conjunto do espago-amostra definido pelas condicdes,

[T, f(x16)
[T, fx16)
P[(x]_l X21--'1 Xn) eW |9: 90]205.

Entéo o teste associado com a regiéo critica W € o teste mais potente de dimensdo o para testar H, : 8 = 6,
contra H, : 0 =40,.

>C < (X, Xy Xy ) €W

Dem.: Murteira (1990D).
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Exemplo: Retome-se o exemplo anterior e alargue-se ligeiramente o seu enquadramento:
— Universo normal com variancia conhecida o

— Hy: u=p, contra H,:pu=wu >u,

— amostra de dimensao n

Aplicacao do Lema (as contas sdo apresentadas de forma detalhada no livro):

n . 1 " 1 n 2
1. Construir a fungéo de verosimilhanca [ fx “‘)_(Go\/ﬂj eXp{_?‘gzil(Xi —H) }

2. Escrever a condicdo sobre a razdo de verosimilhancas e simplifica-la

n
Lo TG Tm) L [ % Xg e X))

Ld_inzlf(xi |/u0) B L(/uo | X11X2,--.,Xn)

3. Obter o valor fronteira utilizando a dimensao do teste

I b S S e 70 B 6 S 7
a—P(X>k|ﬂ_ﬂ0)_P(Go/\/ﬁ>ao/\/ﬁj_l q{%/ﬁJ

>Coe x>k

11



logo d{k—ﬂonl—a = k=py,+z2 ﬂondecI)(za):l—oz

o, /AN “Jn
e A primeira fase de aplicacdo do lema de Neyman-Pearson permite definir dois aspectos essenciais:
O a estatistica-teste
0 o tipo de regido de rejeicdo que Ihe esté associado (inferior ou superior a uma constante k).

e A segunda fase serve para definir o valor da constante k em funcao da dimenséo do teste que se encontra
pré-fixada.

e CUIDADO: O lema so6 tem utilidade pratica quando se conhece a distribuicdo por amostragem da
estatistica-teste.

e Regra intuitiva: No teste de médias, variancias ou proporcdes a regido de rejeicdo esta do lado da
alternativa quando se utiliza a estatistica “natural”.

o Exemplo: Estavamos atestar H, : = u, contra H,:u= 1 >
= Estatistica natural: teste sobre x, utiliza-se X
= 1, > 14, 10go a regido sera do tipo X > k
= O valor concreto de k tem de ser determinado como anteriormente.

o Esta regra € intuitiva (s6 a utilizar nas situacfes habituais) e s se aplica para méedias variancias e
proporcBes e ndo para outros parametros!
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Exemplo (8.4 do livro) - Seja (0.3,0.7, 0.9,1.1, 1.3) uma amostra casual de dimens&o 5 proveniente de uma
populacdo com distribuicdo exponencial,

f(x|0)=0exp{-0x} (x>0,0>0).
Pretende-se testar, H, : & =2 contra H, : 8 =1, com a =5%.

Duas possibilidades a partida:

5
X >k,

o Lema de Neyman-Pearson: % >C <:>Z
o Regra intuitiva: x=1/6 logo passa-se ao teste equivalente H,: x=1/2 contra H, : =1
Regido de rejeicdo do tipo X > ¢ < Z?lei >5c=k
Em qualquer dos casos tem-se ZHZ?:lxi ~ ;((210) , logo
005=P(>° X, >k|0=2)=Pl263° X, >4k
ou seja, 4k =18.3 e k =4.575. Assim,
W = {(xl, Xy ooy Xy ) - Z;xi > 4.575}

Se se observar Z?lei = 4.3, aceita-se H,, ou seja, aceita-se 6 =2.

13



Teste de hipoteses simples contra hipdteses compostas

e Na seccdo anterior estudaram-se os testes de hipdteses numa situacdo pouco comum, em gue O espaco-
parametro € composto por apenas dois pontos, ® ={6,,6,}.

e Para cobrir situacfes mais realistas definem-se 0s conceitos de hipotese simples e hipdtese composta

Uma hipotese estatistica diz-se simples quando o respectivo subconjunto do espaco-parametro €
formado apenas por um elemento; diz-se composta no caso contrario.

Exemplos:

1. Se X é uma variavel aleatéria com distribui¢do de Poisson, X ~ Po(A1), entdo no teste H, : 4 =143 contra
H, : 1 #143, a hipotese nula é simples e a hipétese alternativa é composta; no teste H, : 4 <143 contra
H, : 4 >143, ambas as hipdteses séo compostas.

2. Se X é uma variavel aleatoria com distribuicdo normal N(u,o?), entdo no teste H,:x =10, c° =4
contra H, : ##10 ou o >4, a hipGtese nula é simples e a hipétese alternativa é composta; no teste
H,:x>10, oc° =4 contra H, : £ <10 ou & > 4 ambas as hipoteses sdo compostas.

14



A primeira generalizacdo que vai fazer-se consiste em estudar o teste de hipdteses nulas simples contra
hipoteses alternativas compostas mas unilaterais, isto €, testes do tipo,

H,:6=6,contra H :0>6, (oucontra H, : 0 <6,).

Em situacdes deste tipo:

e Nada se altera no que se refere ao erro de 12 especie (dimensao do teste) ja que apenas depende de H,,

e Deixa de haver um valor para a probabilidade de um erro de 22 espécie e para a poténcia do teste, sendo

necessario definir o conceito de funcéo poténcia (definicdo 8.7 do livro)

A funcéo poténcia do teste H,:8=46, contra H,:68>86, (ou contra H,:6<8§,), com regido
critica W, é dada por, 3(0) = P(rejeitar H, | 8) = P[(X,, X,,...,. X,) eW | 8] para 8 € ®,, onde
O, ={0:0>6,} (ou ®, ={0:0<6,}).

e Em vez de teste mais potente fala-se agora em teste uniformemente mais potente (UMP) — Uma

definicdo formal estd dada no livro (definicdo 8.8). Em termos intuitivos, um teste € UMP se for o mais
potente contra cada uma das hipoteses simples abrangidas por H,.

e Nalgumas situacdes existe um teste UMP que é obtido “estendendo” o lema de Neyman-Pearson, como
vimos em exemplos. Nada obriga a que existam sempre testes UMP !!!

e A regra intuitiva (médias, variancias e proporc¢des) mantém-se!
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Exemplo: Adapte-se o exemplo que se utilizou anteriormente:
— Universo normal com variancia conhecida o
— Ho:ipu=p, contra H;:u>u,
— amostra de dimensao n

e Conclui-se que a regido critica definida por X >k, emanada do lema de Neyman-Pearson (ou obtida
aplicando a regra intuitiva), com dimenséo a = P(X >k | u = ), corresponde ao teste UMP.

¢ A funcdo poténcia vem ,B(y):P(Y>k|y)=1—cD( K-n j U> Ly,
o, /~/n

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. — Funcéo poténcia, H, : #=10contra H, : £ >10. x4, =10, 0, =2, n=2, « =0.05 e k =12.5.
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O que acontece a fungdo poténcia quando n cresce, mantendo-se «? Como € intuitivo a poténcia
também cresce. No exemplo tem-se
2

B (1) =P[X > k(n) | u]= P_z/:/%l > k(z?)\/_ﬁﬂ} u>10, com k(n)=10 +1'645ﬁ’

A

n=10 n=5 n=2

Fig. 8.7 — Funcdo poténcia no teste de H, : =10 contra H, : 1 >10

para amostras de dimensdo n=2, 5e 10.
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Teste de hipoteses compostas contra hipoteses compostas
o Teste H,:0€®, contra H,:0®,, ©={0,,0,}

e Tal como no caso anterior, ha situacoes em que existe um teste UMP que é obtido “estendendo a
filosofia” do lema de Neyman-Pearson, como vimos em exemplos. Mas sO para testes

H,:0=6, contra H,:0<6, ou H,:0<6, contra H,:0 > 6,.
e Prob. do erro de 1?2 espécie
a(@)=P(X eW |0€0B,)
e Dimensao do teste
a:sgp{P(i eW|0e0B,)}

® Prob. do erro de 22 espécie e poténcia do teste, podendo-se estender a defini¢ao

a(0), 00,
pO), 06,
Def.: Familia de distribuicbes com RVM (Razéo de Verosimilhancas Monotona)

A familia {f(x|6),0 € ©} tem RVM na estatistica T, quando para 6, > 6, L(6,)/L(4,) é fungio nfo
decrescente (monoétona) de t =T (x).

B(0) = P(rejeitar H, | 6) = P[(Xy, X,,..., X)) eW |¢9]:{
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Ex.: A familia Bernoulli tem RVM na estatistica T =3, X,. A familia Normal, com variancia conhecida
tambem.

Teorema de Karlin-Rubin: Considere uma amostra casual X =(X,,...,, X,) de dimensdao n de uma
populacdo com distribuicdo com RVM na estatistica T, entdo para ensaiar

H,:0<6, contra H,: 0> 6,

os testes da forma T (x) > t,, onde t, é determinado em funcéo da dimensdo desejada, sdo UMP.

Nota: a adaptacdo ao ensaio H,:0> 6, contra H, : & < 6, € imediata.

Ex: X ~ Exponencial (6)
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Teste de hipoteses simples contra hipoteses compostas, “bilaterais”
Testes bilaterais H,:0=6,contra H, : 0 #6,,

e Numa situacdo destas é facil entender que néo existe, na generalidade dos casos, um teste UMP. Para
tal retome-se 0 exemplo que se tem vindo a tratar e admita-se que se queria testar,

H,:x=10 contra H, : ©#10,
para uma populacdo normal de variancia igual a 4.
e Quando x >10 aregido critica do teste UMP é definida pela condicdo X > K.

e Quando x <10 aregido critica do teste UMP é definida pela condicdo X <k'.

e Recorre-se a uma regra intuitiva que consiste em definir uma regido de rejeicdo nas duas abas da
distribuicdo da estatistica—teste, atribuindo igual probabilidade, seja «/2, a cada uma das duas sub-
regioes.

e Retomando o exemplo vem, para um teste de dimensdo 5% e uma amostra com 25 observacoes, a regiao
de rejeigdo definida por, W = {(X,,..., X,5) : X < 9.216 v X >10.784} .
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Ensaios de Significancia

e Os ensaios de significancia distinguem-se dos ensaios de hipdteses, na medida em que no seu
procedimento estatistico ndo ha qualquer intervencdo de distribuicbes probabilisticas que ndo decorram
da hipdtese nula.

e Esta distincdo € uma das raizes do confronto entre Fischer (t. significancia) e Neymann-Pearson (t.
hipdteses)

e Para Fisher a perspectiva evidencial € a que interessa ao cientista e ndo a “analise custo-beneficio”.

e O aspecto fundamental é encontrar uma estatistica-teste, ou medida de afastamento, T:

e Quando a hipotese nula € verdadeira, a sua distribuicdo é conhecida, ou aproximada.
¢ Quanto mais afastado da hipotese nula for o valor de “T observado” H, : # =10, mais se poe em

davida H,.
o T observado: t, =T (X;,..., X;)
o pobs = P(T 21:obs | HO) ou pobs — P(T Ztobs | HO) ou pobs — P(lT |2 1:obs | HO) é 0 n|,V6| de
significancia ou “valor —p” (p-value).
e Qto menor for o valor o valor-p menor é a evidéncia dos dados em suportar a hipotese nula.
¢ Nos ensaios de significancia ndo ha concretizacédo de hipotese alternativa
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Valor-p

e Num teste de hipoteses, fixada a dimenséo «, o resultado consiste em rejeitar (ou ndo rejeitar) H,, ndo se
tendo em conta se o0 valor da estatistica-teste se situa longe ou perto do limiar de rejeicao.

e O valor-p € uma forma alternativa de reportar o resultado de um teste, forma esta que permite ultrapassar
esta limitacao.

Definicao — valor-p
Dada a amostra concreta (X, X,,..., X, ), 0 valor observado para a estatistica-teste escreve-se,

T(Xl’ Xp peens Xn) :tObS'

O valor-p ou nivel de significancia associado ao valor observado da estatistica-teste é a probabilidade, p,,

de obter este valor ou outro mais desfavoravel para a hipétese nula, admitindo que esta hipotese é
verdadeira.

e O valor-p mede a evidéncia que os dados fornecem a favor de H,. Assim, quanto menor for p,, menor é
a consisténcia dos dados com a hipétese e portanto mais se rejeita H,; por exemplo, se p,,, =0.0001,
rejeitamos sem problemas H, mas se p,, =0.23 aceitaremos H,. O problema surge com os valores
“cinzentos”, por exemplo se p,, =0.068.
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e Para calcular o valor-p

o Obter a distribuicdo da estatistica de teste assumindo que H, (ou o seu valor limite se for uma
hipotese composta) € verdadeira.

o Definir acontecimento mais improvavel (depende de H,) do que aquele que se observou

o Calcular a sua probabilidade

e Exemplos: X ~N(u;4), n =16 tendo-se observado X =11.

23

1. Hy: 210 contra H, : 4 <10
2. Hy: =10 contra H; : 1 #10
Em ambos os casos a estatistica de teste vai ser X que tem distribuicdo X ~ N(u;1/4).

Na situacdo 1 os casos tdo ou mais desfavoraveis correspondem a observar uma media amostral inferior
ou igual ao valor observado (valor mais pequenos de  tendem a originar amostrar com meédias

amostrais inferiores), logo p,,, = P(X <11| #=10).

Na situacdo 2 0s casos tdo ou mais desfavoraveis correspondem a observar uma media amostral mais
“afastada” de 10 do que o valor observado, 11, quer seja para valores superiores quer inferiores logo

Poss = P(X —10/>1.1| 4 =10).




Testes para uma e duas amostras
Exemplo: X quantidade de azeite numa garrafa (dl)

X ~N(u,0%), o> =0.5. Quer testar-se H, : 2 =10, com base numa amostra casual de dimens&o n = 20.
Suponha que se observou X =10.5.

a) Determine para o = 0.05 a regido critica a adoptar.

b) Qual é o valor-p?

Formalizar o problema — Teste bilateral para a média de uma populagéo normal
a) ¢ =0.05logo z,,, =1.96 e tem-se 2 vias alternativas para resolver o problema:

i. Recorrendo a Z. Regido de rejeicdio W, ={z:2<-1.96v z>1.96} (ver quadro) e como
10.5-10

7 R —

05720

ii. Recorrendo a X . Regido de rejeicdo Wy ={X:Xx<9.69v x >10.31} (ver quadro) ja que
10-1.96x+/0.5/20 ~9.69 € 10+1.96x~/0.5/20 =10.31. Como X =10.5 rejeita-se H,.

b) Uma vez mais tém-se 2 alternativas

~ 3.16 rejeita-se H,

I. Recorrendoa Z. Calcular z,,, =3.16.
valor - p ~ 2xPr(Z >[3.16) = 2x Pr(Z > 3.16) ~ 2(1-0.9992) = 0.0016
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ii. Recorrera X . valor- p =Pr(X >10.5| £ =10)+Pr(X <9.5| 2 =10) logo

10.5-10 95-10
valor-p=1-®| —— [+ | —— |~ 2-2D(3.16) ~ 0.0016 ( tabelas
P («/O.S/ZO) («/O.S/ZO) ( ) ( )

Exemplo — Numa sondagem a opinido publica, em dado circulo eleitoral, foram inquiridas 1000 pessoas e
houve 43% que se disseram favoraveis a determinado partido politico. Sera de rejeitar a hipotese deste
partido ter maioria absoluta das preferéncias naquele circulo?

Exemplo — Retome-se 0 exemplo anterior e considere-se que, tempos depois, se efectuava uma segunda
sondagem, no mesmo circulo, inquirindo 1200 pessoas. A proporc¢édo de intencbes de voto passou para 45%.
Em gue medida os dados registados evidenciam uma mudanca de atitude nas intengoes do eleitorado?
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Exemplo — Para confrontar dois tipos de maquinas de ceifar - segadeiras - um trigal foi dividido em sec¢des
longitudinais e cada duas seccOes adjacentes tratadas por cada uma das maquinas. As produtividades
alcancadas foram as seguintes:

Maquina A: 8.0,8.4,8.0,64,86,7.7,7.7,5.6, 5.6, 6.2
Maquina B: 56,7.4,73,64,75,6.1,6.6,6.0,5.5,5.5.

Ao agricultor que experimenta as segadeiras interessa averiguar se a produtividade média das duas maquinas
se pode considerar igual ou se existe diferenca significativa que o leve a preferir uma das méaquinas.
Admitindo que as produtividades de ambas as maquinas possuem distribuicdo normal, o agricultor esta
inclinado a proceder, para « = 0.05, ao teste de,

Ho pn = pg-
Admita-se que se conhecem as variancias, seja o: =1.5 e oz =1.0.
Solucéo:
Z,,s =1.66 logo rejeita-se H,,. Pelo valor-p seriamos mais ponderados ja que,

Dops = P(X = Xg 2 7.22-6.39 | 11, = 5) =1—q>(%j —1— d(1.66) ~ 0.0485.

que se situa muito proximo de 5%.

Se ndo se conhecerem as varidncias, a estatistica-teste serd outra (“t-student”). Ver distribui¢cdes por
amostragem.
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Testes para amostras emparelhadas

Quando se comparam as médias de duas populaces é interessante considerar duas situacoes:
e Amostras (e populacdes) independentes (o que temos vindo a fazer);
e  Amostras emparelhadas para procurar combater as flutuacoes aleatorias;

Amostras emparelhadas:

Em termos intuitivos, uma amostra emparelhada consiste em submeter a mesma amostra as duas situacoes
em analise. Por exemplo, para comparar dois medicamentos contra a insonia, medindo o ganho em horas de
sono, faz mais sentido operar com dados emparelhados, submetendo o mesmo paciente aos dois tratamentos.
Se assim ndo for, ha um vasto conjunto de caracteristicas pessoais que afectam os resultados e mascaram o
efeito das drogas.

Por exemplo, submeter o mesmo grupo de alunos a dois tipos de testes.

Formalmente, a amostra (X;,Y;), i=12,...,n, composta por pares de observagdes independentes de

populagbes normais, respectivamente, X ~ N(uy,0%), Y ~ N(x,,07) é uma amostra emparelhada de
populagdes normais.
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Note-se que embora os pares de observagdes sejam independentes — cada (X;,Y;) € independente de
(X,Y;), com i= j —nada se afirmou sobre a independéncia entre X e Y no mesmo par.

Testes

Testar a hipotese

28

H, ey =1, equivalentea Hy @ uy — o, =0
Sabe-se que Z; = X; =Y, ~ N(uy — 1ty ;0% +0v =20y, ), i=12,...,n

Z — (pux —Hy) _ _
S;/\/ﬁ t(n-1)

Como a variancia é desconhecida, utiliza-se T =

Sendo Z=X-Y e S;zziz.n (Z,-2)
n-1<1-1

Z_
s; /</n

O valor observado, sob H,, da estatistica-teste é dado por T, = e a regido de rejeicéo é

posta de acordo com a alternativa.

Nota final: O emparelhamento permite testar H, sem necessidade de fazer qualquer suposicao
sobre as variancias.



Exemplo — Considere-se 0 exemplo dos ganhos em horas de sono com 0s 2 medicamentos contra a insénia.
Assuma-se a normalidade dos universos e suponha-se que se observou

{(6.3:4.2),(3.9:2.9), (5.8,5.6), (6.9:7.2), (6.4;5.2)}

sendo o0 1° elemento de cada par referente ao ganho com o0 medicamento A e 0 segundo com o medicamento
B. Pretende-se testar se 0 medicamento A é mais eficiente, isto é

Ho:un = pg contra Hy @, > g,
para uma dimensao de 5%.

solucao

o Constréi-se z; > 2.1;1.0;0.2;-0.3;1.2

o Calcula-se 7~0.84 e s, =~0.929 logo T, ~ 2.022
valor-p~ 0.0567
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Testes em universos Normais bidimensionais
Seja [(X(,Y,),(X,,Y,),....(X,,Y, )] amostra casual de pop. normal bidimensional com parametros
Hy  ly Oy, Oy, -

Sejam as estatisticas

v, 82 =Lyt (x, —%)?, 82 =Ly v, —vy?, R 2K = X0 =Y),
n n ns,sS,

S| =
S5 |

Fisher e Romanovsky estudaram as distribuicdo por amostragem:

(X,Y) e (S«,S,,R) sdo independentes, possuindo (X,Y) distribuicdo bi-normal, com pardmetros

o\ N — _i — :03 Cov(X,Y) _
E(X) =uyx, E(Y)=py, Var(X) = . , Var(Y) 0 ar(X) var() p

p continua a ser o coeficiente de correlagéo entre X e Y .
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Sobre (S,,S,,R), a segunda conclusdo a que chegaram refere-se a funcdo densidade marginal do

coeficiente de correlacédo R, cuja expressdo é complexa. Felizmente Fisher conseguiu encontrar uma funcéo
de R cuja distribuicdo tende para a normal com muita rapidez.

A Transformacao Z de Fisher, relativamente aR e a p, respectivamente,

7 =l|n(ﬁj, & L[ ite |
2 \1-R 2 \1-p
Mesmo para valores moderados de n, pode empregar-se a distribui¢ao assintotica

ziN(g,ni_?J@ IN=3(Z -£)~N(0,1).

R
1-R?

Quando p =0 a distribuicdo (exacta) por amostragem de R: ~/n—2 ~t(n-2).

Esta distribuicdo exacta tem, importantes aplicacgoes.
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Testar H,:p=0contraza) H,;: p>0; oub) H;: p<0; ou H,;: p#0.
A estatistica-teste adequada é:

R
1-R?

~t(n-2).

Exemplo — Recolhida uma amostra de dimensé@o 20 de uma populacdo normal bidimensional, o coeficiente

de correlagdo amostral observado é r =0.22. Testar H,:p=0 contra H,: p#0 (teste bilateral), com

dimensdo de 0.05, ar.c. é dada por W; ={t:t<-2.086vt > 2.086}. O valor observado

0.22 - : .
T, =v20-2x————-—=0.9568, ndo se rejeitando a auséncia de correlacdo entre as variaveis.
” J1-0.222
Testar Hy:p=p, %0,

recorre-se as transformacdes Z de Fisher, Z = —InGJr R), £ = %m(“_pj

e utiliza-se T =«/n—3(Z—§)iN(O,1).
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Exemplo 8.17 — Recolhida uma amostra de dimensdo 200 de uma populacdo normal bidimensional, o

coeficiente de correlagdo amostral observado é r =0.22. Para testar H,:p =0.15 contra H,: p#0.15
(teste bilateral), com dimensdo de 0.05, a regido de rejeicdo € dada por w, ={t:t<-1.96vt>196}. Dado H,, O

valor observado da estatistica teste é

T, =+/200—3x %[ln(“ O'sz _ In(1+ 0'15)} ~1.018

1-0.22 1-0.15

néo se rejeitando o valor 0.15 para o coeficiente de correlacéo.

Finalmente, também se pode utilizar a transformacao Z de Fisher par construir intervalos de confianca

para o coeficiente de correlacéo.
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Estatistica de teste X ~ N(x,,0°/n) ou Z =

Resumo de Testes mais habituais:

Populacdes normais — testes de médias e variancias
e Testes de médias com variancia conhecida X ~ N(x,o?), o conhecido.

__ﬂo

X
ol~n

~ N(0])

Teste de H, : 1 = 1, (com o conhecido) contra H,

Regido critica

valor-p

H > Ho

(o}
Z2>7,0U0 X>puy+2, —
Jn

P(Z 2 Zobs | HO)

H < Hy

Z<—Za0u )_(<,Llo T

P(Z < Zobs | HO)

HF Ho

o
|z |> Z,1o OU X>ﬂ0+zaIZT

Vv X<

Ho —

a/2

=

ZP(ZZ| Zobs HHO)

2,'P(Z>2)=c
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e Testes de médias com variancia desconhecida X ~ N(u,o?), o desconhecido.
Raciocinio semelhante mas substituindo a estatistica de teste anterior por

X —

“ e =D

Teste de H, : 1 = 1, (com o desconhecido) contra H,

H, Regido critica valor-p
> P(T >t |H
HZHo list ou x> pp+t, — (T2 tass [ Ho)
[
< s’ P(T <t,.|H
HSHo et ou x<py—t, — (7= tass [ Ho)
Jn
L# L _ ' | 2P(T 2|ty |[H,)
DIt t,, 0u X< - a/2\/*VX>ﬂo+ta/2ﬁ s
X —
onde:t,, =~ 2t :P(T>t,)=a

obs S'/\/ﬁ
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e Testes sobre a variancia.

12
Estatistica de teste  Q = & 7°(n-1).
O'o
Teste de H, :0° = ¢ contra H,
H, Regido critica Valor-p
o’ > 0ol q,o P(Q =gy [ Hop)
q>q,ou s*>-"2"0
n— 1
o’ <o qlao-o P(Q < gy | Ho)
g<gQ,_, ou s% < te-0
n-1
o’ %ot 2 2|2 vezes o menor dos
"la<a,va>aq, ou s? Tz, g2, Qe %0 valores acima
n-1 n-1
n-1)s’
Onde: g, = "2 q, :PQ>q,) =
0
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Populacdes normais — testes a igualdade de duas populacdes
e 2 populacdes normais independentes: X ~ N(u,,0%) e Y ~N(u, ,07), sendo X e Y independentes.

e Na&o estando em causa a normalidade das populacdes, testar a igualdade das distribui¢cdes equivale a testar
a igualdade das médias e/ou a igualdade das variancias.

e Amostra casual com m observac6es da populacdo X e outra com dimensdo n da populacdo Y. Sendo as
variaveis independentes, também o serdo as estatisticas construidas com base numa e noutra amostra.

1° problema teste da igualdade das duas médias.
Ho “pex =gy OU Ho gty —pty =0
como habitualmente, as alternativas de tipo unilateral ou bilateral. Estatistica X —Y .

Tendo presente os resultados obtidos sobre distribuicdes por amostragem para a diferenca de médias X -V,
devem-se considerar trés situacdes no que se refere as variancias:

a) o% e o, sdo conhecidas;
b) o; e oy sdo desconhecidas e iguais;

c) o e o, sdo desconhecidas e diferentes.
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Na situacéo (a) a estatistica-teste vem dada por,

/ = ~N(0,)),
ox Oy
m n

Teste de H, : i, = 1, (com o e o conhecidos) contra H,

H, Regido critica valor-p
Ly >y I P(Z>z,,|Hy)
2>2,0U0 X=Y>27,,|—+—F
m n
L <ty - o2 o P(Z < 24 | Hp)
2<-2,0U0 X—Y<—-Z,—+—
m n
Hy # Hy 0')2( O-YZ ZP(Z Zl Zobs ” HO)
[Z1> 24/ OU [X=F 2,02+
m n
— v
Onde: 2, = X Y =, z2,:P(Z>2,)=«
(o2 (o2
Ox 4 Py
m n
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Na situacdo (b) a estatistica-teste vem dada por,

T= XY ~t(m+n—-2).

\/(m—1)8;(2+(n—1)8{(2 /1+1
m+n-2 m n

Teste de H, : uy = 1, (com o e oy desconhecidos e iguais) contra H,

H, Regido critica valor-p

By >4y [t>t, ou X—y>t s* P(T 2ty [H,)
Hx <ty [t<—-t ou X—-y<-t s* P(T <tgs [ Ho)
Hx %4y | |t]|>t,,, OU |X=y|>t ,,8* | 2P(T 2|ty [|Ho)

Onde: t,,, = X_*y;ta P(T>t,)=c
S

S*_\/(m—l)s;<2+(n—1)s;2 /i+1
m+n-2 m n
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A situacdo (c) € mais complicada e utiliza-se a aproximacao de Welch. A estatistica-teste vem dada por,

sendo r a parte inteira de,
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Teste de H, : 1, = s, (com o e o desconhecidos e diferentes) contra H,

H, Regido critica valor-p
t>t, ou X-y>t, ,[—+—
m n
ﬂX </'lY SIZ S!2 P(T StObS | Ho)
t<-t, ou X—y<-t . %+
m n
Hy # Hy 12 12| 2P(T 2|ty H Ho)
t]>t X—y|>t, [ 2% 4>
[t>t,, ou [X-y[>t, ot
X
Onde: t,, = - Y = t,:P(MT>t,))=«
! !/
Sx  Sv
m n




2

. cn . o}
Teste para a igualdade das variancias H, : 0% = o2 ou de forma equivalente H, —-=1,

42

Estatistica de teste

12

Y

S
F=>% ~F(m-1n-1) quando o} = oy

Teste de H, : 0% = o contra H,

Oy

H, Regido critica Valor-p
2 2 2 P(F>F,.|H,)
Oy >0y s! ( b 0
F>F ou X >F >
12 a
SY
0)2( <03 1 ;(2 P(FSFObs |HO)
F<—ou - <—,
Fa SY Fa
2 2 2 12
oy # 0y 1 s} 1 sl 2 vezes 0 menor
F<——VvF>F,, ou - £ 2 > Fai2 | dos valores acima
al?2 Sy al2 Sy
s 1
. X . . . %, *
Onde: FObSZT’ Fa.P(F>Fa):Of, Fa.P(E> Faj:a
Y




Populacdes ndo normais — grandes amostras
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X _ 4 Q
X=p? N(0,1) para efectuar testes sobre a
ol/n

Recurso ao teorema do limite central, nomeadamente Z =

média do universo quando a variancia € conhecida.

A . : X—pea A2
No caso em que a variancia da populacdo é desconhecida mostra-se que Z = — AN (0), onde 62 é
&/n
um estimador consistente para o, por exemplo a variancia (ou a variancia corrigida) da amostra.

X, — %)~ (s — 1) ® -2 o 52 50 et
(X1 =X,) = (1 ,Uz)~N(0,1),onde &2 e 62 sio estimadores

Para a diferenca de médias utiliza-se Z =

~2 ~2
O o3
%, %2
m n

consistentes para o, e o, respectivamente.



e Caso particular 1 — Universo de Bernoulli
Teste de H, : 8 =6, (numa populacéo de Bernoulli) contra H,

H, Regido critica valor-p

0>0 - P(Z = 20m | Ho)
lz>z,0u X>6,+12, 0,(1-6) [ H,
n

<6 - P(Z<z,,|H,)
° Z<-1,0U X>6,-12, M b 0
n

00 - — 2P\Z >2|z,, ||H
n n

= X_HO , Za:P(Z>Za):a

Onde: z
n
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e Caso particular 2 — Comparacao de 2 universos de Bernoulli
Testede H, : 6, =6, (em populacdes de Bernoulli) contra H,
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H, Regido critica valor-p
g, >0 ~ A~ P(ZzzoslH)
o z>17,0U Y—7>za\/9(1—9)(1+1j m
m n
g, <6 ~ N P(ZszoslH)
o Z<-7,0U 7—7<—Za\/9(1—9)(£+1) sl
m n
g, 6 N A ZP(Zzlzos”H)
T 2l 2 ou|x—7|>za,2\/9(1—e>(1+1) .
m n
Onde: z,, = | ;é=m;za:P(Z>za):a
m+n

\/67(1— HA)(; + ij




