Capitulo 5

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

(Versao preliminar 0.2)
versao disponivel em Maio 2010

5.1 Definicoes e exemplos

De um modo informal diremos que uma equacao diferencial é uma igualdade
que envolve uma func¢ao (incégnita) e algumas das suas derivadas, bem como
varidveis independentes. Resolver uma equagao diferencial é determinar to-
das as funcoes que verificam a referida igualdade. Se se tratar de uma funcao
incognita de uma s6 variavel estaremos na presencga de uma equagao dife-
rencial ordinaria. No caso de a funcao ter varias varidveis e da equacao
envolver derivadas parciais, entao trata-se de uma equacao diferencial
parcial ou com derivadas parciais. A maior das ordens das derivadas da
funcao incognita que aparecem na equacao chama-se ordem da equagao
diferencial. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1 Fquacées diferenciais ordindrias
Y — ()} +92 =sin(z) - ed.o. de 2% ordem

y" — %y —6y =0 - e.d.o. de 3% ordem

e.d.o. de 2° ordem

y' =3yy —y*+ f(z,y)

Y +ay=e” - e.d.o. de 1* ordem

Exemplo 2 Equacgées com derivadas parciais (de 2% ordem)
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1. Equacao de Laplace

82u+82u+ +82u_0
ox  Oxs T 0x2
2. Equacao de difusao ou do calor
ou 5 (0%u n 0u - 0u 0
— ===+t +...F+=]=
ot ox?  Ox3 0x2
onde c € R.
3. Equacao das ondas
Pu 5 (0% n 0%u - 0%u 0
— =+ =+..+= ) =
ot? 0x3 03 ox2

onde c € R.

O estudo deste capitulo incide sobre equagoes diferenciais ordinarias.
Constitui uma abordagem elementar, focando apenas a resolugao de alguns
tipos de equagoes ordindrias mais comuns em problemas de Economia. Mais
precisamente:

- Equacoes Diferenciais Lineares

- Equacoes lineares de primeira ordem

- Equacoes lineares de ordem superior (com enfoque para n = 2)
- Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

- Equacoes diferenciais de variaveis separaveis

- Equacoes de Bernoulli
Vamos introduzir a definigdo rigorosa.

Definicao 3 Chama-se equacao diferencial ordindria de ordem n a
toda a igualdade que envolva uma funcdo y, definida e de classe C™ num
intervalo aberto de R, e algumas das suas derivadas, bem como a varidvel
independente x. Mais precisamente,

F(z,9,9,9", s y™) =0 (5.1)

onde F é uma funcio dada definida num aberto U de R™"*2.

Uma fungao y(x) diz-se soluc@o da equacgao diferencial (5.1) se for
n wvezes diferencidvel num certo intervalo I C R e, ao ser substituida na
equacao, transformar esta numa igualdade. O conjunto de todas as solucdes
de (5.1) designa-se por solugdo geral.
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Definigao 4 Diz-se que a equacgao estd na forma normal se estiver resolvida
em ordem a derivada de maior ordem, isto €,

(n) _

y oz, y, vy oy ).

Nota 5 Tal como referimos em cima, a designacdo equagdo diferencial or-
dindria tem como contraponto a nocdo de equacdo diferencial parcial. De
facto, define-se equacao diferencial parcial como uma relacdo que envolve
uma funcao de vdrias varidveis e as suas derivadas, bem como as proprias
varidvets, o que € traduzido na igualdade seguinte

I ou 0%u Pu 0Fu 0
T1, ** , Ty, U ce _
b T 8:131'1 ’ 81‘2‘18172‘2 ’ 61'1161'1261'13 ’ ’ 8:L‘i10$i2 s al'zk ’

em que os indices ij designam um qualquer inteiro compreandido entre 1 e
n.

5.2 Equacoes diferenciais lineares

Equacoes diferenciais lineares de 1* ordem

Uma equacao diferencial linear de 1* ordem ¢ uma equagao diferencial
da forma
y' + a(z)y = b(z) (5.2)

onde a e b sdo fungoes reais, definidas num intervalo aberto I C R, continuas,
ey =y(z) é a fungao incognita.

Multipliquemos ambos membros da equacao por e’ a(z)

. Entao obtemos

ePa(w)y/ + ePa(x)a(x)y _ ePa(x)b(l,)

e pela derivada do produto
!/
(ePa(m)y> _ ePa(;r)b(:L,)‘

Primitivando ambos os membros em ordem a z e resolvendo algebricamente
em ordem a y, obtemos sucessivamente

P [(epa(z)y>/] = P [epa(x)b(:v)} +C, comCeR
eFe@y = p [epa(z)b(x)} +C, comC€eR

y = e F@ {P [epa(x)b(x)} + C’} , com(CeR

Acabamos portanto de estabelecer o resultado
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Teorema 6 Sendo a e b fungdes continuas num intervalo I, a equagao di-
ferencial linear de primeira ordem

Y +a(z)y = b(x)
tem como solucgoes as funcdes, definidas em I
y(z) = e P {P {ePa(w)b(aﬁ)] + C’} , comCeR. (5.3)
O conjunto destas solugdes designa-se habitualmente por solu¢cao geral.

Nota 7 Observemos que se a func¢do a for identicamente nula, isto é, se
y' = b(x), trata-se de um problema de primitivagdio comum. Como € sabido,
se estivermos interessados em determinar a solucao com a condi¢ao inical
y(zo) = yo, com xg € I e yy dados, a solugdo € unica e € dada por y(x) =
yo—l-f;z b(s)ds. Analogamente, se em (5.2) prescrevermos o valor da solugao
num ponto xqy, a constante C fica univocamente determinada, o que significa
unicidade de solucdo, como veremos em sequida.

Problema de Valores Iniciais (PVI)
- para equacgoes diferenciais lineares de primeira ordem

Consideremos a equagao diferencial de primeira ordem (5.2) com uma condigao
prescrita, isto é,

Y +a(x)y = bz
(5.4)
y(ro) = yo.

Dado que como primitiva de uma funcao pode ser escolhido o integral inde-
finido, entdo, dado xp € I, a solugdo da equagao (5.2) pode ser escrita na

forma
T T t
y (a) = e Juo 2t {/ [efzo a(S)dsb(t)] dHC}’

0

constatando-se assim que C' = y(zg). Logo, se ndo pretendermos apenas a
solucao geral, mas sim uma solucao particular que no ponto xg valha um
valor pre-fixado yg, entao a constante C fica univocamente determinada, o
que enunciamos no resultado seguinte.

Teorema 8 Dados g € I e yo € R, o problema de valores iniciais em I
(5.4), também designado por problema de Cauchy, tem uma unica solugdo
definida em I por

y (z) = yoe Jog a4 = Jz, altyat /

' [ef£0 “(S)dsb(t)] dt.

0



5.3. EQ. DIF. ORDINARIA LINEAR DE ORDEM SUP. 5

5.3 Equacao Diferencial Ordinaria Linear de or-
dem superior

Uma equacgao diferencial linear de 2* ordem ¢é uma equacgao diferencial
da forma

y' +a()y +bx)y = f(z) (5.5)

onde a, b e f sao funcoes reais, definidas num intervalo aberto I C R,
continuas.

No ambito do curso que apresentamos, as equacoes de ordem superior
que consideraremos sao precisamente as de segunda ordem. Apresentamos
contudo alguns elementos de enquadramento mais geral, que obviamente se
aplicam a segunda ordem.

Definicao 9 Chama-se equacgao diferencial linear de ordem n a toda
a equacgdo diferencial da forma

y™ 4 ar(2)y " 4 ag(2)y ) + L+ an(2)y = f(2) (5.6)

onde as fungoes f eay, (k=1,2,...,n), sao fungdes continuas num intervalo
1. Se f =0, a equacdo diz-se homogénea.

Se considerarmos o conjunto C"(R) de todas as fungdes reais n vezes
continuamente diferenciaveis, isto é, fungoes continuas com derivadas até a
ordem n, continuas também, podemos definir em C™(R) o operador dife-
rencial D* que a cada funcéo associa a sua derivada de ordem £k, isto é,

D¥(g) = g™

para cada k = 1,2, 3, ...,n. Assim, podemos considerar o operador diferencial
linear

L=D" 4 ay(x)D™ Y 4 ay(x) D" + .. + a,(x)]

e a equacao diferencial linear de ordem n pode assumir a forma

L(y) = f(x).

Observemos que para quaisquer fungoes f,g € C™(R) e nimeros reais o e 3
tem-se

D*(af + Bg) = aD*(f) + BD*(g),
o que implica que

L(af+pg) = aL(f)+ BL(g)-

Esta propriedade de L traduz-se dizendo que o operador diferencial é linear
e dai a designacao de equacao diferencial linear.
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Problema de Valores Iniciais (PVI)
- para equagoes diferenciais lineares de ordem n

Apresentamos em seguida o teorema de existéncia e unicidade de solugao
para ordem n andlogo ao que enuncidmos anteriormente para a primeira
ordem.

Teorema 10 Consideremos o problema de valores iniciais PVI constituido
pela equagao diferencial de ordem n

Ly =y™ + a1 (2)y" Y + as(2)y™? + ..+ an2)y = f(x)

com as n condi¢des inciais

Yy ($0) = bla y, (33’0) = b27 y” (330) = b37 “'7y(n—1) (.%'0) = bna
onde xg € I e by,bs,...,b, sao numeros dados. Entao o problema PVI tem
uma e uma o solucdo y : I —> R, isto €, uma unica funcao que satisfaz em
I a equacdo dada, bem como as condicoes iniciais no ponto xg.

O resultado seguinte contém indicacao sobre a constituicao da solucao
da equacao diferencial linear de ordem n.

Proposicao 11 A solu¢ao geral da equag¢ao de ordem m (5.6) fica com-
pletamente determinada a partir da solugdo geral da equacdo homogénea
associada e de uma solugdo particular de (5.6).

Dem Suponhamos conhecida uma solugao particular de (5.6) y, e tentemos
encontrar as restantes solugoes y tais que Ly = f. Como L é um operador
linear, tem-se que

L(y_yp>:Ly_Lyp:f_f:0a

o que mostra que y — ¥y, ¢ solucao da equacao homogénea associada. Es-
crevendo y = (y — yp) + yp observa-se entdo que cada solucao y de (5.6) é
soma de uma solucao da equacao homogénea associada com uma solugao
particular de (5.6).

Solugao geral de (5.6) A proposigao anterior poe em destaque que a
solugao geral da equagao diferencial de ordem n (5.6), é soma de uma solugao
particular da equacao, y,, com a solugao geral da equacao homogénea asso-
ciada, yp,isto é

Yg = Yp + Yns (5.7)

o que nos fornece um modo de resolugao através dos passos seguintes

1. Determinacao da solucao geral da equacao homogénea associada yy.
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2. Determinacao de uma solucao particular y, de (5.6).

3. Estabelecimento da solugao geral de (5.6) v = yn + yp-

Nota 12 A expressio y = e~ @) {P [epa(“”)b(x)] +C}, comC €R tra-
duz exactamente o que acabdmos de dizer para o caso n = 1, isto €, para
a equagao linear de primeira ordem (5.2). Com efeito, escrevendo (??7) na
forma

y(z) = e P2@p [ePa(x)b(x)} + Ce @) com C R,

podemos observar que yp(x) = C —Pa@) com C € R, € solugio geral da
equagdo linear homogénea y' + a(z)y = 0 e yp(z) = e P& P [eP2@)p(z)] é

uma solugcao de (5.2).

e

Nao existe teoria geral para a determinacao de solugoes de equagoes li-
neares. Vamos, contudo, estudar o caso particular das equacoes diferenciais
lineares de segunda ordem com coeficientes constantes.

5.3.1 Equacgoes diferenciais lineares de 2% ordem com coefi-
cientes constantes

Consideremos agora o caso n = 2 com coeficientes constantes, isto é,
! /
y +by +cy=f.

A proposicdo anterior e as consideragoes feitas levam-nos entao a considerar
os trés passos referidos. Comecemos pelo primeiro, isto é, por analisar as
equacoes homogénas a fim de determinarmos as respectivas solugoes gerais

Yh-

Solucgao geral da equagao homogénea

Consideremos a equacao linear homogénea de coeficientes constantes

Ly=vy"+by +cy=0, (5.8)

com b, ¢ € R. A resolucdo desta equacao passa pela determinacio das raizes
do polinémio
D? +bD + ¢

a que se chama polinémio caracteristico. Este passo pode ser sugerido
pelo facto seguinte: a funcao exponencial, eP?, cujas derivadas de qualquer
ordem sao também fungdes exponenciais, apresenta-se como uma boa can-
didata a solugao particular da equagao homogénea desde que o coeficiente
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D se ajuste adequadamente. Com efeito, eP* serd solucao da equacio ho-

, , " !/ ~ .
mogénea se e sO se (eDm) +b (eDf‘) + ceP* = 0. Tem-se entdo as seguintes
equivaléncias:

(eDm)”—i-b(er),—i-cer = 0
<~
D%eP* L pDeP* 4+ ceP* = 0
= (5.9)
(D*+bD+c)eP” = 0
<
D*+bD+c = 0.

Tratando-se de um polinémio do segundo grau, ele tem exactamente duas
raizes, que podem ser reais ou complexas. Assim teremos trés casos, para
0s quais apresentaremos, sem demonstracao, a expressao da solugao geral,
yn, da equagao homogénea (5.9), (no que se segue C1,Co € R)):

1. Raizes reais diferentes D; e Dy

yn(x) = Cre™" + Che??,

Dix Do

isto é, trata-se da combinacgao linear das funcoes e
mente por (5.9), sdo solugdes de (5.8).

e e”2% que, obvia-

2. Raizes reais iguais (uma raiz dupla) D
yn(z) = (C1 + Cyz) P,

sendo neste caso combinacao linear das funcdes eP® e z.eP?. E claro por
(5.9) que eP* é solugdo de (5.8); quanto a z.eP* basta substituir em (5.8).

Dx

3. Raizes complexas D = a +if
yn(z) = Cre**cos(Bx) + Coe*“sin(px),

isto é, combinagao linear das fungoes e“®cos(fzx) e e**sin(fx), que sado
solugoes de (5.8).

Solugao particular da equagao completa

Vamos tentar “descobrir” uma solucao particular da equagao diferencial li-
near nao homogénea de coeficientes constantes

y' + by +cy = f(z).

Para tal, experimentaremos como solugao uma fun¢ao do “tipo” do se-
gundo membro e utilizaremos o método dos coeficientes indeterminados.
Restringir-nos-emos aos casos de funcoes de segundo membro que aparecem
com mais frequéncia:
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1. Funcoes exponenciais

Se f(z) = s.e*™, s,a € R, procuraremos como solugao particular uma
funcao do tipo y, = ke®.

Por exemplo, consideremos a equagao

y" + 3y + Ty = 5e’”.

Existird uma solugao particular da equacao da forma y, = ke3”. se e s6 se,
por definicao de solucao, se verificar

(ke*®)" + 3 (ke®®) + The®™ = 5e%
<~

9ke3® + 9ke®® 4+ Tke3® = 5e®
s

25k.e3* = 5
<~

po— L

5

3

Logo yp, = ée * ¢ solugao particular da equacao dada.

2. Polinémios

Se f(z) for um polinémio procuraremos como solugao particular uma
funcao y, que seja também um polinémio do mesmo grau. Por exemplo,
consideremos a equacao

y" — 4y + 2y = 42°.

Neste caso f(x) = 422, isto é, o segundo membro é um polinémio de segundo
grau. Vamos tentar descobrir uma solugao particular procurando entre os
polinémios do segundo grau, isto é, fazendo nessa tentativa y, = Ax? +
Bx + C. Analogamente ao caso anterior esta funcao sera solugao particular
da equagao se e sO se

(Aa:2+Ba:+C)”—4(Ax2+Bw+C)/+2(Ax2+Bx+C’) =  4?
=
2A —4(2Az+ B) +2 (A2’ + Bz +C) = 4a°

Simplificando o primeiro membro obtem-se
242% + (2B — 8A)z + 2A — 4B + 2C = 4a”
donde, pelo método dos coeficientes indeterminados,

24=4; 2B—-84=0 e 24—4B+2C =0.
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Logo
A=2 B=8 e (C=14.

donde y, = 222 + 8x + 14 é solucdo particular da equacio dada.

Obs.: Se o segundo membro for constante, isto é, f(x) = M, ensair-
se-&4 como solucao particular precisamente uma constante, isto ¢, y, = K.
Trata-se de um caso particular de polinémio - polinémio de grau zero.

3. Funcoes seno ou co-seno

Se 0 segundo membro f(x) for um seno, sin (ax) , ou um co-seno, cos (az) ,
procuraremos a solugao particular entre as funcoes do tipo y, = A.sin(ax)+
B. cos(ax). Consideremos, por exemplo, a equacao

y" — 3y’ + 2y = 20sin(27)

e procuremos uma solugao particular do tipo y, = A.sin(2x) + B. cos(2z).
Substituindo na equacao, obter-se-a

(A.sin(2z) 4+ B.cos(2x))” — 3 (A.sin(2z) + B.cos(2x)) + 2[A. sin(2x)+
+B. cos(2z)] = 20sin(2x)

—

—4A.sin(2z) — 4B. cos(2x) — 6A cos (2z) + 6B.sin (2x) 4+ 2A.sin(2z)+
+2B. cos(2z) = 20sin(2x)

<~

(—4A+ 6B +2A) .sin(2z) + (—4B — 6A + 2B) . cos(2x) = 20sin(2z),

donde
—4A+6B+2A=20 ¢ —4B-6A+2B=0.
Logo
A=-1 e B=3
donde y, = —sin(2z) + 3 cos(2x) é uma solucdo particular da equagao dada.

Em resumo, para os diferentes tipos de segundo membro que analisdmos,
as solugoes ensaio estao na tabela

f(x) Sugestao de solugao particular y,
C' (constante) K (constante)
eax keal'
ar?® +bx +c Ax? + Bx +C
sin(az) ou cos(ax) A.sin(ax) + B. cos(ax)
e sin(bx) ou e** cos(bx) Ae® sin(bx) + Be® cos(bx)

et (a0$2 + box + CO) et (a1x2 + bz + cl)
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Sempre que o segundo membro da equagao completa for um dos indica-
dos na tabela e a funcao sugerida para solugao particular nao for solucao
da equacao, dever-se-a4 multiplicar a funcao pela varidvel independente z e
averiguar se a nova funcao ja é uma solucao particular da equacao completa
(se ainda nao for, dever-se-d experimentar a fungao sugerida multiplicada

por x2 e assim sucessivamente).

Solugao geral da equagao completa

Usando a Proposicao 11 para o caso n = 2, isto é, para o caso das equagoes
diferenciais lineares de segunda ordem, podemos afirmar que a solugao geral
da equacao completa é da forma

Y = Yn t+ Yp,
onde yp, ¢ a solugao geral da equacao homogénea e y, ¢ uma solucao parti-

cular da equacao completa.

Exemplo 13 1. Determina¢dio da solucio geral de 3" + 3y’ + Ty = 5e3*.

e Determinacdo da solucao geral yp, da equacdo homogénea associada
Consideremos o polinémio caracteristico e calculemos os zeros

—3++v9—28 3 V19
D2+3D+7:0<:>D:f: -

Entao

1 V1
yn(z) = e 30 (Acos \/2>9x + Bsin 29x> , A,BeR.

e Determinagao de uma solugao particular y, da equacao dada
Tomemos como possivel solucao particular da equagao dada y, = ke3®.
Entao, por definicao de solucao,

(k:e3x)” +3 (ke?’x)/ + Tke3® = 5e37,
isto é,
9ke3® 4 9ke3® 4 Tke3® = 5e32,

0 que é equivalente a
25ke3” = 537,

ou seja,
1
k=—.
)
Logo yp, = %635"’ é solucao particular da equacao dada.
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e Solugdo geral da equacao dada
Pelo que vimos anteriormente temos como solucao geral da equacgao

dada

1 q
y(@) = ze¥ + e

( V19 V19
5

AC082$+BSin2(E> , A, BeR.

5.4 Equacoes diferenciais de primeira ordem

Pelo que vimos anteriormente, uma equacao diferencial de primeira ordem
é uma equagao da forma
/
F(z,y,y') =0

ou, quando expressa na forma normal,

r_

y = ¢(,y).

A resolucao de equacoes diferenciais ndo lineares é tarefa dificil. Nesta seccao
vamos estudar métodos de calculo de solucgoes de dois tipos de equacoes
diferenciais de primeira ordem nao (necessariamente) lineares: as equagoes
com varidveis separaveis e a equacao de Bernoulli.

5.4.1 Equacgoes com variaveis separaveis

Defini¢ao 14 Dada uma equagao diferencial de primeira ordemy’ = ¢ (x,y)
diz-se que se trata de uma equacao diferencial de varidveis separdveis
se a fungao @ for produto de duas fungoes, uma funcao f de varidvel z e
outra funcgao g de varidvel y, isto é, p(x,y) = f(z)g(y).

Proposi¢cao 15 Seja
y' = f(z)g(y) (5.10)

uma equacao diferencial de varidveis separdveis, em que f e g sGo continuas
num intervalo de R. Entao

(i) Todos os valores reais onde g seja nula sdo também solugoes da equagaio,
isto €, se existir a € R tal que g(a) = 0, entdo a fungdo constante y(x) = a
é solugao de (5.10).

(ii) Seja g # 0 num intervalo I e designemos por F e T' duas primitivas de

f e~ = =, respectivamente. Entdo a solugdo geral € dada em I na forma
g

implicita por
F'(y(z))=F(x)+C (5.11)

Observe-se que I poderd nao ser invertivel, o que significa que poderemos
nao ter uma expressao explicita da solugao de (5.11).
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Dem O ponto (i) é evidente pois, sendo y(z) = a e g(a) = 0, substituindo
em (5.10) obtem-se a igualdade trivial 0 = 0. Quanto ao ponto (ii), basta
atender a que

é equivalente a

isto é,

ou seja,
d d
ST (y@) = - F ().

Logo y () é solugao se e s6 se
P(y(a) = F(2)+C, (CER).

Nota 16 A demonstra¢ao do ponto (ii) fornece-nos um "modo formal” de
calcular a solugao de (5.10). Com efeito, vejamos ”formalmente”

1
/g(y)dy:/f(:c)dx—i-C, (CeR),

onde [ indica uma primitiva. Evidentemente, o cdlculo anterior € feito no
pressuposto de que a fun¢do g ndo se anula. Os valores a onde g se anular
constituem também, como vimos pelo ponto (i), solugoes da equagdo, mais
precisamente solugoes constantes y(x) = a.

Exemplo 17 1. Calculemos a solugdo de
y/ — $2€2y'
Ora, usando o modo formal referido anteriormente,

d
y = 2?e¥ = Y 2o
dx

— e Wdy=2ldx
— /e_dey = /xzdx +C

0 que mostra que a solucdo geral € dada na forma implicita por

—2y ZE3

(&
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Observemos que pode ser explicitada,

num intervalo adequado (qual?).

2. Considerando agora

y =2y —2)",
vemos de imediato que y(x) = 2 € uma solu¢ao da equacdo. Seja agora
y > 2. Entao
y = 2y-2)? = Y= 2y -2 = #dy = r?dx
dx (y —2)*
1
= —dy= [ 2*dz+C,
(y—2)*

0 que mostra que a solucdo geral é dada na forma implicita por

+C.

&
3(y—2)3 3

Observemos que, neste caso também pode ser explicitada. Com efeito, temos

1 a3
_— = _— C
3(y —2)3 3 +
3
— —3(y=-2P¥3=——"
(v=2) 3+ 3C
3 1

= = ——+2 R).
y x3+30+ » (CER)

donde

. 1
y(z) = \3/ “ B i3 +2, (CeR)

num intervalo adequado (qual?).

5.4.2 Equagao de Bernoulli

Uma das técnicas que em alguns casos é possivel aplicar consiste na trans-
formacao de uma equacao nao linear numa linear. E o caso da equagao de
Bernoulli. Trata-se de uma equagao nao linear da forma

n

Y + p(x)y = q(z)y",
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onde n > 1 e p e ¢ sao duas funcdes continuas no intervalo dado I. E
possivel transformar a equacao de Bernoulli numa equagao linear. Com
efeito, multiplicando a equacao por y~" obtemos

n n

yy "+ p(@)yy " = q(x)y"y
isto é,
Yy o)yt ™" = q().
Ou, escrito de outro modo,
1
1—-n

(') = (1 —n)y™y.

Defina-se entao a funcao z(z)

(') + p(x)y' ™ = q(2), (5.12)

uma vez que

Substituindo em (5.12), obtemos
!/
m + p(x)z = q(z),
isto é, obtemos a equacao diferencial linear de primeira ordem

24+ (1 —=n)p(@)z=(1—-n)q(x). (5.13)

Chegados a este ponto, aplica-se o processo de cédlculo de solugoes de EDO’s
lineares de primeira ordem. Uma vez determinada z(z), resolve-se em ordem

a y(z), obtendo assim a solucao y(z) = [z(z)] =T para a equagao de Bernoulli
dada.

O que acabamos de ver fornece-nos um algoritmo para a determinacao

da solucao de Bernoulli.
Exemplo 18 Vejamos como resolver o sequinte problema de valores iniciais
22y +2zy = o7

y(l) = 1.

Dividindo ambos os membros da equagdo dada por x*, (x # 0, por exemplo
x €]0,+o0[) obtemos

2 1
VoY =5y,
xT T
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donde, multiplicando tudo pory=3 e fazendo z = y~2, obtemos, pelo processo

indicado anteriormente, a equacdo linear de primeira ordem

2 1
"+ (1-3)22z=(1-3)= 5.14
e+ (1-3)22=(1-3) 5, (5.14)
isto €,
Z/ éZ— 2
. 22

Az) = 5) [p <eP(—i) (_22>

= ! x_5+C}
2

= 240!
5:1:+ T,

com C € R. Agora basta ter em conta que z = y~2 para determinar y(x).



