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Sistemas de Equacoes nao lineares

Determinar os pontos x = (z1, s, -+ ,Z,) € R™ que verificam as condigoes:

[ fi(xy, - x,) =0
) f2(x17"' 73377,) =0

. fn(xla"' 73377,) =0

Exemplo: Determinar x,y tais que

2 +y? =1 Tera solucBes ??

Investigar graficamente...
cosx + cosy = 0
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Preliminares (Normas de vectoriais e matriciais)

* No estudo dos métodos numeéricos para equacoes nao lineares, nomeadamente no

estudo do erro cometido, isto &, da precisdo dos resultados.

Sol. Numérica | Sol. Exacta Erro

n =2 (531,532) (5131,5172) 77

Em geral (Z1,++ 3 Tn) | (1, ,xp) 77




Instituto Superior de Economia e Gestao
UNIVERSIDADE TECNICA DE LISEOA

Como medir a dimensao de vetores e matrizes ?

Norma Euclideana

[(z1,22)||2 = /2] + 23

(21,22, 23)[l2 = /22 + 2 + 22

(21, 22,23, 24) 2 = \/a? + @} + a3 + 2

Em geral,

n 1/2
@, 2]z = (Z:ﬁ)
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Outras Normas

Norma || - ||;

[(z1,22)||1 = |21| + |22
|(z1, 22, 23)||1 = |21| + |22| + |23]

[(z1, 22, 23, 24)||1 = |21| + |22] + 23] + |24

Em geral,

n
|1, )l =) J
1=1
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Norma || - ||

[(z1,22)]|0c = max{|z1], |22}
(21,22, 23)|| 00 = max{|z1], |z2], 73]}

(@1, w2, 23, 24) |0 = max{|zy], [z2], 23], |24}

Em geral,

(1, 2n) oo = max [z
1=1=--n
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Porqué considerar varias normas ?
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Exemplos

Seja x = (1,3,0,—1,0). Tem-se

z]|s = /12 +32 + 02 4+ (=1)2 + 02 = V11

llly = [1] + I3[ + 0] + [ = 1]+ 0] =5

| z][oo = max{[1],[3],[0],[ = 1],]0]} =3
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Interpretacao Geomeétrica

|zl = ]l 0o = lzll2 =
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Actividade

e Escrever uma funcao que, dado um vector de dimensao qualquer, € uma das normas

estudadas, devolva o seu valor.
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Normas Matriciais

* Do mesmo modo que medimos “comprimentos” ou normas de vectores, também podemos

faze-lo no caso de matrizes.

Seja A € R™*™. Definem-se

mn
Al = max 3" |4y
.7_ ) ) ’L:l

n
[Alle = max > | Ay
=L in £
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Exemplo (norma matricial)

1 05 -—1.5
Seja A= 0 025 -1
0 2 0
[Alleo = max{[1] +[0.5] + | — 1.5[, 0] 4 ]0.25] + | — 1, |0] + [2] + |0]}
= max{3,1.25,2} =3
Al = max{|1| 4 |0] 4 [0],]0.5] +[0.25] + |2|,| — 1.5| 4+ | — 1| 4 |0}}

= max{1,2.75,2.5} = 2.75
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Actividade

* Escrever um programa que, dada uma matriz quadrada, calcule as normas matriciais

referidas anteriormente.
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Método do Ponto Fixo para Sistemas de Equacoes

r € R"

.
X1 = 91(551751727' T 75677,)

r= Gl f 1T

X Ln = gn($17$27 U 7£E’n,)

Exemplo:

(2 = cos(0.5y)

|y = sin(0.3x)
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Teorema Seja {2 C R™ um conjunto fechado e nao vazio, onde para uma certa
norma || - || se verifica

1. G é continua e contractiva (no caso de ser diferenciavel L = ||Jg(z)|| < 1).
2. G é invariante em (Q, i.e. G(Q2) C Q.

Entao o sistema de equagoes x = G(z) tem uma e uma s6 solucao z € 2 e
a sucessao T,,11 = G(x,,) converge para z, qualquer que seja a aproximacao
inicial xg € . Além disso temos as seguintes estimativas do erro cometido:

lzm = 2| < Llxm-1 = zll, [lzm = 2] < L™ [|lzo — 2|

L) I e — 2l < —
LTm, Lm—1||s LTm, < _1—L

lzm — 2| < Iy = 2ol

1—-L
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Actividade

* Implementar o método do ponto fixo em Rn e resolver o ultimo exemplo proposto.
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Método de Newton para sistemas

Determinar os pontos x = (z1, s, -+ ,Z,) € R™ que verificam as condigoes:

[ fi(zy, ,zn) =0
f2(x17"' 73377,) =0

. fn(xla"' 73377,) =0

Usando « = (x1, -+ ,x,) € F = (f1, -+, fn) 0 sistema escreve-se na forma

F(x)=0
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Matriz Jacobiana

F:R"*" — R™
(o0n o on
8561 8952 8$n
Ofz 0f2 = 0f
Jr(x) = oxry Oxo 0x.,

of. of.,  Of.,

\31’1 Oxo 8£En)
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Método de Newton

Em R o método de Newton é da forma:

f(zn)

LIn+1 = Tn — F(x0) & Tnpyl = Tp — [f/(xn)]_lf(xn)

Em R™ temos

Flx)=0& —J ' (z)f(z) =0 =2 J; ' (z)f(x)

Se aplicarmos o método do ponto fixo usando G(z) = = — J5 ' (x) f(x)
somos conduzidos ao método de Newton generalizado.

Lpt+1 = Ln — ngl(mn)f(wvﬁ
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Algoritmo

1. Escolher uma aproximacao inicial g € R"

2. Para cada k > 0 fazer

(a) Determinar y, solucao do sistema linear
Jp(xr)y = —F (k)

(b) Calcular a préxima iteragao como sendo

Tipy1 =T T+ Y

3. Terminar quando ||xx11 — Tk| < €, ou quando for atingido um ntimero
maximo de iteracoes.
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Exemplo:
Determinar o ponto em que a funcao

sin xy
372‘|—y2‘|_1

atinge o seu maximo no interior do quadrado [0,2] x [—1,1].

flz,y) =

+ Ccos Yy

COf ( cos(x) 2rsin(xz)
o =0 :1:2+y2+1_(g;2—|— 2—|—1)2_O
; Ox . Yy
of 2y sin(x :
8—:0 — 2y 2() 5 —sin(y) = 0
. UL [ (2 +9y?+1)
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Graficamente

Qual a aproximacao inicial mais adequada ? Funciona Sempre 7 Nao!
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