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Interpolacao

O Problema da interpolacao consiste na obtencao de funcoes que descrevam de forma exacta
um conjunto de dados. Concretamente, dada uma tabela de valores (Observacoes) de uma

determinada funcao f, da forma

Ln

Ty e
f@) | i fo o fa

o Problema consiste em determinar uma funcao, de determinada familia escolhida a priori (p.

ex. Polinomios, fungées trigonométricas, funcbes racionais, etc) , de tal modo que

g(x;) = fi, i=0,---n
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Graficamente
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Em que situacoes se deve interpolar ?

* Quando temos os valores numeéricos de uma funcao desconhecida
para um conjunto de pontos e queremos o valor desta num ponto que
nao consta da tabela

* Quando apesar de conhecermos a expressao de uma funcao, esta
tem uma forma que operacoes como diferenciacao e integracao
dificeis ou mesmo impossiveis.
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Interpolacao polinomial
No caso da interpola¢do polinomial, a familia de fun¢des escolhida para
descrever os dados € constituida apenas por polinomios. Podemos saber a

priori qual deve ser o grau do polindbmio a escolher ?

A
P p(r) = ap + are

2 pontos =>
2 coeficientes no polinomio =>
Polindmio de grau 1
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Interpolacao Polinomial

Em geral, podemos provar que, dado um conjunto de dados da
forma (x;, f;),t = 0,--- ,n, existe um e um s6 polinémio de grau
menor ou igual que n que os interpola.

pn(2) = ag + a1x + asz® + azx® + - + apz”

ag + a1 + asxg + - - + apxlh = fo
ao + a1y + agwi + -+ apxl = fi
pn(xi>:fia Z:O7n<:><

| ao + a1x, + agxi 4 -+ anal = fn



Instituto Superior de Economia e Gestao
UNIVERSIDADE TECNICA DE LISBOA

(1 ro xE - xg\(ao\ (fo\

2 n
1 =y x7 -+ af a1 fi
1 2 n o f
CUQ CUQ -CUQ CL2 2

\1 x;n x ng) \azn) \fzn)

Matriz de Vandermonde

Podemos mostrar que o determinante desta matriz é ndo nulo se e sé se os pontos
Forem distintos. Nesse caso os coeficientes a determinar existem e sao uUnicos, o

Que é equivalente a dizer que o polindmio interpolador existe e é unico.
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Exemplo

Determinar o polindmio interpolador do seguinte conjunto de dados:

0 1
1 1.5
2 0

2

N\

\

CLO—I—G,1°O—|—CL2'02:1
CL0—|—CL1'1—|—CL2°12:1
a0—|—a1-2—|—a2-22:()

pa(x) =14+ 1.52 — 2°

/

CLQIl
D &< a; =15
\0,2:—1

— Polinémio Interpolador
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Exemplo
Determinar o polindmio interpolador do seguinte conjunto de dados:

i | fi 797 4314%  13663¢"  861t°  342739¢°

T T3 @ =36880 20320 " 60280 320 T 17280
2 5)

3 | 3 | 50753t 12631930%  5039501¢ | 1228393t |
4| 3 640 45360 10080 2520
5 2

§ 1

7 1

8 4

9 5

10 | 4
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Interpolacao Polinomial no Mathematica

1. Introducao dos dados: Devem ser fornecidos na forma de uma LISTA
contendo os pontos, Exemplo anterior teriamos:

dados = {{1, 3}, {2, 5}, {3, 3}, {4, 3}, {5, 2}, {6, 1}, {7, 1}, {8, 4}, {9, 5}, {10, 4}};

2. Determinacgdo do polindmio interpolador, usando a funcao
InterpolatingPolynomial:

InterpolatingPolynomial[dados , t |

3. O resultado dos dois comandos anteriores é um polindmio na variavel t,
correspondente ao polindmio interpolador dos dados.
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Polindbmios de Lagrange
| EEED
]

[ — =)

J#1

Deste modo temos que

1, i=j
L’i(xj):{ 0, i

e portanto podemos escrever o polinémio interpolador na forma
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Polindbmio Interpolador de lagrange (no Mathematica)

InterpL[dados , £ ] := Sum|[
dados[[i, 2]] *Product [t - dados[[j, 111, {j, 1, i -1}] %
Product [t - dados([[j, 111, {j, 1+ 1, Length[dados]}] /
(Product [dados[[i, 1]] -dados[[7, 111, {3, 1, 1i-1}] =
Product [dados[[i, 1]] -dados[[]j, 1]],
{j, 1 +1, Length[dados]}]), {i, 1, Length[dados]}]

InterpL[dados, x] // Expand

{{o, 1}, {1, 1.5}, {2, 0}}

T 1.5 s 1, 5%
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Polindmio Interpolador de Newton

Aparece como resposta a uma dificuldade presente no modo de calculo dos polindmios

interpoladores de Lagrange: Se acrescentarmos mais um ponto ao hosso conjunto de dados,

temos que voltar a calcular tudo desde o inicio !!

T ‘:1:0 1 - T x ‘azo T1 o Ty Tnad
f(LU) ‘ fl f2 fn f(ZE) ‘ fl f2 fn fn—l—l
3 3
Pn () Pn+1(2) = pn(z) + c(z — 20)(z — 1) -+ (z — )

Como calcular ¢ ?7??
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Diferencas divididas

Uma diferenca dividida de uma fungao num conjunto de pontos
xo, - ,Tn € designada por

f['cc()axla‘ o 7:Cn]

e Uma diferenca de ordem zero corresponde a prépria funcao:

flzo] = f(=o).
e Uma diferenca de ordem um corresponde a uma razao in-
cremental Flol — fla]
xo| — flz
f[.CU(), 5(31] — : -
o — 1

e Uma diferenca de ordem n calcula-se recursivamente através
da férmula

f[x(),... 73;“_1] _f[x17... ’xn]
o — Tp

f[il?(),.ﬂl?l,' te 7xn—l7ajn] —
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Formula Interpoladora de Newton

pn(x) =flz0] + flzo, z1)(x — 20) + flzo, 21, 22| (2 — 20) (2 — 21) + -+ - +

+flro, 1, -, xp|(r —xp)(x —21) - (T — 1)

Basta entao determinar:
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Esquema de calculo (Tabela de diferencas divididas)
z; Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2

L= f[0]

flzo] — flo1]

o — 1

f[x07$1] -

/

flzo, x1] — flz1, 2]
o — T2

r1=—f|x1] flxo, 1, 22] =

flz1] — flao]

L1 — T2

f[$1,$2] =

AN
flxo, 1,22, x3] = - -
/

7\

flz1, w2] — floa, 23]
Ir1 — X3

:UZ—f[xQ] f[x17x27x3] -

AN

flxa] = flas]

Ty — I3

f[372,333] =

N/ N_ /7 N\

py— 5]
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Exemplo
X f“ f[)] f[aa]
X R o
° 1 ¢! 0.5
L 1 1.5 0.5
2 0 -1.5
2 0

pe(z) =1+ 0.5(x —0) + 0.5(x — 0)(x — 1)
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O que pode correr mal ?

Exemplo de Runge:
1
/(@)

= Ty oL

x;,=—14+1th, 1=0,---.,n
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Qual a origem destas perturbacdes?

Podem ser evitadas ?
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Erro de Interpolacao

o<1 < T << Ty
Para cada x € [xg, z,] temos :

FUE) 1
(n+ 1)!

f(z) —pn(z) = (z —z4)
i=0
Em que ¢ € [xg,x,] é um ponto desconhecido. Se a fungao

tiver derivadas continuas até & ordem n + 1 podemos dizer que:

Erro relacionado com a
Fungdo desconhecida f.  Erro relacionada com os nds de interpolacdo
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Interpolacao de Chebychev

* Os pontos (nos) de interpolagao sao escolhidos de modo a minimizar essa componente
do erro. No entanto, nem sempre temos a liberdade de fazer a escolha dos nos.

Pretendemos entao escolher xg, - ,x, de modo a minimizar
a quantidade

xorﬁnxa%(xn ‘(CU — xO)(aj — xl) T (CU o xn)‘

no case particular do interval [—1, 1] a escolha dos nés deve ser
a seguinte:

2n

21+ 1
xi:Cos((z—l_ M), i=0,---,n—1
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Exemplo de Runge, com nds de Chebyshev

1

Com os “novos” nds de interpolacao
Desaparecem as instabilidades
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Exercicio

Suponha que pretende construir uma tabela de valores da fun¢ido exponencial no intervalo [-2, 2], de

tal modo que ao aproximar linearmente os pontos nao tabelados o erro cometido seja seguramente

inferior a 0.01. Qual deve ser o espacamento entre os pontos da tabela ?

o (0.75) =7

1.5 | 0.22313 No intervalo [0.5, 1] o polinémio interpolador de grau 1 é

-1. | 0.367879 _

205 | 0.606531 p1(x) = 1.64872 + 2'718218_ 0264872 (x —0.5)

0. 1.

0.5 1.64872 exp(0.75) ~ p1(0.75) = 2.1835

1. 2.71828

1.5 4.48169 Na verdade p1(0.75) — exp(0.75) ~ 0.665, pelo que esta tabela nao
2. 7.38906 verifica a restricao proposta.
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Aproximacao de funcoes: Caso discreto

* Ao contrdrio dainterpolacao, em que a funcdo g(x) escolhida para descrever os dados
os devia reproduzir de forma exacta, no caso da aproximacao apenas estamos
interessados numa descricao aproximada.

* Essa descricdao aproximada deve ser optimal, num sentido a descrever mais adiante.

* O numero de parametros a determinar deve ser substancialmente inferior a
guantidade de dados envolvidos.

(ZU(), fO); (3317 fl)a (3327 f2)7 Ty (xna fn)

f(z) = g(z) = apgo(x) + a1g1(z) + -+ + amgm(z), m<<n
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Interpolacao Vs. Aproximacao

WW“

I My

! ||
| !
f(z) ~1.12452 % 10'3 — 4.35647 * 10'32 4 7.6921 * 10*32*

—8:35663 1072 +6.3328 5 102" + - f(z) ~ —4.66217 + 5.11154 7 — 0.108315 2.2
-+ 4.20384 % 10727290 — 1.65171 % 1072257+

417772 % 10732238 — 5.10641 x 1073°23°

Parametros a determinar: 40 Parametros a determinar: 3
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Qualidade da Aproximacao

Se pretendemos medir a qualidade da aproximacao, devemos ser capazes de medir a
Distancia entre os dados a a funcao aproximadora, devemos para isso dispor de uma

Norma, tal como aconteceu no estudo dos sistemas de equacoes.

Consideremos fixo o conjunto de pontos x;, ¢ = 0,---
sejam f, g duas funcoes reais de variavel real. Definimos:

Produto interno: (f,g) Zf x;)g(x;)

Norma: ||f|| = v{f, f) = fx;)?

1=0

n

distancia: d(f,g) =||f —g| = (f(xs) — g(x4))?
1=0

,n e
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Melhor aproximacao no sentido dos minimos quadrados

Fixemos fungoes go(x), - - - , gm(x), linearmente independentes,e T
consideremos o espaco linear gerado por estas, isto €, o espaco S
das funcoes da forma

g(CI}) :a’OQO(x)+°°°+a'mgm<x)7 ag, -+ ,0am cR

A melhor aproximacao dos minimos quadrados para um con-
junto de dados (z;, f(z;)) é a funcao g € S mais proxima de f,
no sentido da distancia anteriormente definida. Devemos entao >
calcular ag, - -- , a,, de modo a minimizar

n

Qao, -+ sam) =llg = fII* =D _(9(x:) — f(x:))?

1=0

~ Z [aogo (@) + -+ + amgm (ws) — f(a)]”
i=0
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A funcao () é uma funcao quadratica dos seus argumentos
(ag, -+ ,am) e, sendo diferenciavel em R™, os seus extremanters
ocorrem necessariamente em pontos estacionarios. Calculemos
entao os pontos estacionarios de (), isto é, os pontos onde se anu-
lam em simultaneo todas as derivadas parciais.

272 =0 ;293'(%)(@090(%) + o+ amgm (i) — f(x;)) =0

<~ ao(gj,go> + .- ‘|‘am<gj790> — <fagj>

Assim os coeficientes a determinar podem ser calculados resol-
vendo um sistema linear.
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Sistema Normal

[ (90:90) {g0:91) -+ (90,9m) \ [ a0 \ [ {fig0) )

(91,90) (91,91) -+ (91,9m) ai (f,91)

\ (G 00) (grrgt) - gmigm) ) \am )\ (g /

Se as funcoes g; escolhidas forem linearmente independentes
o sistema normal tem uma e uma sé solucao. Além disso
podemos ver que a matriz Hessiana (que é constante) é definida
positiva, pelo que a funcao () atinge um minimo no ponto definido
pela solucao do sitema anterior, que é global em virtude de a
funcao () ser convexa.
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Exemplo: Regressao Linear
((n+1) sz‘)(ao) ( > fi
POETEED ¥ a > fiwi
1 T agp 7
& =
x P aj ﬁ

|

90 go

90 91

glagl

fagO

Zgo ;) - go(;)
ZQO xz gl xz
Zgl xz gl xz

21 l=n+1
Zl €T; = Zmz
Zazz €T, = Zazf

foz gO J?, Zfz
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Aproximacao dos minimos quadrados no mathematica

Fit[dados, funcoes de base, variaveis]

Exemplo 1: Os comandos Exemplo 2: Os comandos

Dados = {{0,1}, {1,2},{2,4},{3,0}}; Dados = {{0,1}, {1,2},{2,4},{3,0}};
Fit[dados, {1,x,x"2}, X] Fit[dados, {1, x,Sin[x]}, X]

Dao como resultado a melhor Dao como resultado a melhor
aproximacao dos minimos quadrados aproximacao dos minimos quadrados
com polindmios de grau 2 por funcdes do tipo:

g(x)=a+ b x+csin(x)
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Actividade

Determinar diversas aproximacoes por minimos quadrados para os dados propostos,

procurando melhorar os resultados através de uma escolha criteriosa das funcoes de
base gy, 84y -.r Em.
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Extensoes: Minimos quadrados nao lineares

Exemplo

Determinar os parametros a,b de modo que a fungao g(x) =
cos(ax + b) esteja o mais préxima possivel dos dados (x;, f;). De-
vemos minimizar a funcao

n

Q(a,b) = Z(cos(aa:i +b) — f(x3))?

1=0

ol

([ 0Q 0 Z —2x; sin(az; + b)(cos(ax; + b) — f(x;)) =0
oa i=0
9 5 Sistema ndo Linear
ow =0 Z—Qsin(aaz-qtb)(cos(ax'—kb) — f(z;)) =0
L Ob ) 7 ()

v =0




