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Definition
Um p.e. {X;;t € T} com valores em R e onde T é um intervalo de R,
diz-se continuo em probabilidade se, para todo e > 0 e paratodoo t € T,

temos
limP[|X: — Xs| > ¢] = 0.

s—t

Definition

Sejap>1. Ump.e. {X;;te T} com valoresem IR, onde T é um
intervalo de R e tal que E [|X;:|°] < oo, diz-se continuo em média de
ordem p, se para todo t € T, temos

lim E [|X; — Xs|P] = 0.

s—t

o A continuidade em média de ordem p implica a continuidade em
probabilidade.

o A continuidade em probabilidade (ou em média de ordem p) ndo
implica a continuidade das trajectérias do processo.
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Example

O processo de Poisson N = {N;, t > 0} com intensidade A é um processo
com trajectdrias descontinuas. No entanto tem trajectérias continuas de
ordem 2 (recorde que Ny — Ng ~ Poi(A (t —s))) pois

lim E [\/vt— /vsﬂ — lim [A(t—s)—l—()\(t—s)f] = 0.

s—t s—t

o Como provar que um processo tem trajectdrias continuas?
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Theorem
(Critério de continuidade de Kolmogorov): Seja X = {Xi;t € T} um p.e.
onde T é um intervalo limitado de IR e suponha que existem p > 0 e

a« > 0 tais que
E (X — X;|] < Cle - s[***. (1)

Entdo existe uma versdo de X com trajectdrias continuas.

o Mais precisamente, a Eq. (1) implica que para cada € > 0 existe uma
v.a. G tal que (com probabilidade 1)

Ia
X (@) = Xs (w)] < Ge (w) [t =577~ (2)
e E[G] < 0. Ou seja, X tem trajectérias Holder continuas de
1ta
ordem f para todo f < ==
o Para uma demonstracio deste teorema, ver Karatzas and Shreve,
pags. 53-54 (27 edicdo).
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Probabilidade condicionada

o Consideremos um espa¢o de probabilidade (Q), F, P) e sejam Ae B
dois acontecimentos com A.B € F e P(B) > 0.

o Probalidade condicionada de A dado B:

P (AN B)

P(AIB) = g3

(3)

o A aplicagdo A — P(A|B) define uma medida de probabilidade na
o-algebra F.

o Valor esperado condicionado ou esperanca condicionada da v.a. X
(integravel) dado B:

E [X15]
E(X|B) = 4
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o Seja (), F, P) um espaco de probabilidade e seja B C F uma
o-algebra.

Definition
A esperanca condicionada da v.a. integravel X dado B (ou E(X|B)) é
uma v.a. integrdvel Z tal que

@ Z é B-mensuravel.

@ Para todo A € B temos

E(Z14) = E (X1,) (5)

o Se X for integrével entdo Z = E(X|B) existe e é tnica (quase
certamente).
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Definition

(0-dlgebra gerada): Seja C uma classe de subconjuntos de (). Entdo, a
menor o-dlgebra a conter C representa-se por 0 (C) e diz-se a o-algebra
gerada por C.

Definition
(0-dlgebra gerada por X): Seja X uma v.a. Ent3o a o-4lgebra
{X"1(B): B € Br} diz-se a 0-algebra gerada por X.

o Propriedades

1.
E(aX 4+ bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B). (6)
2.
E(E(X[B)) = E(X). (7)
3. Se X e a o-dlgebra B sdo independentes entdo:
E(X|B) = E (X) (8)
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4. Se X & B-mensurével (ou se o (X) C B) entdo:
E(X|B) = X. (9)
5. Se Y é B-mensurével (ou se o (X) C B) entdo
E(YX|B) = YE(X|B) (10)
6. Dadas duas o-algebras C C B entdo
E(E(X|B)|C) = E(E(X|C)|B) = E(X]C) (11)

7. Considere duas v.a. X e Z tais que Z é B-mensurdvel e X é
independente de B. Seja h(x, z) uma funcdo mensuravel tal que h(X, 2)
é uma v.a. integrdvel. Entao

E(h(X.Z)|B) = E (h(X.2)) .z (12)

Nota: primeiro calcula-se E (h (X, z)) para qualquer valor z fixo da v.a. Z

e depois substitui-se z por Z.
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o Desigualdade de Jensen: Se ¢ é uma fun¢do convexa tal que
E[lo (X)|] < oo entdo

¢ (E(X|B)) < E(¢(X)|B). (13)
o Caso particular: Se E(|X|P) < o0, p > 1,
[E(X|B)|” < E(1X]”|B).
Como consequéncia
E[[E(X|B)|"] < E(|X]?). (14)
o Podemos definir para C € F,

P(C|B) = E(1¢|B).
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o O conjunto de todas as v.a. de quadrado integravel - L2 (Q,F,P)-¢é
um espaco de Hilbert com o produto escalar

(X,Y) = E[XY].

O conjunto L2 (Q), B, P) & um subespaco de L2 (Q), F, P).

o Dada X € L? (Q), F, P) temos que E(X|B) é a projeccio ortogonal
de X no subespaco L? (Q), B, P) e minimiza a distancia em média
quadrdtica de X a L2 (Q), B, P) no sentido em que

E {(X - E(X|B))2} =, in. E [(x - Y)z} (15)
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Exercicios e Exemplos

o Seja X uma v.a. uniforme com valores em (0,1]. Seja A = (0,

Calcule E[X] e E[X|A].
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o Prove que se X e a o-dlgebra B sdo independentes entdo
E(X|B) = E(X)
X e 1, s3o independentes se A € B e

E[X1x] = E[X]E[1a] = E[X]|P(A) = E [E [X]14]

e, por definicdo de esperan¢a condicionada, E(X|B) = E (X).
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o Prove que se Y é B-mensurdvel entdo
E(YX|B) = YE(X|B).

Se Y =14 com A, B € B temos, por definicio de esperanca
condicionada,

E1AE(X[B)1g] = E [1ang E(X|B)]
— E[X1pns] = E [1514X] .

Logo 14E(X|B) = E [14X|B]. Da mesma forma, obtemos o
resultado se Y =3 ", a;1,. (fungdo em escada B-mensurdvel). O
resultado no caso geral prova-se aproximando Y por uma sucessao de
funcdes em escada B-mensuraveis.
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o Dada X € L? (Q), F, P), mostre que E(X|B) é a projeccio ortogonal
de X no subespaco L2 (Q), B, P) e que

E [(X - E(X|B))2} =, min [(X - Y)ﬂ

(1) E(X|B) € L2 (O, B, P) pois & B-mensuravele por (14) temos que
E|IEXIB)IP] < E(IXP) < oo.

(2) Se Z € L% (Q), B, P) temos, pelas propriedades 5 e 2

E[(X - E(X|B)) Z] = E [XZ] - E[E(X|B)Z]
— E[XZ] — E[E(XZ|B)]
=0

e portanto (X — E(X|B)) é ortogonal a L? (Q), B, P).
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(3) Como

E [(X . Y)z] —E [(X . E(X\B))z] +E [(E(X|B) _ Y)Q}
temos que E {(X — Y)Q} > E {(X — E(X|B))2}e portanto

E [(X - E(X|B))2] =, i [(X - Y)2] .

o TPC: Prove as propriedades 1,2, 4 e 6.
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