Estatistica MAEG 2011/12
Exercicios Capitulo 2

1.

Sao propostos os seguintes estimadores para a variancia de uma populagao normal
de média conhecida:
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(a) Estude-os quanto ao enviesamento, consisténcia e eficiéncia.

(b) Calcule, e compare, 0 EQM (erro quadrético médio) dos estimadores.

. Recolhida a amostra casual (X, X5, X3) de um universo com distribui¢do normal

de média p e variancia o2, analise a eficiéncia relativa de T = (X, + 2X, + X3)/4
em relacao a X como estimadores de pu.

Seja (X1,...,X,) uma amostra casual retirada de um universo de média p e
variancia 2. Estude a consisténcia de
n .
_ 2 iy X
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como estimador de p. Compare T e X quanto & eficiéncia.
[Nota: >0 ji=n(n+1)/2e Y *=n2n+1)(n+1)/6.]

Considere uma populagdo com distribui¢ao uniforme no intervalo (0,6), 6 > 0,
da qual se recolheu uma amostra casual. Para estimar 6 propoe-se o estimador
T = max X;.

(a) Analise-o quanto ao enviesamento e consisténcia.

(b) Sera T' uma estatistica suficiente para 67

(¢) Com base no estimador T, proponha um estimador centrado para . Calcule
a sua variancia.

Com base na amostra casual simples (X7, Xs, X3) retirada de uma populac¢ao com

distribuicao exponencial, propuseram-se as seguintes estatisticas para estimar a

média
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(a) Verifique que todos elas sao estimadores nao enviesados da média.

T1 :Xl, TQZ 3

(b) Calcule a eficiéncia relativa entre os estimadores.

(c) Mostre que Ty é uma estatistica suficiente.

. Recolheram-se de forma independente duas amostras casuais de dimensao n de uma

populacdo exponencial. Sendo X e Y as médias respectivas, considere os seguintes
estimadores para a média da populagao:
- X+Y
lenxminXi; T’Q:)(7 T3: —2|_ .
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(a) Estude o enviesamento dos 3 estimadores propostos.
(b) Entre T} e T3, qual lhe parece ser o melhor estimador para a média da po-

pulacao?

Considere uma populagao normal de variancia 1. Compare quanto ao EQM os
estimadores seguintes para a média da populacao:
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De uma populacao Poisson retirou-se uma amostra casual de dimensao n. Prove
que
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¢ um estimador nao enviesado para a média da populacao.

Considere uma amostra casual de dimensao n retirada de uma populacao com
fungao distribuigao F(z) = 1 — (/z)3, 0 < 6 < x. Mostre que o estimador
Ty = min X; é enviesado para 6, embora assintoticamente nao o seja. Corrija o
enviesamento do estimador.

Seja X um universo com distribuigao normal de média 0 e variancia 6 do qual se
recolheu uma amostra casual com uma tunica observagao.

(a) Serda X uma estatistica suficiente para 07 E T} = | X|?

(b) Mostre que X? é estimador nio enviesado de 6.

Considere uma populagao com funcao densidade dada por

1 . [ (Inz — p)?
X _——
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Flo | p) = } 050,

onde p € R.
(a) Verifique se existe algum estimador 7' centrado e de variancia minima (entre
os estimadores centrados) para o parametro p.
(b) Poder-se-a afirmar que o estimador obtido na alinea anterior é um estimador
de maxima verosimilhanca para u?
Seja X uma populacao com fungao probabilidade dada por

fl]a)=al/a-1)"" z=01,

onde a € (0, 1). Determine o estimador da méxima verosimilhanga para « e verifi-
que se ele é centrado.

Admite-se que o numero de veiculos que passam em certo local durante a manha
segue um processo de Poisson. Em nove manhas, obtiveram-se as seguintes conta-
gens para o numero de veiculos observados entre 8h00 e as 9h00: (95, 100, 80, 70,
110, 98, 97, 90, 70).
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(a) Obtenha o estimador e a estimativa de maxima verosimilhanca para o nimero
médio de veiculos que passam naquele local em cada hora do periodo da manha.

(b) Mostre que se trata de um estimador consistente e que é o mais eficiente.
(c) Obtenha uma estimativa de méxima verosimilhanga para a probabilidade de

decorrerem 2 minutos sem passar qualquer veiculo.

Uma fabrica produz certo tipo de componente electréonico cuja vida, em horas, é
uma v.a. com func¢do densidade dada por f(x | A) = Aexp(—Azx), z > 0, onde A > 0.
Numa amostra de 100 componentes, constatou-se uma soma total de duragoes igual
a 59500 horas.

(a) Obtenha o estimador da méxima verosimilhanga para a média da populacao e
mostre que este é o estimador mais eficiente dessa quantidade.

(b) Sabendo que os componentes se vendem em embalagens de 100, calcule a
estimativa de maxima verosimilhanca para o nimero médio de componentes,
por embalagem, que duram mais de 400 horas.

Considere uma amostra casual de dimensao n recolhida de uma populacao com
funcao densidade dada por

flx]0)=22/0>, 0<z<0
com 6 > 0.
(a) Determine a funcdo de verosimilhanga e mostre que 6 = max X; é o estimador
de maxima verosimilhanca para 6.
(b) Analise f no que se refere ao enviesamento e A eficiéncia.
(c¢) Determine o estimador de 6 pelo método dos momentos.
(d) Aponte as limitagdes do estimador obtido na alinea anterior para esta situacao

particular (Nota: pense que se poderia ter observado a amostra (1; 2 ; 6)).

Observada uma amostra de dimensao n de uma populacao com distribui¢cao geométrica,
isto é, f(z | B) =p(1—-0)*, 2=0,1,2,...com 3 € (0,1), determine o estimador de
maxima verosimilhanca para a média da populacao e verifique se é mais eficiente.

[Nota: p=(1—8)/Beo?=(1-p)/]
Recolheu-se uma amostra casual de dimensao n de uma populagao X com densidade
dada por f(z | 8) = B2°~1, 0 <z < 1, onde 8 > 0.

(a) Obtenha o estimador de 3 pelo método dos momentos.

(b) Determine o estimador de maxima verosimilhanga para 1/(.

(c¢) Sabendo que Y = —In X, é tal que Y ~ Ex([3), verifique se o estimador obtido

na alinea b) é o mais eficiente.

Considere um universo com densidade dada por f(z | k) = (2k—22)/k* 0 <z < k,
onde k > 0, do qual se recolheu uma amostra casual de dimensao n.
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(a) Supondo n = 1, obtenha o estimador de méxima verosimilhanga para k. Cal-
cule a respectiva estimativa quando x = 5.

(b) Discuta a obtengao do estimador de maxima verosimilhanga para k para outros
valores de n. Tendo-se observado a amostra (5;3.2;2.1;9.2;7.3), obtenha a
estimativa de maxima verosimilhanca para k.

Considere um universo com densidade de probabilidade dada por f(z | a) =
[(a)texp(—z) 271, x > 0, @ > 0, do qual se recolheu uma amostra casual
que se concretizou em (5;3.2;2.1;9.2;7.3).

(a) Obtenha uma estimativa de méxima verosimilhanga para «.

(b) Obtenha uma estimativa de maxima verosimilhanca para a variancia da po-

pulacao.

Seleccionou-se de uma populagao uniforme no intervalo (0,6), # > 0, uma amostra
casual dimensao n.

(a) Determine o estimador da maxima verosimilhanga para 6. Tratar-se-4 de um
estimador centrado? Em caso negativo proponha, partindo do estimador de
méaxima verosimilhanca, um estimador centrado.

(b) Determine o estimador do método dos momentos para 6.

(¢) Qual dos estimadores escolheria? Justifique.
De uma populagao com distribui¢ao dada por f(x | o) = exp(—2a — x), * > 2a,
a € R, recolheu-se a uma amostra casual que se concretizou na amostra observada
(1.1,3.0,2.1,3.5,1.4,2.8,2.2)

(a) Obtenha a estimativa da maxima verosimilhanca para .

(b) Obtenha a estimativa de a pelo método dos momentos.

Seja Xi,...,X, uma amostra casual retirada de uma populacao X com funcao
densidade dada por

flz|0)=001—-2)°", 0<z<l,
onde 6 > 1.

(a) Determine o estimador de méxima verosimilhanca para 6.

(b) Com base na amostra observada (0.5,0.3,0.6,0.4), calcule a estimativa de
maxima verosimilhanca para a probabilidade de X ser maior que 0.5. Jus-
tifique.

(c) Calcule o limite inferior para a variancia dos estimadores nao enviesados de 6.
Seja X um universo tal que X | o ~ U(a, 2a+8) com v > 0. Determine o estimador

da méaxima verosimilhanga para o parametro « e a respectiva estimativa a partir
da amostra casual (2,4.5,10,2.5,6).
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A duracao, em horas, de determinado componente electrénico utilizado num radar
é uma v.a. com distribuicao exponencial. Considere que se recolheu uma amostra
casual cujo valor observado é (1100, 1300, 900, 1000, 700).

(a) Obtenha uma estimativa da méxima verosimilhanga para a probabilidade de,
numa amostra de dimensao 10, nenhum componente durar menos de 600 horas.

(b) Obtenha também uma estimativa de méxima verosimilhanga para a probabi-
lidade de, num conjunto de 10 componentes, pelo menos um durar menos de
600 horas.

Num saco existem bolas, numeradas de 1 a #. Extraiu-se, ao acaso e com reposicao,
uma amostra de trés bolas, tendo-se observado: 13, 5, 9.

(a) Obtenha a estimativa do nimero de bolas existentes no saco pelo método dos
momentos.

(b) Obtenha o estimador de maxima verosimilhanca para 6. Compare a estimativa
decorrente deste estimador com a obtida na alinea anterior.

O tempo, em horas, que um aluno leva a responder a uma questao do teste é
uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial. Numa amostra casual de 40
observagoes verificou-se um total de 480 minutos.

(a) Determine a estimativa de méxima verosimilhanga para a percentagem de
questoes que sao resolvidas em menos de 15 minutos.

(b) Se um teste tiver 8 questoes, calcule a estimativa para a probabilidade de o
aluno resolver todas as questoes, sabendo que a duracao da prova é 2 horas.

Admite-se que o tempo de reparagao de certo tipo de maquinas segue uma dis-
tribuicao normal de parametros desconhecidos. Para estimar esses parametros
recolheu-se uma amostra aleatéria de tempos de reparagdo (em minutos). Os da-
dos observados sao os seguintes: n = 10, Y. z; = 846, > 7 = 71607. Estime a
probabilidade de o tempo de reparacao de uma maquina ser inferior a 83 minutos.

A altura maxima das ondas durante um ano, em determinado local, é uma varidavel
aleatoria X com funcgao densidade dada por

x z?
f(m|«9):5exp(—%> , x>0

onde 6 > 0.
(a) Com base numa amostra casual de tamanho n proveniente de X, obtenha o
estimador de maxima verosimilhanca de 6.

b) Mostre que se trata de um estimador nao enviesado e investigue a sua eficiéncia.
g
[Nota: X2 tem distribuigéo exponencial de média 29]

(c) Admita que nos ultimos 6 anos se observaram as seguintes alturas méximas:
3.1, 24, 2.6, 2.2, 1.9, 2.8. Estime P(X > 3).



29. Seja X uma populagao com distribuigao dada por f(x | 0) = 20?273, x > 0 > 0, da
qual se obteve a seguinte amostra observada: (15,8,10,5,17).

(a) Compare as estimativas de 6, obtidas pelos métodos dos momentos e da
maxima verosimilhanca.

(b) Obtenha uma estimativa de méaxima verosimilhanca para a média da po-
pulacao.



