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2 Estimacao Paramétrica Pontual

2.1 Introducao
2.1.1 Aspectos Gerais

Situamo-nos no ambito da inferéncia paramétrica:
e Populagdo X tem distribuicdo na familia F = {f(- | 0) : 0 € ©}
e Espaco do paramétrico © C R¥

e Define-se processo de amostragem; em geral (X1, ..., X,,) amostra casual de tamanho n

proveniente de X
e Espaco amostral X
Problema:

e estimar # pontualmente, ou seja, escolher uma aplicagdo x € X — T'(x) € © que a cada amostra

observada faz corresponder um valor para o pardmetro

e A aplicagdo T' é uma estatistica a que se d4 o nome de estimador de 6; cada ponto T'(x) é

designado por estimativa

e Podemos por vezes estar interessados em estimar uma funcgdo de 6, 7(6)
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Exemplo 2.1 Admite-se que X, o nimero de sinistros originados anualmente por uma apélice de

seguro automével, tem distribuicdo de Poisson de pardmetro (desconhecido) A > 0.

Podemos estar interessados em estimar \. Um estimador natural é T(X,,...,X,) = X; a estimativa

de \ associada é T'(xy,...,x,) = Z.

Em vez de focarmos o nosso interesse no nimero médio de sinistros por apolice, podemos estar

interessados em 7(\) = e que traduz a probabilidade de ndo se verificar nenhum sinistro:
P(X=0]|)\=¢e"

A definicio de estimador é extremamente geral:
e 0 que se entende por um “bom” estimador? — critérios de optimalidade

e métodos de construcao de estimadores
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2.1.2 Suficiéncia

e Conceito cujo interesse extravasa o problema da estimacao pontual

e |deia intuitiva: uma estatistica é suficiente para o parametro 6 se retira da amostra aleatéria

X1,...,X, toda a informacao relevante que esta contém sobre o parametro desconhecido 6

Exemplo 2.1 (Continuacdo) Suponhamos que se observa o nimero de sinistros associados a n = 10

/" / 10 -
apdlices de seguro automovel, x1, ..., x19, € que se anota que ) ,._, x; = 14. Devido a um erro no
sistema informatico da seguradora, perde-se a amostra x1, ..., 1. Os responsaveis pelo erro
. 10 . ..
pretendem produzir uma amostra x7, ..., x}, tal que Y ._ w7 = 14 e que seja estatisticamente

indistinguivel da originalmente observada. Isso é possivel?
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Seja T =>"", X; e n=10. Qual a distribuicdo de Xy,..., X, | T = 147
P<X1:$1,...,Xn:ﬂfn,T:14>

P(Xlle,,XnZIn‘T:14):

P(T = 14)
P<X1:$17 7Xn:$n> n
_ P(T = 10) se Y . x; =14
0 se > o x; # 14

e\ /T ;! -
= gy % 2= 1

4 11 -
= =5 —...— S€ x; =14
[ z! n n ;

Ou seja, X1,..., X, | T = 14 segue uma distribuicdo multinomial com vector de probabilidade
Y = (1/n,...,1/n). Esta distribuicdo ndo depende de A\! Sabendo que se observaram 14 sinistros, ndo
é necessdrio conhecer \ para gerar a amostra 7, ..., 2.

Diz-se neste caso que T’ € suficiente para \: toda a informacao relevante sobre A disponivel em
X1...,X,, estad contida em T
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Definicao 2.1 Estatistica suficiente: Seja (X,...,X,,) uma amostra casual proveniente de uma
populacdo F = {f(- | 0) : 0 € ©}. Diz-se que a estatistica T' é suficiente para F (ou, simplesmente,
para 0) se a distribuicdo de (X1, ...,X,) condicionada por T' =t ndo depende de 0, V6 € © eVt. N

Exemplo 2.2 Seja (X4,...,X,,) uma amostra casual de dimensdo n > 3 proveniente de uma
populacdo B(1,6).

Note-se que
f(x1,... @ | 0) = 6==1%i(1 — 2= =01, i=1,...,n.
ComoT =>" X, ~ B(n,0), tem-se que, se y . x; =t

flxy,...,zn | 1) :1/(?)

que ndo depende de 6. Toda a informacdo relevante sobre 6 contida em (X1, ..., X,,) esta condensada
em T': T' é suficiente para 6.

Qualquer funcio biunivoca de T' é também suficiente para 0, por exemplo X .

S = X, + X5 ndo € suficiente para 0: se S = s,

(1, ... x| s) = 0=i=3%i(1 — )27 2i=s xz/<2>

S
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A definicao de suficiéncia é util para verificar se determinada estatistica, cuja distribuicao por
amostragem conhecemos, é ou nao suficiente para . A sua utilidade na pesquisa de estatisticas
suficientes é limitada.

Teorema 2.1 Critério da Factorizacao: A estatistica I’ € suficiente para 6 se e so se existem duas
funcbes ndo negativas g(-) e h(-) tais que para todo o x1, ..., T,

flxe, ...,z | 0) = g[T(x1,...,2,),0] X h(z1,...,2,) .

|
Note-se que ¢(-) depende de (z1,...,x,) unicamente através de T'(x1,...,x,), e de 0, enquanto que
h(-) depende unicamente de (x1,...,x,).
Exemplo 2.3 Seja (X4,...,X,,) uma amostra casual de dimensdo n proveniente de uma populagao

Po()\). Entao,

flxy,...,xn | A) = He Aa:“'
i=1 v

—1

n
— o MANDI1 T i Hazi!

=1

Pelo Critério da Factorizagdo, T' =Y. | X, € suficiente para \. |
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Exemplo 2.4 X,,..., X, amostra casual proveniente de populacdo N(u,c?). Entdo,

n

_ (27_‘_0_2)—71/2 exp[_nMZ/(QO_Q)]eXp [—2%‘2 (Z 37@2 - 2HMZ$1>]

logo (3", X;,S°" | X?2) é suficiente para (j1,0?), e consequentemente (X, S'?) também € suficiente
para (p,0?).

Exemplo 2.5 X,,..., X,, amostra casual proveniente de populacdo U(0,6), 6 > 0.

4 1
f(xy,...,x, | 0) = 7 sex; € (0,0), i=1,....n
i=1

=0 " H L0.0y(;)
i=1
= Q_n[(_oo,e)(fU(n)) X I(O,+w)(x(1)>

concluindo-se que X,y € suficiente para 0. |
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2.1.3 Verosimilhanca e Informacao

Consideremos modelos uniparamétricos F = {f(- | ) : § € ©}, onde © C R. Seja X3,...,X,, uma
amostra casual de tamanho n proveniente de F.

Definicao 2.2 Verosimilhanca: Observada uma amostra (z1,...,x,), a correspondente funcdo de

verosimilhanca de 6 é dada por

LO|x1,...,x,) = f(x1,...,2, | 0)

n

=] f(x:10) .

=1

Como z1,...,x, estd fixo, € comum escrever-se L(f).

Exemplo 2.6 Suponha-se que X | A\ ~ Po(\) representa o nimero de sinistros originados anualmente

por uma apdlice de seguro automével. Observa-se uma amostra casual de tamanho n = 10 tal que
Sor o xp =14 e []a;! = 288. Tem-se L(\) = exp(—10\)A'/288.
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Funcao de verosimilhanca de lambda

L(lambda)
1.5e-07 2.0e-07 2.5e-07 3.0e-07
l l l |

1.0e-07
|

5.0e-08
|

0.0e+00
|

0.0

0.5

1.0 15 2.0

lambda

2.5

3.0
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Exemplo 2.7 Suponha-se que X | p ~ N(u,1) e que se observou a amostra
(3.38,5.93,4.75,3.77,4.18,5.29,3.83) . Como T = 4.45 e > x? = 143.49, segue-se que

1
L(p) = (2m) "2 exp -5 (143.49 — 2 x 7 x 4.450 + Tp?)

Funcao de verosimilhanca de mu

L(mu)
l l l I

0.00000 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010 0.00012
|

35 4.0 4.5 5.0 55

mu

10
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Observacao importante: A verosimilhanga ndo é uma fung¢do (densidade de) probabilidade e
portanto ndo tem uma escala natural associada. Esta definida portanto a menos de uma constante
multiplicativa:

LO|x,...,2n) x f(z1,...,2, | 0)

constante essa que pode depender de x4, ..., x, mas que nao depende de 6. O que tem significado sao
razoes de verosimilhanca

LO | z1,...,2,)

L(O* | x1,...,2,)

- ~ 7 Ve / . \
medindo quao verosimel é § comparativamente com 6* a luz dos dados observados z1,. .., ,.
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Condicoes de regularidade
C1—O é um intervalo aberto de R.
C2—O conjunto {x : f(x | #) > 0}, i.e., o suporte de f(- | 8), ndo depende de 6.
C3—A funcdo f(x | 0), x € X, 0 € O, é diferencidvel em ordem a 0 para todo o x
C4—Tem-se que 0 < F [01n f(X | 0)/96]> < +o0 para todo o 6

C5—A permutacdo de 2 and [ dx é vlida.

Observacoes:
e (C2 exclui modelos como U(0,0): 6 >0

e C4 garante que av.a. S =0In f(X | #)/06 tem segundo momento finito.

12
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Definicao 2.3 Funcao Score: Observada a amostra 1 ..., x,, a funcdo score destina-se a medir a

variacdo relativa da funcio de verosimilhanca em funcio de 0:

L0 wy,. o w,)  OIML(O| 2y, .., 2p)
L0 |2y, ) 00 '

SO | z,...,x,)

n

Nota: Para uma amostra casual, tem-se S(0 | z1,...,z,) =>_ ., 5(0 | x;) onde S(0 | x;) é a

1=1

funcao score associada a i-ésima observacao.

Teorema 2.2 Verificando-se as condicées de regularidade, tem-se que para todo o 6 € ©

B[S ] X1,...,X,)] =0
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Definicao 2.4 Medida de informacao de Fisher: A quantidade de informacao de Fisher sobre 0

contida na observacao de X1, ..., X, € definida por

Tixy,x(0) = E{[SO | X1,..., X))’}

Propriedades:

e Verificando-se as condi¢des de regularidade, Z(x, . x,)(0) = Var[S(0 | X1,...,X,)]

.....

e No caso de uma amostra casual, Zx, . x,)(0) = nZx,(0)

e Fdérmula atil para o calculo de Z: verificando-se as condicbes de regularidade,

0%In f(X1,..., X | 0)
00?2

Teorema 2.3 Sendo T'(Xy,...,X,) uma estatistica, tem-se que

Tixy,..xy)(0) =—E

Tixy,..x)(0) > Ir(0)

verificando-se a igualdade se e s6 se T' for suficiente para 6.
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Exemplo 2.8 Seja X,..., X,, uma amostra aleatdria proveniente de uma populagido Po(\), A > 0.
Entao,

SO\ | x4, ... 1) = %(:E )
logo,

E fcil ver que Tixy,..xn)(A) = nlx,(A).

Além disso,

pelo que
_821nf(X1,...,Xn\)\) n

E EJe == Tixy,..x)(AN)
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2.2 Critérios de optimalidade

e A avaliacao da qualidade de um estimador faz-se considerando a populacdo de estimativas que

gera, ou seja, a sua distribuicao por amostragem. Avalia-se o estimador e n3o a estimativa.

e A existéncia de um estimador que seja ‘ideal’ é facilmente rebatida:

7/

Exemplo 2.9 Considere-se uma populacdo B(1,0) e uma amostra casual X, ..., X, dela extraida. E

natural considerar que um estimador T' € ‘melhor’ que um estimador S como estimadores de 6 se
E[(T - 0" < E[(S—0)? VI

ou seja, se o erro quadratico médio de T' nunca é superior ao de S.

Seja T = X e considere-se S = 0.3. Claramente, EQM,(T) = 0(1 — 0)/n e EQM,(S) = (6 — 0.3)*>. W
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2.2.1 Centragem

Definicao 2.5 Estimador centrado: Um estimador T diz-se um estimador centrado de 7(0) sse

E[T]=7(0) Y9ec0O

Observacoes

e significa na pratica que se se utilizar T" para estimar 7(f) um ndmero muito grande de vezes, entdo

a média das estimativas obtidas estard préxima de 7(¢) qualquer que seja ¢
o by(T) = E|T] — 7(0) - enviesamento ou viés. Estimador ndo centrado diz-se enviesado.

e Nem sempre existem: observa-se X ~ B(1,0) e pretende-se um estimador centrado de 6%, T(X).
Ent3o, deve ter-se, V6

0> =T(1)0+T(0)(1—0) < 6*=[T(1)—T(0)]0 + T(0)
0 que € impossivel.
e A média amostral € sempre um estimador centrado da média da populacao, caso esta exista

e A variancia amostral corrigida é sempre um estimador centrado da variancia da populacao, caso

esta exista
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2.2.2 Eficiéncia

Definicao 2.6 Sejam T' e T™* estimadores centrados de 7(0). Dizemos que T € mais eficiente que T*

na estimacdo de 7(6) se
Var(T) < Var(T*) V6 € ©

O estimador de 7(6) centrado T' € o mais eficiente se qualquer que seja T*, estimador centrado de

7(6), se tem que T' é mais eficiente que T™*. |

Teorema 2.4 Desigualdade de Fréchet-Cramer-Rao: Considere-se uma populacdo verificando as
condi¢bes de regularidade, e seja T(0) uma fungdo real e diferencidvel de 0. Seja ainda T' um estimador
centrado de 7(0) com varidncia finita. Se, V0 € ©

E T(Xl,...,Xn)alnf(Xl’a‘e“’X”‘6)“ < 400
‘ ol f(X1,....X,|0)] &
Elrx,.. .. x2S - | )]—%E[T(Xl,...,Xn)]

caso em que I se diz regular, entao

[~ (9))°
Var(T) > T (0
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Observacoes:

e No caso em que 7(#) =6 e Xy,..., X, é amostra casual de populagdo X, tem-se para qualquer
estimador (regular) centrado de 6, T,

Var(T) > [nZx ()]

e O limite inferior de FCR sé é valido caso se verifiquem as condicdes de regularidade

e Mesmo verificando-se as condicoes de regularidade, ndo existem garantias de que exista um

estimador centrado de 7(f) cuja varidncia atinja o limite inferior de FCR

e a0 quociente entre o limite inferior de FCR e a varidncia de um estimador centrado de 7(¢) dé-se o
nome de eficiéncia (absoluta):

[T/ Lix,,..x.)(0)

eo(T) = Var(T)

Se as condi¢oes de regularidade forem satisfeitas, tem-se que 0 < ey(T) < 1. Se ep(T) =1, T é
necessariamente o estimador mais eficiente na estimacdo de 7(6).

e Fala-se ainda de eficiéncia assintética, ej(7') = lim,, 1 €9(7'), € em estimadores assintoticamente
mais eficientes.
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Exemplo 2.10 Se¢ja X1, ..., X,, uma amostra casual de tamanho n proveniente de uma populacdo
Po(\). Vimos que Zx(\) =1/, logo qualquer estimador centrado de \, T', verifica

VarlT]) > A/n

Consequentemente, X é o estimador mais eficiente de \.

Qualquer estimador centrado de 7(\) = e = P(X =0), S, verifica

Var(S) > Xe™*'/n .

Exemplo 2.11 Seja X ~ U(0,0), 6 > 0 e considere-se

Xin -
— X

Verifica-se que T é centrado para 0 e que Var(T) = 6 /[n(n + 1)]. Além disso, I(x,.. x,)(0) = nd~>
(calculada como se as condigcdes de regularidade estivessem verificadas), pelo que

Var(T) < LIFCR.

Nao estio satisfeitas as condicoes de regularidade. |
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Em que condicdes existem estimadores mais eficientes para 7(0)? Corolario do Teorema de
Frechét-Cramer-Rao:

Teorema 2.5 Seja T =T(X4,...,X,) um estimador regular ndo enviesado de 7(0). T é mais
eficiente se e sé se existir 3(0) tal que

SO | xy,...,2,) =BT (x1,...,2,) —7(0)] .

Observacoes:
e se existir um estimador mais eficiente para 7(f), este serd necessariamente suficiente

e caso ndo exista um estimador mais eficiente para 7(), o conceito de eficiéncia (absoluta) deixa de
fazer sentido

e eficiéncia relativa: T e T™ estimadores centrados, a eficiéncia de T™ relativamente a I’ é definida
por
~ Var(7)

GQ(T*7 T) — W
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Exemplo 2.12 Se X ~ B(1,0),

S(@]azl,...,xn):m(:ﬁ—ﬁ)

logo, X € o estimador mais eficiente para 0. |

Exemplo 2.13 Considere-se o modelo Cauchy de pardmetro de localizacdo 6 e parametro de escala 1,
ou seja, f(x | 0) ={x[l+ (x —0)*]} . Tem-se

S(e\xl,...,xn)zng@_e)Q .

Nao existe estimador mais eficiente de 0. [
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2.2.3 Erro quadratico médio

Como comparar estimadores enviesados em termos da dispersao em torno de 7(6)?

Definicao 2.7 Erro quadratico médio O erro quadratico médio de um estimador T' de 7(6) €
definido por

EQM,(T) = E((T — 7(0))"] .

Observacoes:

e T sera superior a T* em erro quadratico médio na estimagdo de 7(0) se EQM,(T) < EQM,(T™),
Vo € ©

e Pela desigualdade de Markov, P(|T — 7(0)| > &) < EMQ,(T)/e?
e Tem-se que
EQM,(T) = Var(T) + [b(T)]*
e Populacio normal: E[S?] = 0% e E[S?] = (n — 1)o?/n, no entanto,

204 , , 201 1
0 = Var(S?) = EQM,»(S?) > EQM,.(S%) = — — Z

n—1 n n2
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2.2.4 Consisténcia

Comportamento probabilistico do estimador a medida que n — +o0: seja T,, = T(X1, ..., X,,)

Definicao 2.8 Consisténcia: O estimador T,, diz-se (fracamente) consistente para 7(0) se, V0 € O,

Ve >0 lim P(|T,—7(0)|>¢)=0

n—-+40oo

ou seja, se V0 € ©, T, > 7(6). ]

Definicao 2.9 Consisténcia em média quadratica: O estimador T,, diz-se consistente em média
quadratica para T7(0) se, V0 € O,
lim E[(T, —7(0)*] =0

n—-+4oo

ou seja, se V9 € ©, T,, = 7(h). ]
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Observacoes:

e Pela desigualdade de Markov,
P(|To = 7(0) > ¢) < E[(T,, — 7())"]/e* = EMQy(T3) /<*
logo consisténcia em média quadrética implica consisténcia (fraca)
e Como E|(T,, — 7(0))?] = Var(T,,) + [bg(T')]?* segue-se que uma condicdo suficiente para que T,
seja consistente na estimacdo de 7(6) é que

lim E[T,] = 7(6)

n—-+40oo

lim Var[T,] =0

n—-+4oo

e A consisténcia (mesmo em média quadrética) é uma propriedade pouco restritiva: se T}, é

n—a

consistente, também o é T = =27 .
n n—>b

e Exemplo: a média amostral é um estimador consistente (em média quadratica, logo fracamente

também) da média da populagdo desde que esta exista.
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2.3 Meétodos de estimacao

2.3.1 Meétodo dos momentos

e |deia: obter o estimador dos parametros da populacao igualando os momentos amostrais aos

momentos populacionais
e Seja ) = (0,...,0k) o vector de parametros desconhecidos da populagdo
e 1. = F[X"| serd uma fung¢do conhecida de 6: u.. =1, (6;,...,6k)

e Considere-se os correspondentes momentos amostrais M, = > | X7 /n e forme-se o sistema de
equagbes M/ = 1,.(01,...,60,), r=1,... )k

e A solugcdo deste sistema, que se assume existir e ser Unica, é designada por O, = p(X1,..., X,,) e
dizemos que os estimadores O1, ..., 0, de 0 foram obtidos pelo método dos momentos.
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Exemplo 2.14 Seja X1, ..., X, uma amostra casual proveniente de uma populacdo N(u,c?).
Sabemos que = iy e que 0% = iy — (1})?. O sistema € entdo

M = py = p

Mg = ply = 0* + i
e a solugcdo é que o estimador do método dos momentos de ;1 € M| = X e que o de o é
M — (M{)2 = S2.

Exemplo 2.15 Considere-se uma populagdo X ~ G(a, \). Sabemos que 11} = a/\ e que
Var(X) = ph — (1))? = a/\?. Segue-se que o estimador do método dos momentos de (o, \) € a
solucido do sistema

M{ = piy = o/ A
M =ty = a/¥ + (a/A)
ou seja, (X?/S% X /S?).
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2.3.2 Meétodo da maxima verosimilhanca

e |deia: propor como estimativa de 6 o valor # que maximiza a funcao de verosimilhanca.

e A estimativa de MV, se existir, é 0 tal que
L xy,...,20) > L0 | 21,...,2,) V0O

e a correspondente varidvel aleatéria determina o estimador de maxima verosimilhanca.

Observacoes:

e na maior parte dos casos, é mais facil maximizar o logaritmo da funcao de verosimilhanca

e frequentemente, mas nem sempre, isso faz-se calculando os zeros da funcao score:

dInL(0 | x1,...,x,)
df

e verificando que nesse ponto a segunda derivada é negativa

=0

e Os estimadores de MV podem n3o ser Unicos: amostra casual de dimensdo n proveniente de
populacdo U(0 —1/2,0 +1/2), 0 > 0

e Nem sempre existe solucao explicita, o que implica recorrer a métodos numéricos— e.g. funcao
nlm no R (non-linear minimization)
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Exemplo 2.16 X,,..., X,, amostra casual de dimensido n proveniente de uma populacdo Po()\)

LN | @y, . @) oc e AN
InL(A|2y,...,2,) =c—nA+nZTln A

dln L
d\

= —n+nx/A
pelo que a funcdo score tem um zero em \ = z. E facil verificar que se trata de um ponto de maximo
de In L, pelo que o estimador de MV de )\ é X. O

Exemplo 2.17 X, ..., X,, amostra casual de dimensdo n proveniente de uma populacdo G(c, \) com
A conhecido. Determinar estimativa de MV de «:

A\ a—1
Lla|xy,...,2,) (ﬂfz)

[(a)"
InL(a | 21,...,2, )—c—|—naln)\—nlnF (a—1 Zlnajl
dln L
dr; =nln\—n )—szlnasZ

os zeros da funcdo score tém de ser calculados numericamente
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Propriedades dos EMV:

Se f) for o estimador de MV de 0 e se 7(0) for uma funcdo biunivoca de 0, entdo 7(f) sera
estimador de MV de 7(#) — Invaridncia dos estimadores de MV que pode generalizar-se a

situacGes onde 7(6) ndo é biunivoca
Se T' for suficiente, e se existir estimador de MV de 0, este é funcio de T’
O estimador mais eficiente para 7(6), se existir, é estimador de MV de 7(6)

Verificando-se determinadas condicoes de regularidade, o estimador de MV de 6, 0, é tal que

VI x0 (0)(0 — ) £ N(0,1)

quantidades estas que ndao dependem de 6.

O resultado acima garante que 6 é consistente e assintoticamente mais eficiente



