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Integrais estocdsticos indefinidos

o Considere um processo estocdstico u € Lg r. Entdo, para qualquer
t € [0, T], o processo uljy ;) também pertence a Lg,T e podemos
definir o integral estocastico indefinido:

t T
/ USdBS = / US]-[O,t] (S) st.
0 0

o O processo estocdstico {fot usdBs, 0 <t < T} é o integral
estocdstico indefinido de u relativamente a B.
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Principais propriedades do integral estocdstico indefinido:

Aditividade: Para a < b < ¢, temos:

b c c
/ usdBs +/ usd Bs :/ usdBs.
0 b a

Factorizacdo: Se a < be A € F,, entdo:

b b
/ 14u.dB, = 14 / u.dB..

Esta propriedade permance vilida, substituindo 14 por qualquer
varidvel aleatéria limitada e JF,-mensurdvel.

Propriedade de martingala: Se u € Lg T entdo o processo integral

, . . . t , . .
estocdastico indefinido M; = fo usdBs é uma martingala relativamente
a filtracdo F;.
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. Continuidade: Se u € Lg T entdo o processo integral estocdstico
. A t ~ . ;o= -
indefinido M; = fo usdBs tem uma versdo com trajectdrias continuas.

. Desigualdade maximal para o integral estocastico indefinido: Se
uc LgyT, M; = fot usdBs, entdo para qualquer A > 0 temos

1 T
P[ sup | Mg >A] SﬁE [/0 ufdt].

0<t<T
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o Prova de 1.: Exercicio - (TPC).

o Prova de 3.
Seja u(") uma sucessio de processos simples tais que

)
lim E [/

Seja M, (t) = fot u{MdB;. e seja ¢ o valor de u(") no intervalo
(ti—1,t], comj=1,...,n.

(n)

2
| =0
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Se s <ty <tnp_1 <t entio:
E[M, (t) — M, (s) | Fs]

m—1
= E | (By, = Bs)+ ) ¢iABi+¢m (B — By, 1) | Fs |
j=k+1

e pelas propriedades da esperanca condicionada, temos:

m—1

— E[¢px (By, — Bs) | Fs] + ; E [E [¢;AB;| Fj—a] [ Fs] +
j=k+1

+ E[E [pm (Bt — Bty 1) [Ftp 1] | Fs] -
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m—1
— ‘PkE [Btk - BS‘]:S] + 2 E [‘PJE [ABJ"FJ—l] \.7:5] +
j=k+1

+E¢mE [Bt = Bt | Fty 1] [ Fs]

e usando a independéncia dos incrementos do movimento Browniano,

obtemos:
= 0.

Como a convergéncia em média quadratica implica a convergéncia em
média quadratica das esperancas condicionadas, temos que

E[M(t) =M (s)|Fs] =0

e o integral estocdstico € uma martingala.
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7

o Prova de 4: Com a mesma notac3o que na prova anterior, M, (t) é
claramente um processo com trajectdrias continuas, pois é o integral
estocdstico de um processo simples (Exercicio: Prove esta afirmac3o).
Entdo, pela desigualdade maximal de Doob aplicada a M, — M,,,, com
p = 2, temos:

P sup My (0) ~ My (6)] > 2] < S [, (T) = M (7]

0<t<T

1 T n 2 n,m-—oo
— | [ = um[ae| o
0

onde usamos a isometria de Ito.
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Podemos portanto escolher uma sucessdo crescente de naturais ny,
k=1,2,..., tal que

P| sup |[Mn,., (t)— M, (t)] >27%] <27%

0<t<T
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Os acontecimentos:

Ay = { sup | M, (t) — My, (t)| > 2_k}

0<t<T

verificam portanto:
Z P (Ak) < ©0.
k=1

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que P (limsup, Ax) = 0 ou

P| sup |[Mn,, (t)— M, (t)| > 27 para infinitos k| = 0.

0<t<T
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Portanto, para quase todo o w € (), temos que existe k; (w) tal que

sup |Mp,., (t) — My, ()| <27% para k > ki (w).

0<t<T

Portanto, M,, (t,w) é uniformemente convergente em [0, T| quase
certamentee portanto o limite, que denotamos por J; (w), é uma fungio
continua na varidvel t. Finalmente, como M,, (t.-) — M; () em média
quadratica (ou em L2 (P)) para todo o t,entdo temos que ter

M, =J; q.c. eparatodoote |0, T].

e o integral estocastico indefinido tem uma versdo continua.
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Variacdo quadratica do integral estocdstico indefinido

o Seja u € L?,T- Entdo

t; 2 t
n 1
Y | [ude | = [uzds,
/=1 &j-1 0

.t
quando n — o0 e com t; := .
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Extensbes do integral estocdstico

o Pode substituir-se {F:} (filtragdo gerada pelo mov. Browniano) por
uma filtracdo maior H; tal que o mov. Browniano B; seja uma
‘H-martingala.

o Podemos substituir a condicdo 2) E [fOT u?dt} < 00. na definicdo de

Lg,T pela condicdo (mais fraca):
P [fOT u?dt < oo} =1.

o Seja L, 7 o espago de processos que verifica a condi¢cdo 1 da def. de
Lg,T (i.e. u é progressivamente mensurdvel) e a condi¢do 2'). O
integral estocdstico pode ser definido para processos u € L, 7 mas,
neste caso, em geral o integral estocastico ndo tem valor esperado
zero nem se verifica a isometria de [t6.
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Exercicios:

o Exercicio: Prove directamente, usando a definicio de integral
estocastico que
t t
/ sdB. = tB, —/ B.ds.
0 0
Sugestdo: Note que
ZA s;iB; ZSJAB + ZBJHASJ

) Exercfcio Considere uma funcdo deterministica g tal que

fo 2 ds < co. Mostre que o integral estocdstico fo (s) dBs é
uma varlavel aleatéria Gaussiana e determine a sua média e a sua
variancia.
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