Matematica I — 2° Semestre 2011/12
Ficha de exercicios

Semana 12 / 13: Integrais e Areas

1 Exercicios de aplicacao directa

1.1. Calcule as seguintes primitivas:
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1.3. Calcule os seguintes integrais:
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1.4. Calcule a area entre o grafico de f e o eixo das abcissas para:
a) f(x) =22 e a € [0 2);
b) f(z) = —a, e z € [052];
Q) F(t) =t e t € [155);
d) f(z) = =V, e x € [0;1];
—zt — 222
o) flz) = =, ex e [-11]

1.5. Estude a convergéncia dos seguintes integrais improprios, e calcule-os sempre que possivel:
+oo —1 1 1 1 +o0 +o0
a) / e Ydx b) / —dx c) / —dz d) / udu e) / e Ydz.
0 -0 T 0 \/5 — o0 — 00

1.6. Calcule, utilizando a primitivagao por partes, as seguintes primitivas:

a) /xe‘rdx b) /x2 Inxdx c) /tsintdt d) /wZ sin zdx e) /ex cos xdx.



1.7. Calcule, utilizando a primitivagao por substituicao, as seguintes primitivas:

4
a)/2xsin(x2)d1: b)/exzmd:z c)/x;j”d:c d)/lfﬁdaz e)/2f/o%dx.

d ! d [* 1
1.8. Calcule: a) dt/4 e dx b) d:z:/ \/ﬁds, com o € R.

1.9. Calcule a area dos seguintes subconjuntos de R?:
a) {(z,y) eR*:y<5Ay >S5z +5Ay>Inz}

b) {(z,y) eER?:0<y<e® Az <1}

¢) {(z,y) eR? 1z <y < —a®+2}.

1.10. Calcule os seguintes integrais:

sint e 1 T /2
a)/ 3de b)/ In xdx c)/ te Pt d)/ x cos xdx e)/ &gdas
0 1 0 —r —x/2 1 +sin“z
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f)/ V3x + Tdx g)/ |x—2|dz h)/ 3e5* Ll dx 1)/ 2zt cos thdt J)/ Eda?.
0 -3 0 0 1

2 Definicoes e Demonstracoes

2.1. Seja f: R — R uma funcgéo continua em R, e a,b, A € R constantes. Demonstre que:

2) /ab)\f(a:)dx _ )\/abf(a:)dx.
b) /abf(:c)d$ = _/ba f(z)dx.
c) /abf(x)dx = /acf(x)dac+ /be(x)dx, com a < ¢ <b.

2.2. Seja f: R — R uma fungao continua impar, e k € R.
k

a) Demonstre que / f(z)dz = 0.
—k

b) Interprete geometricamente o resultado anterior.

2.3. Sejam a,b € R tais que a < b, e seja d(a,b) a distancia entre estes dois pontos.
b
a) Mostre que d(a,b) = / dx.
a

b) Interprete geometricamente o resultado anterior.

3 Problemas e Modelizagao

3.1. Um poco de petréleo tem uma taxa de extrac¢ao (medida em barris por unidade de tempo)
que varia com o tempo ¢ segundo: 10e~%,

a) Qual a quantidade de petréleo extraida do pogo ao fim do tempo ¢t = 507
b) Resolva o mesmo problema para uma taxa que varia segundo 27¢, explicando claramente
todos os célculos.



3.2. Seja a fungao f(z) = sinz. Calcule a drea entre o grafico de f e o eixo das abcissas para:

a) x € [0; ],
b) z € [-7;0];

c)x € [-3; 2]~
d) Discuta os resultados do ponto de vista geométrico.

e) Discuta os resultados do ponto de vista do teorema apresentado no exercicio ?7.

3.3. Seja a fungao f(x) = 23 —4x?+4x2. Calcule a drea entre o grafico de f e o eixo das abcissas
para x € [—1;2].

3.4. Calcule as seguintes dreas através de integrais:
a) Calcule a drea que fica acima do grafico da funcio f(x) = 22 —4 e abaixo do eixo das abcissas.

b) Calcule a drea entre os graficos das fungoes f(x) = 22 + 2 + 1 e g(z) = 222 + 5z + 4, para
€ [-3,0].

3.5. Determine o dominio, os intervalos de monotonia e os extremos locais das fungoes:
2

a) F(z) = /1 " tat b) H(z) = /0 T et

2

€T
3.6. Considere a fungao f(z) = / e 2!dt. Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 de f em
K

torno de x = 0.

3.7. Considere a fungao F(z) = / tf(t)dt, onde f é uma funcdo continua e estritamente
0

positiva em R. Prove que z = 0 é um minimizante local da funcao F(x).

. - a—zx sex <0
3.8. Considere a funcao f(z) = { b%ﬁ seq >0 O™ b> 0.

a) Determine os valores de a e de b para os quais a fungao f é continua.

b) Faca a = b = 1 e considere a funcao definida por F(z / f(t)dt. Calcule F(1). Em

seguida, mostre que a funcao F' admite inversa no intervalo (0, +oo)

241

3.9. Seja a fungao f(z) = / (1 :_t> dt.
1

a) Calcule f(—1).

b) Determine a equagao da recta tangente ao gréfico de f no ponto x = —1.

sex <0

sex >0 "

a) Para que valores de x € Dy a funcao f ¢ diferenciavel? Escreva a expressao da funcao
derivada f(x).

b) Determine G(x) = / f(t)dt, definida em [—1, c0).
-1

_r2
3.10. Considere a fun¢ao com dominio Dy: f(x) = { eﬁ v+l



3.11. Determine a funcao f, duas vezes diferencidvel em R, que verifica: f”(x) = 2cosz + ze”,

f1(0) =2, f(0) =1

3.12. Sem utilizar a primitivacao, calcule:
2

/ In (t2 + 1) dt / cos tdt
a) lim 2° b) lim 2%,

z—0 x3 z—0 x?

4 Exercicios adicionais

4.1. Exercicios do livro (K. Sydsaeter & P.J. Hammond, FEssential Mathematics for Economic
Analysis, Prentice Hall, 2008):

Seccao 9.1: Exercicios 1 a 9;
Seccao 9.2: Exercicios 1 a 6, 8.

4.2. Determine uma primitiva das seguintes fungoes, nos respectivos dominios:
a) z2e” b) xvx + 1 c) 231 + 22 d) 2z cosz e) sin’z

f) In(2z — 1) g) x>Inz h) arctan z i) In?z  j) e®cosu.

4.3. Determine, por substituicao, uma primitiva das seguintes funcoes:

x —
a) m b) 1 —sin“x
1
c) 67,, com z = 201nt (¢t > 0) d) %, com x = arcsint.
1+ e10 sin” x

4.4. Estude a convergéncia dos integrais improprios e calcule-os quando tal for possivel:

+oo +oo +oo t
a) / ze " dx b) / cos xdx c) / wm:
0 0 0 14z

0 1 51 2 2
d) - mdm e) ) x_gdl’ f) . Tﬂdw

4.5. Calcule a érea que fica acima do gréfico da fungao f(z) = Inz, para = € [0, 1], e abaixo da
recta y = 0.

4.6. Exercicios do livro (K. Sydsaeter & P.J. Hammond, Essential Mathematics for Economic
Analysis, Prentice Hall, 2008):

Seccao 9.3: Exercicios 4 a 6;

Seccao 9.5: Exercicios 2 e 3;

Secgao 9.6: Exercicio 3;

Seccao 9.7: Exercicios 1, 4 e 12.



