Cap. 5.- Equacdes Diferenciais Estocasticas - parte 1
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Equacdes Diferenciais Estocasticas

o EDQ’s deterministicas:

f(t,x(t),x"(t),x"(t),...) =0, 0<t<T.

o EDO de 19 ordem:

ou

o Vers3o discreta:

Ax (t) = x (t+At) —x(t) = b(t,x(t)) At
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o Exemplo:

tem como solucdo
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Equacdes Diferenciais Estocasticas

o EDE na forma diferencial

dX; = b (t, X,) dt + o (t, X;) dB:, (1)
Xo = Xo

o b(t, X;) é o coeficiente de drift ou deriva, o (t, X;) é o coeficiente de
difusdo.

o EDE na forma integral:
t t
xt:xo+/ b(s,Xs)ds—l—/ o (s, X,) dB;. 2)
0 0

o Interpretacdo "naif"da EDE: AX; ~ b (t, X;) At +0 (t, X;) AB;. e
AX; ~ N (b(t,Xt) At, (0 (t, X;))>? At) .
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Definicao
Uma solugcdo da EDE (1) ou (2) é um processo estocdstico {X:} que
satisfaz:

@ {X:} é um processo adaptado ao mov. Browniano com trajectdrias
continuas.

@ E [fOT (a(s,xs)fds} < .
@ {X:} satisfaz a EDE (1) ou (2)

o As solucbes das EDE's também se chamam "difusdes"ou "processos
de difusdo".
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Resolucdo de EDE's pela férmula de 1t6

o Exemplo: Movimento Browniano Geométrico. EDE:
dXt = ]/iXtdt -+ UXtdBt (3)

ou

t t
X :X0+],t/0 Xsds+a/0 X, dB. (4)

o Como resolver esta EDE?
o Suponhamos que X; = f (t, X;) com f € C12. Pela férmula de Itb:

Xy =f(t,B:) = Xo+/< SB)+2gif(sB)>ds+ (5)
Ei)i(sB)dB
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o Comparando (4) com (5) temos (existe unicidade de representacdo
como processo de 1t6)

of 10°f

as(sB)—|—26X2(5B)—ptf(s,Bs), (6)
9 (5.8.) = of (s.B.). 7)
o Derivando (7) obtemos
2
O (5,30 = 0ok (5,%) = 0°F (5,%)

e substituindo em (6) temos

(;1 - %ﬁ) (s, x) = gz (5. %)
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o Por separagdo de varidveis: f (s,x) = g (s) h(x), obtemos

1 5

g (s) = (F—EU )ets)
que é uma EDO linear com solucdo:

1 5

£(5) =g 0 e | (1-—3)

o Usando (7), obtemos h’ (x) = oh(x) e obtemos

f(s,x) = f(0,0) exp K,,{— —%02) s+ax] _
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Conclusio:

X: = f (t,B:) = Xo exp KV — —%02) t+ UBt] (8)

que é o movimento Browniano geométrico.

Observacido: Note que se obteve a solucdo da EDE, resolvendo uma
EDP deterministica.
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Verificacdo de que (8) satisfaz a EDE (3) ou (4).
Aplicando a férmula de 1té6 a X; = f (t, B;) com

1
f(t,x) = Xp exp [(;u — 5(72> t—l—(fx] ,
obtemos
t 1 1 t
X: = Xo —|—/ [(y — 5(72> X + 5(72X5] ds —l—/ o X.dBs
0 0
t t
:Xo—i—y/ Xsds—l—a/ X;dB,
0 0

ou:

dXt = PiXtdt + UXtdBt.
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Exemplo: Processo de Ornstein-Uhlenbeck (ou equacgdo de
Langevin):
dXt = }/lXtdt -+ U'dBt

ou

t t
Xt:XO—i—]/l/ Xsds+c7/ dB;.
0 0

Nota: na forma discreta teriamos:
Xey1 = (14+u)Xe +0 (Bry1 — Br)

ou
Xiv1 = ¢Xi + Zs,

com¢p=1+pueZ ~ N(00?). Temos uma série temporal
autoregressiva de ordem 1.
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Exemplo: Processo de Ornstein-Uhlenbeck (ou equacgdo de
Langevin):
Seja

Yt = e_VtXt

ou Yy =1 (t, X;) com f (t,x) = e "' x. Pela férmula de It5,
t 1
Y: =Y —|—/ (—ce_?‘sXs +ce X, + 5(72 X O) ds
0
t
+/ re 1S dB,.
0
Logo,

t
X; = et Xy + e”t/o ce " dB;.

Se Xp =cte., o processo diz-se de Ornstein-Uhlenbeck.
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o Exemplo: O movimento Browniano Geométrico (outra vez)

o Seja

dXt = ]/lXtdt - U'XtdBt (9)
ou ‘ "
Xi = Xo + y/ X, ds —l—a/ X, dB. (10)
0 0
o Hipodtese:
Xt = eZt.
ou
Zt = In (Xt) .
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o Aplicando a férmula de 1t6 a 7(X;) = In (X;), obtemos

1 1 /-1 )
dZ, = —dX, + = | — ) (dX
X, t+2(x,_?)< t)

1
— (V — 5(72) dt + cdB;.

o Ou seja:

N|

Zy = Zy + (y— (72) t + 0B,

(72) t+ aBt] .

N+

Xt = Xoexp [(;{—
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o De forma mais geral, a solucdo da EDE linear homogénea

X; = Xo exp Uot <b(s)—%a(s)2) ds—l—/ota(s)stl |
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