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Exercicio

o Determine a solucdo da EDE

dXt = a(m—Xt) dt+UdBt,
XOZX.

a,0c>0eméeR. Calcule também a média e a varidncia de X; e
quando t — oo, determine a distribuicdo de X; (distribuicdo
invariante ou distribui¢do estaciondria).
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Exercicio

o Considere a EDE

dXt = ]/lXtdt—FO—XtdBt,
Xo = Xo.

a) Supondo que X; = f(t, B;), onde f é uma funcdo de classe C1:?,
aplique a férmula de 1t6 e determine a equacio diferencial parcial
(EDP) satisfeita pela fungédo f.

b) Aplicando o método de separacdo de varidveis

(f(s,x) = g(s)h(x)), e considerando a EDP obtida na alinea
anterior, determine as equacdes diferenciais ordinarias (EDO)
satisfeitas por g e h.

c) Determine finalmente o processo X;.
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Teorema de existéncia e unicidade para EDE's
o Sejam T >0, b(+,-) : [0, T xR" - R"eo(--):
[0, T] x R" — R™™ fun¢Bes mensuraveis tais que:
1) E [\Z\Q] < 0. e Z independente de B.

2) Prop. de crescimento linear
1b(t,x)|+|o(t,x)| < C(1+]x]), xeR", te]0, T]
3) Prop. de Lipschitz
b(t,x)—b(t,y)|+|o(t,x)—c(t,y)| <D|x—yl|, x,y e R", t €0, T]
Entdo a E.D.E.
Xt:Z+/Otb(s,Xs)ds+/0ta(s,X5)dBS (1)

tem uma dnica solucdo. Existe um unico proc. estoc.
X ={X:,0 <t < T} continuo, adaptado, que satisfaz (1) e tal que

T 2
E[/ IX,| ds] < oo,
0
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Demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade

o Consideremos o espaco Lg,T dos processos adaptados a filtracdo
F# =0 (Z)UF, tais que E {fOT | X;|? ds] < ©0.

o Neste espaco, considere-se a norma:

Xl = ([ e [Ixf] os)

onde A >2D? (T +1).

o Defina-se o operador L : L?,T — Lg,T por:

—_

t t
(LX)t:z+/ b(s,Xs)ds—l—/ o (s, X,) dB,
0 0
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Demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade

o Pela propriedade de crescimento linear de b e 0, o operador L estd
bem definido.

o Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela isometria de It6, temos:

(/Ot (b(s,X.) — b(s, Y.)) ds)2]

E|I(£x), = (£Y), ] <26
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Demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade

o Pela propriedade de Lipschitz, temos:
t
E [\([,X)t — (ﬁY)tﬂ < 2D? (T+1)E [/0 (Xs — Ys)2 ds] :

o Defina-se K = 2D? (T +1). Multiplicando a desigualdade anterior

por e~ e integrando em [0, T], temos

[ e (160, — (£v), ] a
0

T t 5
< K/ e ME U (Xs — Ys) ds] dt.
0 0

Trocando a ordem de integracdo, temos

_ K/OT UST e—“dt] E [(XS - Ysﬂ ds
< ;/OT eME (X~ Yo)?| ds
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Demonstracdo do teorema de existéncia e unicidade

o Portanto:

I(£X) = (L£Y)] < \/§HX =Y

o E como A > K, temos \/% < 1, pelo que operador £ é uma

contraccao no espaco Lg + e pelo teorema do ponto fixo, existe um e
s6 um ponto fixo para L e esse ponto fixo é precisamente a solucio

da EDE:
('CX)t — Xt.

o Ver o livro do Oksendal para uma demonstracdo baseada em
aproximacdes de Picard e na desigualdade de Gronwall.
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Exemplos

@ O movimento Browniano Geométrico

0—2
St :50exp [(]/l—7) t—i—O—Bt]

ja sabemos que é a solucdo da EDE

dSt = “uStdt—I—O'StdBt,
So = S0.

Esta EDE descreve a evolugdo do preco de um activo financeiro (com
risco) no modelo de Black-Scholes
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Exemplo

o Consideremos o modelo de Black-Scholes com coeficientes y (t) e
o (t) > 0 dependentes do tempo:

dSt = St (]/l (t) dt—I—U(t) dBt) ,
So = 5.

o Determine a solucdo desta EDE.
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Exemplo

o Seja S; =exp(Z:) e Zt = In(S;¢). Pela férmula de 1t6 com
f(x) = In(x), temos:

dZ; = < (St (u (t) dt + o (t) aus',f))—g(s2 o? (t) dt)

_ (Pi (t) — %(72 (t)) dt + o (t) dB.

Pelo que

t

Zt:ZoJr/O (7,{( ——0’ )ds+/

o Portanto,

t

St:SOexp(/ <;u()——a )ds—i—/ )
0
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Processo de Orsntein-Uhlenbeck com reversdo para a
média:

dXt = a(m—Xt) dt‘l—O'dBt,
XoZX.

a,c>0emelR.

o Solucido da EDO homogénea associada dx; = —ax;dt é x; = xe °t.
o Considere-se a mudanca de varidveis X; = Y:e 2 ou Y; = X;el.

o Pela formula de It6 aplicada a f (t, x) = xe?!, temos

t
Y = x +m (e —1) —l—a/ e**dB,.
0
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Processo de Orsntein-Uhlenbeck com reversdo para a
média:

o Logo,
t
Xe=m+ (x—m)e F + Ue_at/ e?*dBs.
0

o Este processo é Gaussiano pois um integral estocastico do tipo
t , ~ . ,
fo f (s) dBs, onde f é uma fungdo deterministica, é um processo

Gaussiano.
o Média:
E[X:]=m+ (x—m)e **
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Processo de Ornstein-Uhlenbeck com reversdo para a
média:

o Covariancia: pela isometria de It6

t S
ciixi e ([ en) ([ o)
0 0

Note-se que

2
X; ~ N [m + (x — m) e %, % (1— e_Qat)] .
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Processo de Ornstein-Uhlenbeck com reversdo para a
média:

o Quando t — o0, a distribuicdo de X; converge para

o2
= N — .
v [m 23]

que é a distribuicdo invariante ou estaciondria.

o Note-se que se Xy tem distribuicdo v entdo a distribuicdo de X; serd a
distribuicdo v para todo o t.
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AplicacGes financeiras do processo de Ornstein-Uhlenbeck
com reversdo para a média:

o Modelo de Vasicek para a taxa de juro:
drt = a<b— rt) dt+(7dBt,

com a, b, 0 constantes.

o Solucdo:

t
rr=>b+ (rp—b)e " + (Te_at/ e?*dBs.
0
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AplicacGes financeiras do processo de Ornstein-Uhlenbeck
com reversdo para a média:

o Modelo de Black-Scholes com volatilidade estocastica: assume-se que
a volatilidade o (t) = f (Y}:) é fungdo de um processo de
Ornstein-Uhlenbeck com reversdo para a média:

dYt = a(m — Yt) dt+leWt,

com a, m, 5 constantes e onde {W;,0 <t < T} é um movimento
Browniano.

o A EDE que modela a evolucdo do preco do activo com risco é
dSt = yStdt + f (Yt> StdBt

onde {B;,0 <t < T} é um movimento Browniano.e os movimentos
Brownianos W; e B; podem estar correlacionados, i.e.,

E[B:Ws]=p(sAt).
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Exemplo

o Considere a EDE:
t t
xt:x+f f(s,Xs)ds+/ ¢ (s) XsdBs,
0 0

com f e ¢ funcbes deterministicas e continuas. Suponha que f
satisfaz as condi¢cGes de Lipschitz e de crescimento linear em x.

o Pelo teorema de existéncia e unicidade de solucdes para EDE'’s, existe
uma solucdo para a EDE e é dnica.

o Como obter a solucdo?
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Exemplo

o Considere o "factor integrante"

t 1 t 5
F: = exp </ c(s)dBs—= [ c(s) ds).
0 2 Jo

Note-se que F; é solucdo da EDEse f =0e x = 1.
o Suponha que X; = F;Y; ou que Y; = (Ft)_lXt. Entdo, pela férmula

de It6:
dY: = (F) L F (t, Rt Yy) dt

e Yo = X.
o Esta equacdo para Y é uma EDO com coeficientes aleatérios (é uma
equacdo diferencial deterministica parametrizada por w € Q).
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Exemplo

o Por exemplo, se f(t, x) = f(t)x, entdo temos a eq. dif. ordindria

dv,
dt

Yt:xexp(/otf(s)ds>.

= f(t)Y;

€ portanto

Logo:

X = xexp (/Otf(s)ds—i—/otc(s)st—%/Otc(sfds).
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Equacdes Diferenciais estocasticas lineares

o Em geral, uma EDE linear tem a forma:

dXe = (a(t) + b(t) Xe) dt + (c (t) + d (t) X;) dBx,
Xo = X,

onde a, b, ¢, d sdo funcdes deterministicas continuas.

o Como obter a solucdo da EDE?
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Equacdes Diferenciais estocasticas lineares

o Suponha que
Xt — Ut Vt, (2)

onde
dU; = b(t)Uedt + d(t) Uy dB:,

eU():]., \/0:X.

o De exemplo anterior, ja sabemos que

1

U = exp (/()tb(s)ds+/0td(s)d85—E/Otd(s)2ds> (3)
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Equacdes Diferenciais estocasticas lineares

o Por outro lado, calculando o diferencial de (2), usando a férmula de

1té com f (u, v) = uv, temos:

1 1
dX; = VedUs + UpdV: + 5 (dU;) (dVe) + 5 (dV4) (dUs)

= (b(t) X, +(£) Us + B (1) d()Up) dit + (d(t)X; + B (1) Ur) dB.

o Comparando com a EDE inicial para X, temos
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Equacdes Diferenciais estocasticas lineares

o Logo:

o Portanto:

23 /30

xe= U (x+ [(a() —c () d (9 U o+ [ () UM ).

onde U; é dado por (3).
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Equacdes Diferenciais estocdsticas - teorema de existéncia
e unicidade para o caso unidimensional

o No caso unidimensional (n = 1), a condi¢do de Lipschitz para o coef.
0 no teorema de existéncia e unicidade de solucdes, pode
enfraquecer-se se 0 (t, x) = 0 (x) (coeficiente de difusdo n3o
dependente do tempo).

o Suponha-se que o coef. b satisfaz a condicdo de Lipschitz e o coef. ¢
satisfaz a condic3o:

o (t,x) —0o(t,y)| <D|x—y|", x,y €R, t€ [0, T]
com a > % Entdo, existe uma unica solucido para a EDE.
o Por exemplo, a EDE do modelo de taxas de juro de
Cox-Ingersoll-Ross:
drt = a(b — rt) dt"‘O'\/?tdBt
n = X,
tem uma e sé uma solucio.
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Solucdes fortes e fracas

o O problema de obter uma solucdo de uma EDE pode ser definido de
forma diferente:

o Suponhamos que s3o dados s6 os coeficientes b(t, x) e o (t, x) e que
pretendemos determinar um par de processos estocdsticos {X;} e
{B;}, definidos num espaco de probabilidade (QQ, F, P) e com uma
filtracdo {H.} tal que {B:} é um {H;}-movimento Browniano e
{X:} e {B:} satisfazem a EDE

t t
X, :x0+/ b(s,Xs)ds+/ o (s, Xs) dBs (4)
0 0
nesse espaco de probabilidade.

Nesse caso, diz-se que (Q, F, P, {H:},{X¢},{B:}) é uma solugdo
fraca ("weak solution") de (4)
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Solucdes fortes e fracas

o Podem demonstrar-se os seguintes resultados (para o leitor
interessado, ver: Karatzas and Shreve: "Brownian motion and
Stochastic Calculus"):

o Toda a solucdo forte € uma solucdo fraca.

o Diz-se que uma EDE satisfaz a propriedade de unicidade fraca se duas
solugdes fracas tém a mesma distribuicdo (mesmas distribuicdes
dimensionalmente finitas ou fidis). Se os coeficientes satisfazem as
condicdes do teorema de existéncia e unicidade, entdo a EDE satisfaz
a propriedade de unicidade fraca.

o A existéncia de de solucdes fracas pode garantir-se supondo apenas
que os coeficientes b(t, x) e 0 (t, x) sdo fun¢des continuas e
limitadas.
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Solucdes fortes e fracas

o Exemplo: A EDE de Tanaka:

dXt = Slgn (Xt) dBt,
Xo =0,

onde
+1 sex>0

sign <X) = { —1 se x<O0.

Note que sign (x) ndo satisfaz a condigdo de Lipschitz (nem sequer é
continua em 0). Logo, ndo se pode aplicar o teorema de existéncia e
unicidade neste caso.

o Pode mostrar-se que ndo existe nenhuma solu¢do (no sentido forte)
para esta EDE, mas existe uma solu¢do fraca (que é tnica) - este
exemplo é explorado no livro do Oksendal.
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Exercicio

o Considere a seguinte equacdo diferencial estocastica:

dX(t) = 4e*t dt + t dW(t) com X(0) = 10.

dZ(t) = (t*+3sint) dt +4tdW(t), com Z(0) = 5.

a) Escreva a equacdo dada na forma integral.
b) Deduza a respectiva solu¢do.
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Exercicio

o O modelo Cox-Ingersoll-Ross (CIR) para o processo de taxa de juro
R(t) é

dR(t) = (a — BR(t)) dt + o4/ R (t) dW (t),

onde &, B e 0 sdo constantes positivas. A equagdo CIR ndo tem
solucdo fechada. Contudo, podem determinar-se o valor médio e a
variancia de R (t).

a) Calcule o valor médio de R(t). (Sugestdo: Seja X(t) = ePtR(t). Use a
funcdo f(t,x) = ePix, aplique a férmula de Itd na forma diferencial,
integre e aplique o operador esperanca).

b) Calcule a variancia de R(t). (Sugestdo: Calcule d (X?(t)) aplicando a
férmula de 1t6 na forma diferencial, integre e aplique o operador
esperancga).

c) Calcule lim Var (R(t)).

t—-+o00
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