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Relac3o entre a equacdo do calor e 0 movimento
Browniano

o Seja f uma funcdo continua e com crescimento polinomial

o A funcdo
u(t,x)=E|[f(B:+x)]

satisfaz a equacdo do calor

w1
ot 20x2’
u(0,x) ="f(x).
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Relac3o entre a equacdo do calor e 0 movimento
Browniano

o De facto, como B; tem distribuicdo N (0, t), temos que
1

+oo (x=y)?
E[f (B, + x :/ f(y e " dy.
[ ( t )] o ( ) \/Tm‘
e a funcdo Le_(xg)2 para cada y fixo, satisfaz a equacdo do calor
du __ 10%u
ot — 20x2°

o A fungdo x — u (t, x) representa a distribuicdo de temperaturas
numa barra de comprimento infinito, supondo que o perfil inicial de
temperaturas é dado pela fung¢do f(x).
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Dominio do operador infinitesimal
o Consideremos uma difusdo homgénea no tempo X que satisfaz a EDE
dXt — b (Xt> dt —|— g (Xt> dBt,
X() = X.

o O operador infinitesimal associado ndo depende do tempo e é dado
por
9°f

Zb ox 2 Z (UU ) X) ox;0x;’ (1)

o Aplicando a férmula de It6 a f (X;), obtemos (ver aula anterior)

df (Xs) = Af (Xs) ds + [Vif (Xs)] o (X;) dBs.

o e aplicando o valor esperado:
E[f (X)) = +/ E [Af (X 2)
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Dominio do operador infinitesimal

o Considere-se a funcio
u(t,x)=E|[f(X)].
o Por (2), a fungdo u é diferencidvel em t e satisfaz a equagdo:

du N
E:E[Af(Xt)].

o A expressdo E [Af (X[)] pode representar-se como fun¢do de u. Para
tal, vamos introduzir o dominio do operador infinitesimal.

Definicdo

O dominio D4 do operador infinitesimal A é o conjunto de funcées
f:R" — IR tais que o limite seguinte existe para todo o x € IR":

EF (X))~ f (x)

Af (x) = lim (3)
t\0 t
v
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o Por (2), temos que CZ (R") C Dy e se f € C3 (R"), o limite (3) &
igual a Af dado por (1).

o A fungdo u (t, x) satisfaz uma EDP - a equagdo "Backward"de
Kolmogorov:

Teorema

Seja f € C§ (R").

a) Seja u(t,x) = E[f (X[)]. Entdo u(t,-) € Da e satisfaz a equagdo
(EDP "backward"de Kolmogorov)

% — Au, (4)
u(0,x) =f(x).

b) Se w € C12([0,00) x R") é uma funcdo limitada que satisfaz a EDP
(4), entdo

w(t, x) = E[f (X[)].
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Demonstracio.

a) Basta calcular o limite

Au = |lim
r\,0 r

Pela propriedade de Markov, temos

Elu(t,XX)] = E[E[f(X)]|y=xx]
= E[f (X{4,)] =u(t+rx).
Entdo, como t — u (t, x) é diferencidvel, temos

Eu(t,XX)] — u(t, x) u(t+r,x)—u(t x)

lim = lim
r™\0 r r\.0 r
_ o
- ot
D/
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Demonstrac3o.
b) Considere-se o processo de dimensdo n+ 1:
Yt:(S—t,Xg().
A férmula de 1t6 aplicada a w (Y}), resulta em
t 0
w(Yy) = W(s,x)+/ ( w— a—vrv> (s—r, XX) dr
—r, XX) 01 (X)) dB!
+/ ,lezaxl S r r)ayj( r) r
Como Aw = % obtemos
w(Y:) = w (s, x +/ IZ]_JZBXI s—r, X))o (X)) dB
[]
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Demonstracio.

b) (Continuag¢do) Pretendemos agora aplicar o valor esperado, mas como
ndo foi imposta nenhuma condicdo sobre o crescimento das derivadas
parciais de w, ndo sabemos se a esperanca dos integrais estocdsticos é
zero.

Por isso, introduzimos um tempo de paragem Tr para R > 0, dado por

TR :=inf{t > 0:|X{| > R}.

Se r < Tg, 0 processo 3% (s — r, XX) 07 ; (X}) é limitado e os integrais

estocdasticos estdo bem definidos e a sua esperanca é zero. Logo,
Elw (Yirg)] = w (s, x)
e fazendo R — oo, temos para todo t > O:

Elw(Y:)]=w(s x).

D)
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Demonstrac3o.

(continuag3o) DJ

Finalmente, com s = t e usando w (0, x) = f(x), temos

w (s, x) = Elw(Ys)] = E[w (0, XJ)] = E[f (X)].
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Férmula de Feynman-Kac

De forma andloga, pode provar-se o seguinte teorema (ver Oksendal):
Teorema

Sejaf € CZ (R") e q € C(R"), com q limitada inferiormente.
a) Seja

v(t.x) = E [exp (— /Ot g (X¥) ds) f (xg)]

. Entdo v (t,-) € Dj para cada t e satisfaz a equacdo EDP

?)—\;:Av—qv, (5)
v(0,x) = f (x).

b) Sew € C1? ([0,00) x R") é uma funcdo limitada em cada [0, T] x R”
e que satisfaz a EDP (5), entdo

w(t,x) = v(t x).
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Tempos de paragem

o Um tempo de paragem ("stopping time") relativamente a uma
filtracdo {F¢, t > 0} &€ uma varidvel aleatéria

T:0Q — [0, +00]

tal que, para todo o t > 0, temos que {w : 7 (w) < t} € F;.
o Podemos decidir se "paramos ou ndo"antes de um instante t a partir
da informac3o contida em F;.

o Exemplo: o tempo de chegada de um processo continuo e adaptado
X ={X;, t >0} aum nivel a, i.e.

T, :=inf{t > 0:X; = a}

é um tempo de paragem.
De facto, temos que

{T<t}:{sust>a}:{ sup X5>a}€.7:t

0<s<t 0<s<t,scQ
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Tempos de paragem

o Podemos associar a um tempo de paragem T a o-algebra F; formada
pelos conjuntos G tais que

GN {T < t} € Ft
o Os tempos de paragem satisfazem as propriedades (ver Nualart):

@ Se {M;,t € [0, T]} é uma martingala continua e T é um tempo de
paragem limitado por T, entdo

@ Seue Lg,T e T é um tempo de paragem limitado por T, o processo
uljg -] também pertence a L2+ e temos que

T T
| vt (t)dBe= [ u(e)d:
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