LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR

DATA: 9 de Janeiro de 2007




Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere A = 
[image: image1.wmf]ú
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(20) a) Calcule a característica de A.

(15) b) Determine os valores de 
[image: image4.wmf]b

 para os quais b pertence ao espaço coluna de A.

(20) c) Determine os valores de 
[image: image5.wmf]a

 e de 
[image: image6.wmf]b

 para os quais b é perpendicular às duas últimas colunas de A.

(30) d) Considere a transformação linear TA definida por A. Apresente a imagem e o kernel de TA.

(25) 2. Classifique a forma quadrática 
[image: image7.wmf][

]
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3. Considere a matriz M =
[image: image8.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

1

0

0

0

8

.

0

4

.

0

0

4

.

0

2

.

0

.

(30) a) Apresente os valores próprios de M e as respectivas multiplicidades algébricas.

(20) b) Apresente um vector próprio de M cujas componentes sejam todas não nulas.

(20) 4. Prove, utilizando as propriedades dos determinantes, que λ é valor próprio de A se e só se λ é valor próprio de AT.

(20) 5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, λ um valor próprio não nulo de A e x um vector próprio de A associado a λ. Prove que λ e (xT A x) têm o mesmo sinal.
INSTITUTO SUPERIOR DE ECONOMIA E GESTÃO

UNIVERSIDADE TÉCNICA DE LISBOA
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Duração: 2 horas

Justifique todas as respostas. Apresente todos os cálculos que efectuou.

1. Considere A = 
[image: image9.wmf]ú
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(30) a) Determine os valores de  r, s e  t para os quais o sistema A x = b é possível.

(20) b) Fixe r = 2 e s = 0. Apresente a característica e a nulidade da matriz A.

(20) c) Fixe r = s = 0. Apresente a imagem da transformação linear TA definida pela matriz A. A transformação TA  é sobrejectiva? Porquê?

2. Considere a matriz   M = 
[image: image12.wmf]ú
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(25) a) Calcule os valores próprios da matriz M.

(20) b) Apresente a expressão da forma quadrática  (( x ) = xT M  x e classifique-a.

3. Considere o conjunto  W = 
[image: image13.wmf][

]
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(20) a) Mostre que W é um subespaço.
(15) b) Apresente uma base para W.
(20) c) Determine um vector ortogonal a todos os vectores do subespaço W.
(30) 4. Sejam A e B duas matrizes, ambas de dimensão 3(3, cujas linhas são a1, a2, a3 e b1 = a1- a3, b2 = a2- a1, b3 = a3- a2, respectivamente. Prove que B é uma matriz singular.

LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR

Data: 03 / Junho / 2008






Duração: 2 horas
Apresente todos os cálculos e justifique todas as respostas.

1. Considere


[image: image14.wmf].
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a) Indique os valores de 
[image: image15.wmf]a

 para os quais as duas últimas colunas de A são ortogonais.

b) Classifique o sistema  Ax = b , em função dos valores de 
[image: image16.wmf]a

 e de β.

c) Indique os valores de 
[image: image17.wmf]a

 para os quais o espaço coluna de A é 
[image: image18.wmf]3
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d) Considere 
[image: image19.wmf]a

 =  0. Seja B uma matriz tal que 
[image: image20.wmf]1
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2. Considere a transformação de 
[image: image22.wmf]2
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 definida por :


[image: image23.wmf][
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a) Prove que a transformação T é linear.

b) Mostre que 
[image: image24.wmf][
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c) Dois vectores do kernel de T podem ser linearmente independentes? Justifique. 

3. Considere


[image: image25.wmf]Â
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a) Determine os valores de a para os quais 
[image: image26.wmf]1
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 é valor próprio de A com multiplicidade algébrica igual a 2.

b) Determine o subespaço próprio associado a 
[image: image27.wmf]1
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, nos casos em que 
[image: image28.wmf]1
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 é valor próprio de A com multiplicidade algébrica igual a 1.

4. Considere a forma quadrática 
[image: image29.wmf]x
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Determine os valores de k para os quais a forma quadrática é definida positiva .

5. Seja  A uma matriz quadrada de ordem n que admite n valores próprios não nulos.
a) Seja B uma matriz regular permutável com A. Mostre que se u é vector próprio de A associado ao valor próprio 
[image: image31.wmf]l

 então Bu também é vector próprio de A.

b) Seja 
[image: image32.wmf]{
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 também é uma base de 
[image: image35.wmf]n
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, onde T é a transformação linear definida pela matriz A.
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LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere um sistema Ax = b, com n igualdades e n variáveis.

(25) a) Prove que o sistema tem solução única para qualquer b se e só se A é regular.

(20) b) Use o resultado enunciado na alínea anterior para provar que o seguinte sistema tem solução única


[image: image36.wmf]0
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2. Seja v um vector não nulo de 
[image: image37.wmf]3
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(20) a) Mostre que W(v) é um subespaço.

(20) b) Apresente W([1, 2, 1]).

3. Considere a transformação linear T : 
[image: image39.wmf]2

3

  

  

Â

®

Â

com 

T([1, 2, 5]) = [2, 1],   T([0, 1, 0]) = [-10/9, -16/9],   T([0, 0, 1]) = [1, 1]

(15) a) T([1, 2, 5]), T([0, 1, 0]) e T([0, 0, 1]) definem a transformação linear? Porquê?
(30) b) Apresente a matriz da representação standard de T e o ker (T).

(30) 4. Calcule os valores próprios de A e as respectivas multiplicidades geométricas 

A = 
[image: image40.wmf]ú
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(40) 5. Considere as seguintes afirmações:
· se A e B são matrizes simétricas de ordem n, o produto AB é também simétrico;

· se T1 e T2 são transformações lineares de 
[image: image41.wmf]n

Â

 em 
[image: image42.wmf]n
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 invertíveis, a composição T1
[image: image43.wmf]o

T2 é também invertível;

Para a falsa apresente um contra-exemplo e para a verdadeira apresente uma prova sucinta.
LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR

DATA: 16 / JAN / 2009





Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere  A = 
[image: image44.wmf]ú
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(25) a) Determine os valores de 
[image: image47.wmf]a

 para os quais a característica de A é igual a 4.

(25) b) Fixe 
[image: image48.wmf]0
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. Determine o valor de 
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 para o qual 
[image: image50.wmf]2
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 é nula na solução do sistema Ax = b.

(10) c) Fixe 
[image: image51.wmf]3
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. Apresente uma base para o espaço linha de A.

(10) d) Fixe 
[image: image52.wmf]5
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. Apresente uma base para o espaço nulo de A.

2. Admita que M é uma matriz quadrada de ordem 3 cujos valores próprios são 
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(15) a) Calcule o determinante da matriz 
[image: image56.wmf]M
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(25) b) Calcule os valores próprios da matriz 
[image: image57.wmf](
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3. Considere a matriz B = 
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(20) a) Calcule os valores próprios de B.

(20) b) Apresente o subespaço próprio associado a um dos valores próprios de B.

(20) c) Classifique a forma quadrática 
[image: image59.wmf]x
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 (30) 4. Seja W
[image: image60.wmf]Í



EMBED Equation.3[image: image61.wmf]n
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 um subespaço. Admita que W tem dimensão inferior a n e que W
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Construa uma transformação linear

T : 
[image: image63.wmf]n
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tal que W = ker (T).

LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR

DATA:30 / JAN / 2009   





Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere  A = 
[image: image64.wmf]ú
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(20) a) Classifique o sistema Ax = b em função dos valores de a e b.

(15) b) Fixe a = 3. Apresente o espaço nulo de A.

(15) c) Fixe a = 0. Apresente uma base para o espaço coluna de A.

2. Considere o conjunto W = 
[image: image67.wmf][
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(20) a) Prove que W é um subespaço de 
[image: image68.wmf]4
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(20) b) Determine a dimensão de W.

 3. Considere a matriz B = 
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(20) a) Mostre que 
[image: image70.wmf]1
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 é valor próprio de B.

(20) b) Calcule os outros valores próprios de B.

(30) 4. Classifique a forma quadrática 
[image: image71.wmf][
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5. Sejam 
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LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR
Data: 17 de Junho de 2009






Duração: 2 horas
Apresente todos os cálculos e justifique todas as respostas.

1. Considere


[image: image77.wmf]Â
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a) Indique um vector não nulo que seja ortogonal à primeira linha de A para qualquer valor de 
[image: image78.wmf]a

. 

b) Classifique o sistema A x = b , com x 
[image: image79.wmf]4
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, em função dos valores de 
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 e de 
[image: image81.wmf]b

.

c) Considere 
[image: image82.wmf]a

 = 2. Apresente o espaço nulo de A e indique dois vectores linearmente independentes pertencentes a esse espaço.

d) Considere  
[image: image83.wmf]a

 = 0. O vector 
[image: image84.wmf][
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2. Considere o conjunto 
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a) Mostre que W é um subespaço de
[image: image86.wmf]3
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b) Apresente um conjunto de geradores de W linearmente dependentes.

c) Seja T a transformação linear de 
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i) Apresente uma base para a imagem da transformação T.

ii) Calcule os valores próprios da transformação T.  

3. Considere


[image: image89.wmf].
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      Prove que, se 
[image: image90.wmf]0
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, a matriz A não é diagonalizável.

4. Uma matriz A é idempotente se 
[image: image91.wmf]2
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. Seja A uma matriz de ordem n, simétrica e idempotente, com característica inferior a n. Classifique a forma quadrática 
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LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO

ÁLGEBRA LINEAR

DATA: 25 de Junho de 2009




Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere  A 
[image: image93.wmf]ú
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(20) a) Determine a característica de A em função dos valores de 
[image: image95.wmf]a

.

(30) b) Fixe 
[image: image96.wmf]6
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. Considere a transformação linear TA(v) = Av. Apresente a imagem de TA e uma base para ela.

c) Considere a matriz M que resulta de A por eliminação da primeira coluna.

(20) c1) Use a regra de Cramer para determinar o valor da primeira variável do sistema 

Mx = b, com b = [0, 1, 0] T.

(20) c2) Existe algum escalar k para o qual v = [1, 0, k] T seja vector próprio de M? Porquê?

(20) c3) 
[image: image97.wmf]4
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 é valor próprio de M? Porquê?

(25) c4) Apresente a expressão da forma quadrática 
[image: image98.wmf]F

(x) = x T M x  e classifique-a.

2. Seja B = {b1, b2, b3} = {[1, 2, 3], [2, 4, 2], [-1, 1, 0]}.

(15) a) Mostre que B constitui uma base para 
[image: image99.wmf]3
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.

(20) b) Calcule o vector das coordenadas de v = [0, 1, 0] relativamente à base ordenada (b1, b2, b3).
(30) 3. Seja T : 
[image: image100.wmf]n
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 uma transformação linear. Prove que T é injectiva se e só se é sobrejectiva.
LICENCIATURA EM MATEMÁTICA APLICADA À ECONOMIA E À GESTÃO
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere a matriz  A = 
[image: image101.wmf]ú
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(25) a) Defina base de um subespaço de 
[image: image102.wmf]n
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 e apresente uma base para o espaço das linhas de A.

(25) b) As colunas de A geram 
[image: image103.wmf]3
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? Porquê?

(25) c) Calcule o conjunto das soluções do sistema AX = B, com B = 
[image: image104.wmf][
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 (25) 2. Considere os subespaços de 
[image: image105.wmf]3

Â

:



U= {(u1, u2, u3) : u1= 2 u2 – u3}    e     V= {(v1, v2, v3) : v1= 2 v2 , v3= 3 v1 }

Mostre que U ∩ V é também um subespaço de 
[image: image106.wmf]3
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3. Considere a matriz C = 
[image: image107.wmf]ú
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(20) a) Use a regra de Cramer para determinar o valor de x1 na solução do sistema 
C X =
[image: image108.wmf]ú
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.

(30) b) Calcule os valores próprios de C e as respectivas multiplicidades algébricas e geométricas.

(25) c) Apresente a expressão da forma quadrática f (x)= xT C x. Classifique a forma.

 (25) 4. Seja 
[image: image109.wmf]m

n

T

Â

®

Â

   

  

  

:

 uma aplicação linear sobrejectiva. 

Prove que se < v1,…,vp > = 
[image: image110.wmf]n

Â

 então < T(v1), …,T(vp) >  = 
[image: image111.wmf]m

Â

.
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

(25) 1. Determine a condição para 
[image: image112.wmf]g

b

a

 

e

 

 

,

 sob a qual o seguinte sistema é possível:
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[image: image114.wmf]Â
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2. Considere a aplicação f: 
[image: image115.wmf]2
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Â

®

Â

  definida por 
f(x, y) = (-x-2y, 4x +5y), ∀ (x, y) ∊ 
[image: image116.wmf]2

Â

.
(20) a) Mostre que f é uma aplicação linear.

(10) b) Considere X = (7, -7) e Y = (3, -6). Mostre que f(X) é um múltiplo escalar de X e que f(Y) é um múltiplo escalar de Y.

(30) c) Apresente os valores próprios de f e as respectivas multiplicidades algébricas e geométricas.

(25) d) Escreva a matriz A de f em relação à base canónica de 
[image: image117.wmf]2

Â

. Prove que a matriz A é diagonalizável e apresente uma matriz diagonal semelhante à matriz A.

 (25) 3. Mostre que o determinante 
[image: image118.wmf]1
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[image: image119.wmf]Â
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(25) 4. Classifique a forma quadrática 
[image: image120.wmf](
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 (40) 5. Seja A uma matriz quadrada de dimensão n, sejam 
[image: image121.wmf]n
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 os seus valores próprios e sejam 
[image: image122.wmf])
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. Considere as seguintes afirmações:

(a) O subespaço próprio 
[image: image123.wmf]i
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 é o espaço nulo de 
[image: image124.wmf]{
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(b) Se 
[image: image125.wmf]k
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 e se 
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 então 
[image: image128.wmf]v
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Para cada uma das afirmações indique se é verdadeira ou falsa e justifique.
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

(25) 1. Discuta o sistema em função dos valores de 
[image: image129.wmf]Â
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a

:
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2. Considere a matriz  A = 
[image: image131.wmf]ú
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(25) a) Defina espaço nulo de uma matriz e determine o espaço nulo de A.

(25) b) Defina base de um subespaço e apresente uma base para o subespaço de 
[image: image132.wmf]3

Â

 

gerado pelas colunas de A.

(25) c) Calcule os valores próprios de A.
(10) d) Mostre que, se 
[image: image133.wmf]0

¹
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, 
[image: image134.wmf])
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v

 é vector próprio de A.

(20) e) Classifique a forma quadrática 𝚽(x) = xTAx.
(40) 3. Indique se as seguintes afirmações são verdadeiras ou falsas:

(i) 
< (1, 0, 2, 0), (5, 2, 12, -4), (1, 0, -2, 5), (2, 2, 2, 1) >  =  
[image: image135.wmf]4

Â

 


(ii)
(A + B) (A - B) = A2 – B2     ∀ A, B ∊Mn(n
Em ambos os casos fundamente a sua resposta.

(30) 4. Seja (b1, …, bn) uma base de 
[image: image136.wmf]n
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 e seja f : 
[image: image137.wmf]n
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Â

  

  

 uma aplicação linear. Prove que se f não é injectiva então (  f (b1), …, f (bn)  ) não é uma base de 
[image: image138.wmf]n

Â

 

.
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Duração: 2 horas
Apresente todos os cálculos e justifique todas as respostas.

5. Considere


[image: image139.wmf].
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e) Determine a característica de A em função dos valores de 
[image: image140.wmf]b
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f) Defina sequência geradora de um espaço vectorial F e, considerando 
[image: image141.wmf]1
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, diga se 
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 é uma sequência geradora do espaço das linhas de A.

g) Para 
[image: image143.wmf]1
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 apresente uma base do espaço nulo de A.

6. Seja 
[image: image144.wmf]{
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o conjunto das soluções de um sistema (S) de equações lineares.

a) Prove que C é um subespaço de 
[image: image145.wmf]3

Â

.

b) Classifique o sistema (S) e dê um exemplo de sistema (S) com duas equações.
7. Considere a aplicação linear f: 
[image: image146.wmf]3
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  definida por 
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d) Mostre que 
[image: image148.wmf]2
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é o polinómio característico de f. Calcule os valores próprios de f e indique as respectivas multiplicidades algébricas.

e) Apresente o subespaço próprio associado ao menor valor próprio de f e indique a respectiva multiplicidade geométrica.

f) Classifique a forma quadrática 
[image: image149.wmf]x
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, onde A é a matriz de f em relação à base canónica de 
[image: image150.wmf]3
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8. Seja A uma matriz de ordem n, invertível. Mostre que 
[image: image151.wmf])
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

1. Considere o sistema linear 

[image: image152.wmf]ï
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[image: image153.wmf]Â

Î

b

a

,

.

 (30) a) Discuta o sistema em função dos valores de 
[image: image154.wmf]a

 e de 
[image: image155.wmf]b

.

b) Fixe 
[image: image156.wmf]1

=

a

. Seja A∊ ℳ3(3 a matriz dos coeficientes das variáveis nas equações.

(10) b1) Apresente um vector de 
[image: image157.wmf]3

Â

 que não pertença ao espaço das colunas de A.

(20) b2) Defina espaço nulo de uma matriz e apresente o espaço N(A).

2. Considere a matriz B = 
[image: image158.wmf]ú
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(20) a) Calcule os valores próprios de B.

(10) b) A matriz B é invertível? Porquê?

(15) c) A matriz B é diagonalizável? Porquê?

(20) d) Apresente a expressão da forma quadrática 
[image: image159.wmf]x

x

x
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. Classifique a forma. 

3. Considere a aplicação φ: 
[image: image160.wmf]3
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definida por φ(x1, x2, x3) = (x1+ x2, x1+2x3, 5x3) e o conjunto H dos vectores gerados pela sequência
[image: image161.wmf](
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(20) a) Demonstre que φ é uma aplicação linear.

(25) b) Apresente φ(H) e a respectiva dimensão.

(30) 4. Seja E um espaço vectorial de dimensão finita e seja f : E → E uma aplicação linear. A aplicação f é idempotente se f 2 = f ○ f = f.

Mostre que se f é idempotente então ker ( f ) ∩ Im ( f )= {0E}.
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Duração: 2 horas

Apresente todos os cálculos e justifique detalhadamente todas as respostas

(25) 1. Use a regra de Cramer para determinar o valor de z na solução do sistema linear:


[image: image162.wmf]ï
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(30) 2. Considere as seguintes afirmações:

(a) Se A∊ ℳn(n  e A2 é invertível então A é invertível.

(b) Se A∊ ℳn(n  é diagonalizável então A é invertível.

Para cada uma delas indique se é verdadeira ou falsa. No caso de ser verdadeira faça uma prova sucinta; no caso de ser falsa apresente um contra-exemplo.

3.
(10) a) Defina valor próprio e vector próprio de uma matriz quadrada de ordem n.

b) Considere a matriz M = 
[image: image163.wmf]ú
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(25) b1) Determine os valores próprios de M.

(15) b2) Apresente o subespaço próprio de M associado ao menor valor próprio.

(25) b3) Apresente a expressão da forma quadrática Φ(x) = xT M x. Classifique a forma.
4. Considere a aplicação linear φ : 
[image: image164.wmf]2

3

  

  

Â

®

Â

 definida por

φ
[image: image165.wmf](
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(20) a) Apresente Im (φ) e uma base de Im (φ).

(25) b) Se F e G são dois subespaços de 
[image: image166.wmf]3

Â

 e  F ∩ G={0}, pode afirmar-se que φ(F) ∩ φ(G) = {0}? Porquê?

 (25) 5. Seja E um espaço vectorial de dimensão finita, com dim (E) > 4, e seja F um subespaço próprio de E. 

Prove que se dim (H∩ F)≤  2 para qualquer subespaço H⊂ E, H ≠F, então dim (F) ≤  2.
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